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Limiar

O primeiro artigo estatistico que redactei permanece fresco no meu
recordo, como se o redactara fai pouco tempo. Tratabase de desci-
frar un fragmento de texto e, neste caso, provifia de A Esmorga
(1959), unha novela de Eduardo Blanco Amor.

Recentemente, tiven a oportunidade de ler outro libro deste autor
titulado Os Biosbardos (1962). Ainda que non sei se se trata dunha
mera coincidencia, é innegable que o feito é interesante e, incluso,
maxico. E por iso, preguntome: que € a estatistica senén a manifes-
tacién mais fascinante das matematicas? E que son os biosbardos
madis ca seres fantasticos?

Fiando estes sucesos e pensamentos, creo que se poden compa-
rar os artigos expostos neste libro cos contos do escritor ourensan.
Estes ultimos exploran a imaxinacién e a fantasia, mentres que o0s
artigos estatisticos permiten desentrafiar os misterios dos nimeros,
revelando paradigmas ocultos dos datos. Ambos son relatos abra-
iantes, e ainda que non se pode afirmar que os artigos sexan maxi-
cos, queda ao voso xuizo consideralos asi.

En definitiva, a estatistica e a literatura poden parecer mundos
afastados, pero a través da mifia experiencia con ambos, tefien mais
similitudes do que imaxinamos. Este libro comparte algunhas das
impresionantes historias que se poden descubrir a través da andlise
de datos e como isto pode transformar a maneira en que vemos e
entendemos o mundo que nos rodea.

Gustariame rematar esta breve introducién invitando aos lecto-
res e lectoras a unirse a esta viaxe emocionante cara o mundo da
estatistica e a ciencia dos datos. Espero que este desorde de pala-
bras sobre os meus comezos coa estatistica e 0 encontro cos contos
fantasticos vos espertara o interese e vos anime a difundilo coas
persoas que vos rodean, pois este ambito non é exclusivo e calque-
ra pode gozalo.

Sé me queda agradecer poder ser quen introduce estes artigos,
fun das primeiras persoas en comezar este proxecto e é todo un pri-
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vilexio poder seguir nel. Confio en que os autores e autoras deste
volume desfrutaran elaborando os artigos igual ca min no seu
momento. E non son meiga, pero augurolles un porvir estupendo se
contintan relatando as historias maxicas dos niimeros.

Noelia Garcia Garcia
Enxefieira informaética
Exalumna do IES Marco do Camballon



Cadeas de Markov
na metereoloxia do mundo de Oz

Calvo-Lopez, N.; Mazds-Rivela, P.

IES MARCO DO CAMBALLON

Resumo. Neste artigo inténtase aproximar ao
lector as cadeas de Markov explicanco os seus
fundamentos tedricos e utilizando un exemplo
concreto para facilitar a comprension.

Abstract. In this article we try to approach to
lector the Markov chains explaining their fun-
damentals using a easy example

1. Introducion

Neste artigo imos explicar o concepto de cadea de Markov e al-
gunhas das sudas aplicaciéns cun exemplo concreto que é a analise
da meteoroloxia do mundo de Oz.

Primeiro necesitamos comprender o que é un proceso estocasti-
co, que se pode definir como unha sucesion de variables aleatorias
que cambian en funcién do tempo. Os valores que adoptan as varia-
bles aleatorias reciben o nome de estados e o seu conxunto, espazo
de estados. Un exemplo trivial de proceso estocastico seria lanzar
un dado cada certo tempo. Neste caso os estados serian cada unha
das caras do dado e o espazo de estados serian as 6 en conxunto. No
exemplo anterior, o0 proceso estocastico non nos permite facer pre-
diciéns porque o estado anterior non afecta ao seguinte, é dicir, que
saque un 2 nunha primeira tirada non condiciona o resultado da se-
guinte. Dado que nun proceso estocastico intervén o azar, sempre
traballaremos usando probabilidades.
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Un exemplo de proceso estocastico son as cadeas de Markov
que tefien a peculiaridade de que un estado esta condicionado polo
estado anterior, esta caracteristica recibe o nome de propiedade de
Markov. En linguaxe matematica definese como:

P ["YFI—J = if::l—l,"'r)((] =wp, Xy =2, X, = :E:n] =P ["YFI—J = ii:al—].."'fj(n = ii:n]

Andréi Markov (1856-1922) naceu en Riazdn (Rusia) e dende
pequeno xa amosou talento para as matematicas. Estudou na Uni-
versidade de San Petesburgo e ao acabar a stia tese de doutoramento
accedeu como adxunto 4 Academia de Ciencias de San Petesburgo
recomendado polo seu profesor. Dez anos despois gafiou o posto de
académico regular. Markov foi o profesor que se ocupou dos cursos
de teoria de probabilidade. Despois de vinte e cinco anos retirouse
da universidade definitivamente. Markov dedicouse a investigar so-
bre distintas ramas das matematicas como os traballos sobre frac-
ciéns continuas, a demostracion do teorema central do limite e a
creacién das cadeas de Markov.

As cadeas de Markov empregan as matrices como ferramenta
matematica para ordenar as probabilidades de transicién dos esta-
dos nas filas e nas columnas. En cada posicién da matriz colécase a
probabilidade de transicién entre dous estados. A probabilidade de
transicion do estado i ao estado j é valor Pij na matriz de transicién.

Para calcular as probabilidades de transicién entre os estados en
n pasos elévase a matriz de transicién 4 potencia n. E dicir:

pn_‘n‘_n — pn

No noso taballo utilizaremos as cadeas de Markov para predecir os
cambios metereoldxicos no mundo de Oz.
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2. Analise dos datos

Neste fragmento da novela, O marabilloso mago de Oz, de Lyman
Frank Baum, podemos observar os cambios na metereoloxia da
zona e que podemos compilar nunha matriz as probabilidades de
cada cambio

A Terra de Oz foi bendicida con moitas cousas, pero non cun bo
tempo. Nunca ten dous dias asollados seguidos. Se ten un dia aso-
llado, é igual de probable que ao dia seguinte haxa tanto neve
como choiva. Se un dia neva ou chove, ao dia sequinte hai a mesma
probabilidade de que o tempo siga igual ou de que cambie. Se cam-
bia, s6 a metade das veces cambia a asollado.

Do texto obtemos a nosa matriz de transicion:

) C N
S /0.00 0.50 0.50
C | 025 050 025
N V025 025 0.50

Calcularemos de xeito andlitico a matriz estacionaria e avaliarémo-
lo computacionalmente, cun programa de codigo R. Tamén calcula-
remos a distribucion estacionaria, que é un vector que se mantén in-
variable ao aplicarlle matriz de transicién, é dicir:

™= Pm

sendo Tt a distribucién estacionaria e P a matriz de transicion. A
matriz estacionaria é a matriz que agrega en filas a distribucién
estacionaria.

A partir de esta igualdade obtemos un sistema de ecuacion:

11



Marco Numérico VI

0.25m  +0.25m3 =m
0.5m  +0.5m 0.25my =
0.5m +0.25m +0.5m3 =y

Resolvemos o sistema utilizando o método de Gauss e obtemos os
seguintes resultados:

Entén deducimos que a matriz estacionaria é:

0.2 04 04
F.=102 04 04
0.2 04 04

Un cofiecido resultado teérido das cadeas de Markov establece que
o limite das matrices de transicién elevadas a potencia n cando n
tende a infinito converxe 4 matriz estacionaria:

lim P"

TE—r20

Para comprobalo computacionalmente, creamos o seguinte cédigo
en R:

n<-as.integer (readline(promp= "Expofiente da matriz: "))
vector<-c(0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.25,0.5,0.25,0.5)
m=-matrix(vector, nrow=3, ncol=3)
Tibrary(Biodem)

p<-mtx.exp(m,n)

print(p)

12
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Instalamos a libreria Biodem que nos permite entre outras cousas
elevar matrices a calquera potencia. Creamos un comando para que
o programa solicite o valor enteiro ao que queres elevar a matriz.
Establecemos un vector v coas probabilidades de transicién e a par-
tir deste dimensionamos a matriz coa funcién matrix establecendo
as filas e columnas cos parametros nrow= e ncol= respectivamen-
te. Despois creamos unha variable p & que lle asignamos o valor da
matriz elevada 4 potencia n, coa funcién mtx.exp. Por ultimo utiliza-
mos o comando print (p) para amosar a matriz resultante.

Probando con diversos valores de n, empezando no 2, elevando
a matriz e vemos como os resultados se van achegando a nosa ma-
triz estacionaria a medida que aumentamos os valores. Neste caso
ao chegar a n=12 a matriz converxe.

Resultados para:

n=2
[,1] [,2] [.3]
[1,] 0.2500 0.3750 0.3750
[2,] 0.1875 0.4375 0.3750
[3,] 0.1875 0.3750 0.4375
n=6
[.1] [.2] [.3]

[1,] 0.2001953 0.3992023 0.3999023
[2,] 0.1999512 0.4001465 0.3999023
[3,] 0.1999512 0.3999023 0.4001465

n=12
(.11 [.2] [,3]
[1,] 0.2 0.4 0.4
[2,] 0.2 0.4 0.4
[3_,] 0.2 0.4 0.4

13
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Con este resultado vemos que efectivamente o limite converxe a
matriz estacionaria.

3. Conclusions

Deste artigo concluimos que o tempo no mundo de Oz pode ser es-
tudado utilizando as cadeas de Markov, polo que é posible dimen-
sionalo facilmente como unha matriz facer prediciéns en termos de
probabilidades.

Se analizamos a nosa matriz estacionaria observamos que o tem-
po que faga no instante inicial perde capacidade de influir nun
periodO de tempo superior a 12 dias, que é cando converxe a matriz
estacionaria. O tempo dentro de 20 dias se hoxe neva e o resultado
son as probabilidades de cada estado en 20 dias.

0.2 04 04
(0,0,1) 102 04 04) =1(0.2,04,04)
0.2 04 04

Estes resultados serian exactamente iguais se o dia no que nos
atopamos fose soleado ou chuvioso.

Con este exemplo conseguimos predecir certas situacions apli-
cando as cadeas de Markov. Un caso interesante para analizar seria
o trafico dunha rotonda, estudando as probabilidades de que un co-
che que vén dun lugar vaia cara ao outro. Para facer un estudo rigu-
roso deste fenémeno teriamos que ter en conta moitas mais varia-
bles que afectan ao trafico, como a época do ano ou se é festivo ese
dia, ao ter en conta todo isto aparecen cadeas de Markov moito
mais complexas que as vistas neste artigo, abrindo asi un enorme
campo dentro das matematicas.
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Cadeas de Markov
nun poema de Rosalia de Castro

Sebio-Mazds, R.; Rey-Silva, A.;
Méndez-Reimondeéz,S..

IES MARCO DO CAMBALLON

Resumo. Neste artigo escollemos un poema de Ro-
salia de Castro (Negra sombra) para analizar os pa-
trons estatisticos asociados. Para isto empregamos
as cadeas de Markov e mediante matrices de transi-
cién analizamos os modelos de combinacién (vo-
gal,vogal), (consoante, vogal), (vogal, consoante) e
(consoante, consoante).

Abstract. In this article we chose a poem by Rosa-
lia de Castro (Negra sombra) through which we
wanted to demonstrate the influence of statistics in
literature. To do so, we took Markov chains, using
transition matrices to analyze the patterns of com-
bination (vowel, vowel), (vowel, consonant) and
(consonant, consonant).

1. Introducion

Definese como proceso estocastico ao conxunto de variables ale-
atorias que evolden de xeito aleatorio ao longo do tempo. Un tipo
de proceso estocéstico son as cadeas de Markov.

As cadeas de Markov definense coma unha secuencia de varia-
bles aleatorias que representan os estados dun determinado sistema
durante unha serie de intervalos de tempo, de modo que o estado do
sistema no intervalo actual depende do seu estado no intervalo in-
mediato anterior. Cada valor que toma unha variable aleatoria
chamase estado, e dependendo da relacion entre eles, xéranse dis-
tintos tipos de matrices.

17
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Andrei Andreyevich Markov naceu o 14 de xufio de 1856 en Ri-
azan, (Rusia) e morreu o 20 de xullo de 1922 en Petrogrado, o ac-
tual San Petersburgo. Graduouse na Universidade de Fisica e Mate-
maticas de San Petersburgo en 1878 e obtivo o doutoramento en
1884. En 1900 Markov comezou a interesarse pola teoria da proba-
bilidade, materia na que obtivo resultados moi brillantes, entre eles
a creacién en 1907 das cadeas que levan o seu nome.

As cadeas de Markov tefien numerosas e variadas utilidades.
Podense empregar na fisica estatistica e termodinamica, na predi-
cion da meteoroloxia, para calcular a evolucion dunha pandemia ou
para predicir probabilidades en certos xogos de azar.

Neste traballo pretendemos aplicalas na busca dun patrén litera-
rio no poema Negra Sombra de Rosalia de Castro, clasificando as
combinaciéns entre as letras tendo en conta a precedente e creando
unha matriz de transicién asociada, tal e como fixera Markov co po-
ema Eugene Onegin de Pushkin.

O método que empregou Markov consistia en recompilar as pri-
meiras 20.000 letras do poema e organizalas en 200 bloques de
10-10 letras, contando as vogais e consoantes en cada fila e cada
columna. Calculou medias e varianzas para obter as medidas de dis-
persion e a continuacion clasificounas en pares de letras sucesivas. A
conclusion que sacou foi clara: as letras non son independentes no poe-
ma e cada unha mostra unha dependencia do tipoloxia da letra anterior.

2. Analise dos datos

Para comezar, analizaremos as probabilidades de transicion en-
tre as variables aleatorias que se establecen entre as 325 letras do
poema Negra Sombra de Rosalia de Castro, onde podemos observar
catro situacions distintas:

Situacion 1 (V-V) transicion dunha vogal a outra vogal.
Situacion 2 (V-C) transicion dunha vogal a unha consoante.
Situacion 3 (C-V) transicién dunha consoante a unha vogal.
Situacion 4 (C-C) transicion dunha consoante a outra consoante.

18
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En funcién destes resultados crearemos unha matriz de transi-
cion cos datos obtidos no poema. Realizamos unha estimacion fre-
cuentista das transiciéns, sen contar os cambios de versos, cuxos re-
sultados nos daran a seguinte matriz de transicion (P) :

¥ S
— i? o/ \0.73 [Lﬁ?)

A continuacién introduciremos estes datos en R:
P = matrix(c(0.21,0.79,0.73,0.27),nrow = 2,byrow = TRUE)

Tibrary(matrixcalc)

Neste codigo introduciremos a matriz (P) mediante a libreria
matrixcalc. Organizaremos a matriz en 2 columnas mediante o co-
mando nrow e en ddas columnas co comando byrow.

Calculamos o vector de estado estacionario, obtendo (0.5,0.5). A
continuacién, implementamos un codigo que calcule a matriz esta-
cionaria en R. Para iso optamos por multiplicamos a matriz estacio-
naria por si mesma, a fin de estabilizar o seu comportamento ao
longo do tempo.

Tibrary(matrixcalc)

Tibrary(markovchain)

P = matrix(c(0.21,0.79,0.73,0.27),nrow = 2,byrow = TRUE)

R=matrix.power(P,100)

print(R)

Co comando matrix.power elevamos a matriz a 100 e a conti-
nuacién imprimimolos_na pantalla a través do comando print. Ao
elevala sucesivamente obtemos aproximamos a matriz estacionaria
(que ten, por filas, o vector estacionario), e canto maior sexa o ex-
ponente, maior sera a exactitude dos resultados. Elevando a matriz

a centésima obteremos estes resultados.

[.1] [.2]
[1,] 0.4802632 0.5197368
[2,] 0.4802632 0.5197368

19
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3. Conclusions

Tras recopilar as relacions entre vogais e consoantes e facer
unha matriz de transiciéon coas probabilidades de cambio, con-
cluimos que, tendo en conta sé o suceso anterior, existe unha maior
probabilidade de atopar un grupo de vogal/consoante e viceversa
que atopar os grupos con letras do mesmo tipo.

Porén, ao facer a matriz estacionaria observamos que as rela-
ciéns entre os patréns de combinacién tenden a igualarse. E dicir, se
elevamos a matriz de transicién a un ntimero elevado para simular
un poema mais largo e coa mesma matriz de transicion inicial, as
probabilidades de combinacion de calquera dos patrons posibles é a
mesma. A matriz alcanza uns valores de 0.5 en cada un dos seus es-
tados.

A diferenza dos patréns achados no poema de Rosalia, Markov
determinou no poema Eugene Onegin distintas relaciéns de combi-
nacién que difiren un pouco das nosas, xa que no seu poema hai
unha maior probabilidade de cambios entre vogal/consoante (0.87)
e menor entre consoante/vogal (0.66).

Seria interesante analizar outro poema en ruso e outro en galego
de outros poetas diferentes para poder concretar se estas diferenzas
se deben ao 1éxico de cada idioma ou 4 diferenza estilistica dos au-
tores.
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Meétodo de Newton-Raphson
aplicado a ecuacion de Kepler

Alvarez-Lodeiro, I.; Amosa-Martinez, U.;
Casal-Blanco, R.; Ferro-Pérez, J.M.

IES MARCO DO CAMBALLON

Resumo. Neste artigo traballaremos coa ecuacién de Ke-
pler, que describe o movemento dos astros arredor do Sol.
Para resolvela empregaremos o método de Newton-Raph-
son, que acha as raices de funciéns reais. Todo isto fa-
rémolo a través dun cdédigo creado no programa R.

Abstract. In this article, we will try to work with the Ke-
pler’s equation, which describe the movement of the celes-
tial bodies around the Sun. To solve it we will use the
Newton-Raphson method, which find the roots of real func-
tions. This will be done with a code made in R program.

Introducion

O método de Newton-Raphson recibe este nome gracias as duas
persoas as que se debe a sda elaboracién, os matematicos Isaac
Newton (que o incluiu nunha publicacién escrita no ano 1671 e que
viu a luz no 1736) e Joseph Raphson (que o incluiu nun libro publi-
cado no ano 1691).

Tratase dun procedemento matemadtico que permite achar as
raices dunha funcion, partindo dun valor préoximo 4 mesma. En xe-
ral, o método resolve unha ecuacién do tipo f(x)=0. Este é un méto-
do de rapida converxencia, isto é, que require, polo xeral, poucas
repeticions para obter o resultado que se busca.

O método baséase no proceso iterativo definido pola seguinte
expresion:
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Porén, ao principio Newton tan s6 aplicaba o método a polino-
mios e non tifia en conta as sucesivas aproximacions X,, errando ao
ver o método como simplemente alxébrico e non atoparlle conexién
co calculo.

O método trata de achegarse a soluciéon mediante a recta tanxente

da funcién en determinados puntos X, partindo do valor inicial X, que
nés introducimos e collendo como X,,,; o punto onde a recta tanxente

en X, corta ao eixo de abscisas. Asi pois, o proceso seria o seguinte:

1.1.'|._I'I.r|]]

|:.{J nj“.l';] ¥
Kuaiz l"-,
buscada 4
*,

'.{:l___________________

=
-t
et
L]
et
-
[
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Fig.3 Proceso grafico do algoritmo de Newton-Raphson.

Como se dixo anteriormente, o0 método chega con relativa rapi-
dez a raiz buscada na maioria de ocasiéns. Con todo, existen casos
onde aparecen numerosos problemas. Un deles é cando a funcién
ten multiples raices, pois o algoritmo tan sé é capaz de localizar
unha delas. Cando o valor estd moi préximo a un punto de inflexién
da funcion, isto provoca que a recta tanxente corte o eixo de absci-
sas nun punto alonxado da solucién que se estd a buscar. Tamén
cando o valor coincide cun méximo ou un minimo da funcién, pois
a recta tanxente sera horizontal e nunca cortard o eixo de abscisas.
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Para evitar estes problemas cémpre comezar a iteracién cun valor
inicial o suficientemente préximo a raiz.

Unha vez introducido o método de Newton-Raphson, é preciso
cofiecer tamén que é a ecuacion de Kepler, que é a que imos resol-
ver aplicando este método, e cales foron os resultados que o levaron
a enunciala. Johannes Kepler foi un matematico e astrénomo ale-
man de finais do século XVI e comezos do século XVII e é un dos
pais da astronomia. Entre os seus logros destacan melloras nos te-
lescopios da época e sobre todo as suas tres leis sobre 0 movemento
dos planetas arredor do Sol, as cales deduciu a partir das observa-
ciéns de Tycho Brahe.

A primeira lei de Kepler dinos que os planetas seguen unha 6rbi-
ta eliptica nun plano, estando o Sol nun dos focos da elipse. A ex-
centricidade de dita elipse vén dada pola expresion

e=—
a
onde ¢ é a semidistancia focal (isto é a distancia desde o foco ao
centro da elipse) e a é o semiexo maior (a maior distancia entre o
centro da elipse e a propia elipse). A maioria das érbitas planetarias
tefien un valor moi pequeno de excentridade, é dicir, e # 0. Isto sig-
nifica que a nivel practico poden considerarse 6rbitas circulares
descentradas.

A segunda lei de Kepler, ou lei de areas, dinos que o raiovector
que une o planeta co Sol varre areas iguais en tempos iguais. Esta
lei implica que a velocidade areolar, que se define como a area va-
rrida polo vector de posicién dun corpo por unidade de tempo, sexa
constante:

v =d—A:cte
A dt

Ademais, esta lei é equivalente & conservaciéon do momento an-
gular L. Dita magnitude fisica vén descrita da seguinte forma:

L=m-FxVv . A conservaciéon da mesma implica que o momento
angular no afelio (punto mais alonxado do Sol) é igual que no peri-

helio (punto méis préximo ao Sol). Dado que a masa é a mesma en
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ambos puntos, o astro debe ter maior velocidade onde a distancia é
menor para que se verifique esta igualdade. Nos casos de astros con
orbitas de moi pouca excentricidade como a do planeta Marte (e =
0.0093) a diferenza de velocidades é pequena: a velocidade no peri-
helio é 1,21 veces a sua velocidade no afelio. Noutros astros coma
no cometa Halley (e = 0.967), a segunda lei de Kepler fai que as ve-
locidades varien moito, pois a sia velocidade no perihelio é 61,4
veces a velocidade no afelio.

A terceira lei de kepler, tamén cofiecida como harmonica ou de
periodos, relaciona os periodos (é dicir, o tempo que tardan os as-
tros en completar unha volta ao redor do Sol) co raio medio da sua
orbita. Para un planeta dado, o cadrado do periodo orbital é propor-
cional ao cubo da sta distancia media ao sol:

T?=k-r3
onde T é o periodo do planeta, k é unha constante igual para todos
0s corpos e r é a distancia media ao Sol.

Esta terceira lei teria unha gran importancia na fisica, pois foi a
partir do seu estudo o que lle permitiu a Newton formular a sua lei
de gravitacién universal.

A partir destas leis, seria o propio Kepler o que formulou unha
ecuacion que predi a situacion exacta dun planeta cunha 6rbita eliptica
e que cunha velocidade areolar constante. Dita expresion é a seguinte:

M=E—e-sen(E)

onde M é a anomalia media (é dicir, o angulo que percorreria un pla-
neta ficticio que realiza un movemento circular uniforme por unha
orbita circular de raio igual ao semieixo maior), e é a excentricidade
da ¢rbita do astro e E é a anomalia excéntrica (isto é, o angulo que
varre a proxeccion do planeta real sobre a 6rbita circular fiticia).
Como pode advertirse facilmente, o principal problema desta
ecuacion é que non ten unha resolucién sinxela por procedementos
usuais, polo que se fai necesario recorrer a métodos numeéricos.
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2. Analise dos datos

En primeiro lugar, precisamos crear o codigo do método de
Newton-Raphson para poder resolver calquera ecuacién. Comezamos
por gardar nunha variable f a ecuacién que queremos resolver coa fun-
cién expression, para que a detecte como unha expresion alxebraica.

Agora precisamos calcular a derivada da funcién para poder tra-
ballar con ela. Para iso usamos a funcién propia D(f, ‘x’), que nos
permite derivar expresions. Neste caso queremos derivar respecto
de x(a nosa incognita) a funcién gardada previamente en f, por iso
introducimos dentro da paréntese eses parametros.

f<-expression(x-53)

df<-D(f, "'x")

Unha vez asignamos un valor inicial a X, creamos un bucle whi-
le onde se vai repetir o algortimo de Newton-Raphson ata atopar o
resultado, polo que a condicién para finalizar o bucle sera eval(f)# 0
(isto quere dicir que o bucle rematara cando a funcién avaliada no
punto x usado nesa iteracion sexa 0). Secasi, como en ocasions é
moi complicado chegar 4 solucion exacta, utilizamos unha condi-
cion menos esixente: eval(f)>0.001 no caso de que nos achegue-
mos pola parte positiva da funcién, e eval(f)<-0.001 no caso de
achegarse por valores negativos.

Unha vez dentro do bucle while precisamos que o programa rea-
lice o algoritmo do método de Newton-Raphson, polo que introdu-
cimos a férmula adaptandoa ao cédigo de R:

while ::E"u"a-l 'F:l 1 ='::|':I
x<-x-(eval (f) /eval (df))
onde eval(f) é a funcién avaliada no punto x e eval(df) a sta deri-
vada avaliada nese mesmo punto.

Por dltimo s6 queda pedir que nos devolva a raiz mediante a
funcion print.
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f<-expression(x-5)
df<-p(f, "x")

X<-10
while(eval (f)1=0){

Xx<-%-(eval(f)  eval(df))

print(x)

A hora de traballar coa ecuacién de Kepler M=E—e- sen(E),
precisamos primeiro adaptala & forma f(x)=0. Daquela, a funcién
coa que imos traballar seraf (E)=M+e-sen(E)—E, onde E é a
nosa variable e M e e son datos cofiecidos de distintos astros.

Asi, segundo os datos que achamos na rede sobre a anomalia
media (M) e a excentricidade (e) dos astros do Sistema Solar, obti-
vemos 0s valores da anomalia excéntrica (E), cos que elaboramos a
seguinte taboa:

Planeta Ano. Media  |[Excentr. Ano. Excént.

Mercurio 3,0368732333 0,20563069 3,054715
Venus Q8726647222_03067?323 0,8778758
Terra 6,2308261167 0,01671123 6,229936
Marte 0,233 0,09 0,7963221
Xupiter 0,3141593 0,04839266 0,3298329
Saturno 5,5850542222 0,05648 5,543263
_Urano 24783678111_034440559 2504773
Neptuno 4,6600296167| 0,00858587 4651449
Plutén 0,2443461222 0,244 0,3214319

Ademais decidimos traballar tamén con obxectos do Sistema So-
lar que presentan valores extremos de excentricidade da érbita, co
proposito de forzar posibles problemas no algoritmo do método.
Para eles obtivemos os seguintes resultados:
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Corpo celeste Ano. Media Excentr.  Ano. Excént.

Tritén 6,143559644 2E-05 6,143556
1I/Oumuamua @ 0,436332361  1,19951  1,633486
Halley | 0,669159309  0,96799  1,635146

Para medir o nimero de iteraciéns requiridas polo cédigo 4 hora
de atopar unha raiz, creamos unha nova variable & que chamamos
cont e que imos usar a modo de contador. Para iso asignamos como
valor inicial o 0 e dentro do bucle while pedimos que vaia sumando
1 cada vez que se realiza unha iteracion. Por Gitimo pedimos que nos
devolva o valor do contador coa funcion print.

f<-expression((0.213) *pi+0.96799* sin(x)-x)
df<-p(f, "x")
X<-p1i

w<-c{)

cont<-0

while(eval(f)1=0){
cont<-cont+1
x<-x-{eval (f) /eval (df})
w<-append (w,x)

print{x)
print{cont)

Asi pois, cos resultados elaboramos a seguinte grafica onde ve-
mos o valor inicial (no noso caso é 7, pero poderia ser calquer ou-
tro valor),a raiz e as iteracions precisas para chegar a ela.

Planeta lanc. Media  Excentr.  |Ano. Excént. Valor Inicial lteraciéns

Mercurio 3,0368732333 0,20563069 3,054715 3,14159265359 3
Venus 0,8726647222 0,00677323 0,8778758 3,14159265359 4
Terra 6,2308261167 0,01671123 6,229936 3,14159265359 4
Marte 0,233 0,09 0,7963221 3,14159265359 4
XUpiter | 0,3141593 0,04839266 0,3298329 3,14159265359 5
Saturno 5,6850542222 0,05648 5,543263 3,14159265359 4
Urano 2,4783678111 0,04440559 2,504773 3,14159265359 3
Neptuno 4,6600296167 0,00858587 4,651449 3,14159265359 3
Plutén 0,2443461222 0,244  0,3214319 3,14159265359 6
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Corpo celeste  Ano. Media  Excentr. Ano. Excént.Valor Inicial [Iteracions

Tritén 6,143559644 2E-05| 6,143556 3,14159265359| 3
1I/Oumuamua  0,436332361 1,19951| 1,633486 3,14159265359 6
Halley 0,669159309 0,96799| 1,635146 3,14159265359 6

Realizando estes estudos demos cun dos problemas xa citados
do método de Newton-Raphson. Para o caso do cometa 1I/°’Oumua-
mua obtemos a seguinte funcién a partir da sta ecuacion de Kepler:

f(x)=(5/36) m+1.19951 sen(x)-x

Dita funcion presenta un punto de inflexion en x=6,128552 (pun-
to marcado sobre ela), polo que ao comezar o algoritmo do método
cun X,=27 (lifia vertical de puntos), a recta tanxente corta o eixo de
abscisas no punto x=35.58925, polo que ao realizar unha iteracion
alonxamonos do punto de corte da funcién co eixo. Neste caso, seria
preciso realizar as 8 iteracions fronte &s 6 que precisa ao ter X,=1T.

Fig.12 Caso particular do 1I/’Oumuamua.
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3. Conclusions

Dado que a ecuacién de Kepler ten a forma M=FE —e"- sen( E ),
a natureza da funcién asociada 4 ecuaciéon vai depender moito do
valor da excentricidade e. Para corpos cunha excentricidade mais
pequena, a funcién vai semellar unha recta, pois vai facer que o
comportamento sinusoidal sexa case insignificante. Por outra ban-
da, con valores moi elevados da mesma a funcién pasa a ter un
comportamento sinusoidal mais acusado.

Resolvendo a ecuacion de Kepler con distintos valores tanto de
anomalia media como sobre todo de excentricidade, podemos sacar
algunhas conclusions sobre o método de Newton-Raphson para re-
solver ecuacions.

En primeiro lugar, cando se trata de ecuaciéns semellantes a
unha recta (cun valor de excentricidade moi pequeno) o método
chega a resultados exactos sen necesidade de reiterar moitas veces o
algoritmo e podendo comezar cun valor de X, relativamente alonxa-
do da raiz.

Porén, cando a funcién ten un comportamento sinusoidal o
método comeza a dar certos problemas, pois ou ben non chega a
resultados tan exactos ou ben require dun maior numero de itera-
cions para chegar a eles e ademais precisamos comezar cun valor
inicial bastante pr6ximo & raiz que buscamos. Isto sucede debido a
que é mais probable que o noso X se atope preto dun punto de in-
flexién ou un maximo, facendo que a recta tanxente se alonxe da
raiz que buscamos.
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IES MARCO DO CAMBALLON

Resumo. No seguinte estudo resolvemos a ecua-
cién da onda estacionaria en funcién dos pardme-
tros que a definen, concretamente a stia velocidade
e a sua lonxitude. Para isto, creamos empregaremos
o método de Newton-Raphson un cédigo escrito no
programa de analise estadistico R no que se desen-
volve o método de Newton-Raphson.

Abstract. In the following research we resolve the
stationary wave equation based on the parameters that
define it, especially its speed and length. For this pur-
pose, we create a code using the statistical analytics
program R using the Newton-Raphson method.

1. Introducion

O movemento ondulatorio ou movemento de propagacion da
onda definese como unha pertubacién que se propaga dun punto a
outro sen que exista transporte neto de materia, pero si trasmisién
de enerxia. Un exemplo no que se demostra isto prodicese cando
unha pedra cae a un estanque e se xera unha perturbacion. Esta alte-
racién é unha onda que se estende en forma de circulos concéntri-
cos situados a certa distancia do punto no que cae a pedra.

Fig. 1. Representacién do movemento ondulatorio
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De forma xeral, as ondas réxense por unha serie de caracteristi-
cas comuns a todas elas. En primeiro lugar, é preciso unha fonte ou
foco emisor que actiie como orixe da perturbacién. A enerxia deste
é trasmitida ao medio de propagacién nas stas inmediacions. No
noso caso, a pedra que cae transfire a sta enerxia 4s moléculas de
auga que se encontran proximas. Por outro lado, debe existir un me-
dio de propagacion que, a medida que é atravesado pola perturba-
cion, experimenta unha variacion temporal e reversible nalgunhas
das stias propiedades fisicas. No exemplo proposto, cando a onda
acada as particulas de auga do estanque, que estaban en repouso, es-
tas empezan a vibrar alterando a sta posicion cara a ambos lados do
seu punto de equilibrio, voltando, ao cabo dun anaco, ao seu estado
inicial. Finalmente, cada punto do medio trasmite a perturbacion a
puntos vecifios, polo que podemos afirmar que o fenémeno ondula-
torio é unha forma cooperativa de propagacion da enerxia que se
trasmite entre o foco e os puntos acadados.

Segundo o tipo de criterio empregado existen distintas clasifica-
cions para as ondas. Por unha banda, en funcién do tipo de enerxia
propagada distinguimos entre as ondas mecanicas, nas que se trans-
mite enerxia mecanica como o exemplo anterior do estanque; e as
electromagnéticas, nas que se propaga a enerxia electromagnética
producida por oscilaciéns de campos eléctricos e magnéticos como
a luz que ten como medio de propagacion mais favorable o baleiro.
Por outra banda, en funcién da direccién de propagacion, diferén-
cianse entre as ondas lonxitudinais, nas que a direccién de vibracion
coincide coa direccion de propagacion; e as transversais, nas que a
direccion de transmision é perpendicular entre si. Ademais, existen
ondas en funcién do nimero de dimensiéns de propagacion. Estas
poden ser unidimensionais, é dicir, a enerxia propagase principal-
mente nunha dimensién como a dunha corda; bidimensionais, isto
é, a enerxia propagase principalmente en ddas dimensiéns, por
exemplo, na superficie da auga dun estanque e as ondas tridimen-
sionais nas que a enerxia se transmite principalmente en tres dimen-
sions, como a luz ou o son.
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2. Caracterizacion da onda estacionaria

A onda estacionaria é un caso particular de interferencia que se
produce cando se superpofien dias ondas da mesma direccion, am-
plitude e frecuencia, pero sentido contrario. Nunha onda estaciona-
ria os distintos puntos que a conforman oscilan ao redor da stia po-
sicion de equilibrio denominado nodo e os puntos que flutian e
chegan a amplitude maxima chdmanse ventres. A medida que trans-
curre o tempo o patréon da onda non se move, de ai o seu nome. Non
todos os medios de propagacion son capaces de producir de xeito
natural ondas estacionarias.

e nodos

Fig. 2. Representacién onda estacionaria

A ecuacion pola que se rexe esta onda € a seguinte:

y=2-A. sin(k-z)-cos(w-1)

sendo k=2n/Aew=2nv/A

O problema que nos atinxe focalizase nas ondas do mar. Estas
comportanse de xeito andlogo s ondas sismicas e propaganse entre
a atmosfera e o océano. Cando unha onda pasa por augas profundas,
as moléculas de auga voltan case ao mesmo lugar onde orixinalmen-
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te se atopaban. A partir disto, podemos constatar que se produce un
pequeno desprazamento da auga na direccion de propagacion, dado
que en cada oscilacién unha molécula non volta exactamente ao
mesmo punto, senén que o fai a outro lixeiramente mais adiantado.

No momento en que a onda se aproxima cara a costa, as stas ca-
racteristicas modificanse cando a profundidade da auga empeza a
ser menor que a semilonxitude da onda. Tamén se ve modificada
polos efectos da refraccién, isto é, a velocidade e a lonxitude da
onda diminten, mentres que a pendente da onda se esaxera facén-
dose inestable ata romper. Ademais, ao atoparse cun obstaculo na
superficie, modificase segundo os fendmenos de difraccién e refle-
xién, e mesmo pode cambiar por efecto dun obstaculo mergullado.

Deseguido, centrarémonos nos parametros que se empregan para
asi poder comprender a ecuacion da onda do mar. A parte mais alta
desta cofiécese como “crista” mentres que a mais profunda da de-
presion entre dias ondas chamaselle “val”. Por outro lado, a distan-
cia entre duas cristas denominase “lonxitude da onda” (A). A ampli-
tude (A) é a metade da distancia entre a crista e o val. A altura da
onda comeza sendo igual & amplitude e vaise reducindo segundo
esta se amortece. A pendente (8) é o cociente da altura e a lonxitude
da onda réxese pola seguinte férmula:

6=H/A

Chamaselle (T) ao tempo que tarda en percorrer unha lonxitude
da onda. A velocidade da onda, é dicir, a velocidade de propaga-
cion, calculase dividindo a lonxitude da onda polo periodo:

v=A/T
Compre destacar que en augas profundas a velocidade da onda é
proporcional 4 lonxitude da onda; pola contra, en augas moi super-

ficiais depende s6 da profundidade. Dun xeito grafico, a onda que-
da representada do seguinte xeito:
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cresta

Fig. 3. Grafica coas partes da onda estacionaria

A ecuacion da onda de mar € a seguinte:

2rrx 2xty _z
h=h,| sen| — |cos| —— |+e
A A

Fig.4. Ecuacién onda estacionaria

3. Método de Newton-Raphson

Debido 4 natureza da expresion anterior, que non permite a sda re-
solucion con métodos de calculo ordinarios, é necesario o uso dun al-
goritmo que permita a aproximacioén das raices ou ceros de ecuacién
da forma f(x)=0. Neste caso usaremos o método de Newton-Raphson.

Este método foi descrito por Isaac Newton (1643-1727) en De
analysi per aequationes numero terminorum infinitas, escrito en
1669 e publicado en 1711 por William Jones e en Methodus fluxio-
num et serierum infinitorum, escrito en 1671, traducido e publicado
en 1736 por John Colson. Newton aplicou o método s6 a polimo-
nios e non consideraba as aproximaciéns sucesivas xn, senén que
calculaba unha secuencia de polinomios para chegar & aproxima-
cion da raiz x.

Este método é un algoritmo eficiente para encontrar aproxima-
cions dos ceros ou raices dunha funcion real e esta baseado na serie
de Taylor. O polinomio de Taylor é unha aproximacién polinémica
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dunha funcién n veces derivable nun punto concreto, é dicir, é unha
suma finita de derivadas locais avaliadas nun punto concreto. O
método de Newton tamén é empregado para achar o maximo e o
minimo dunha funcién, atopando os ceros na stia primeira derivada.
Tratase dun método aberto, polo que a stia converxencia global non
esta garantida e a inica maneira de acadala é seleccionar un valor
inicial o suficientemente préximo 4 raiz buscada. Polo tanto, débese
comezar a iteracion cun valor préximo a cero, denominado como
punto de arranque ou valor suposto. A relativa proximidade do pun-
to inicial & raiz depende da natureza da propia funcion; no caso de
que esta presente multiples puntos de inflexion ou pendentes gran-
des no entorno da raiz, as posibilidades de que o algoritmo diverxa
aumentan. Polo tanto, é necesario seleccionar un valor préximo a
raiz. Na seguinte figura podese observar que, ainda partindo dun
punto préximo 4 raiz buscada, existe un caso no que o método con-
verxe e noutro non:

L J

T

{a}) {b)

Fig. 5. Graficas nas que o método de Newton-Raphson non funciona adecuadamente.

Isto ocorre debido a que a sua converxencia é cadratica, polo
que se nalglin momento o erro é menor ou igual a 0.1, a cada nova
iteracién dobramos, aproximadamente, o nimero de decimais exac-
tos. Polo tanto, tdbmase o erro relativo como se a tltima aproxima-
cion fora un valor exacto e detense o proceso iterativo no momento
no que este erro é aproximadamente menor que a cantidade fixada
anteriormente.

Unha vez feito isto, o método aproxima a funcion pola recta tan-
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xente nese valor e a abscisa no orixe da recta serd, segundo este
método, unha mellor aproximacién da raiz que o valor anterior. Fi-
nalmente, realizanse sucesivas iteraciéns ata que o método conver-

xa. A continuacion, podemos observar nas seguintes representa-
ciéns graficas diferentes supostos:

-15 =10 =05 00 0.5 1.0

Fig. 6. Grafico cun caso de éxitAaaaaao onde f(x) = x\5-x+8

100 /

Fig. 7. Grafico cun caso onde falla f(x)=In(x+1)+1
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Fig. 8. Grafico caso fronteira onde f(x)=cos(x)

Outro método de resolucion de ecuacions é o método da secante,
que se trata dunha simplificacién do método de Newton-Raphson.
En vez de tomar a derivada da funcién da raiz que se quere encon-
trar, aproximase por unha recta secante 4 curva, e a pendente é se-
mellante a derivada no punto inicial. A principal diferenza co méto-
do anterior é cofiecer dous puntos da funcion para poder xerar dita
recta. Sexan x0 e x1 pertencentes a certa f(x), podemos aproximar o
valor da derivada a través da pendente da recta secante 4 curva nos

puntos (x0, f(x0)) e (x1,f(x1)), do seguinte xeito:

flz1) — f(zo)

fl(za) = pa——

Fig. 9. Férmula do método de Newton-Raphson

Se sustituimos esta expresién na ecuacion do método de
Newton, obtemos a expresiéon do método da secante:

X - x. — f(xn) (xn - xn—l)
M f () = f (1)

Fig. 10. Férmula método da secante
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1

——

7
<3 <2 1 |

Fig. 11. Representacién xeométrica do método da secante

Este método é eficaz na procura de raices cando, por exemplo, a
sta derivada é dificil de determinar ou cando non se cofiece a grafi-
ca. Porén, a sda converxencia, nalgins casos, pode ser mais lenta
comparada con outros métodos abertos e, como neste tipo de algo-
ritmos, a efectividade depende dos valores iniciais escollidos.

4. Analise dos datos

A partir da explicacion anterior, queremos analizar como se
comporta a onda estacionaria cando alteramos 0s parametros que a
conforman. Para iso, utilizamos o programa de andlise estadistico
R, que nos permite elaborar un cddigo co que aproximar as raices.

4.1.Variables

En primeiro lugar, xeramos seis variables que se corresponden
cos parametros da ecuacién da onda e que permitiran levar a cabo o
programa. A primeira delas designase como “x” e denota o despra-
zamento, isto é, a distancia que recorre a onda dende o punto inicial.
A seguinte variable recibe o nome de “L” e denomina a lonxitude da
onda. Empregamos tamén a variable “T” que corresponde ao tempo
e variable “v”, a velocidade. Por dltimo, usamos a variable “A” que
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corresponde a amplitude inicial (hO) e a “h” para referirse a altura a
uns determinados metros. Todos os datos destas variables vanse ir
modificando para poder estudar o comportamento da onda.

Antes de empregar a férmula, creamos un vector “Data” onde
imos ir almacenando os resultados.

4.2. Estudo da onda estacionaria

A continuacién, introducimos a férmula da ecuacién da onda es-
tacionaria, despexandoa previamente para igualala a 0 (na forma
f(x)=0), empregando o comando “expression” para que asi o pro-
grama a recofieza como unha funcion.

f<-expression( h - A*( sin( (2%pi*x)/L) * cos{ (2%pi*T*v)/L) ) + (2.718282)A(-x)

Fig. 12. Estrutura férmula onda estacionaria

Deseguido, usamos o comando “D” para derivar a expresion in-
troducida anteriormente.

df<-D(F,"x™)
Fig.13. Estrutura comando “D”

Para poder ir variando as velocidades, empregamos o comando
“for” que nos permite crear un bucle no que estas van ir aumentan-
do nun valor que determinaremos para cada unha das experiencias.
O intervalo empregado no bucle ditamina cantos valores queremos,
de modo que se pode cambiar segundo convefia.

Despois, aplicamos o método de Newton-Raphon a través do co-
mando “repeat” denominando a funcién como f1 e a derivada desta
como f2 para, posteriormente, utilizar o procedemento de Newton.

Finalmente, cando a funcion dada (f1) se aproxime a 0 (10-3),
almacenaremos o valor de “x” na variable “Data” creada previa-
mente e empregamos o comando “break” para que pare e reinicie

este procedemento, esta vez cun valor diferente para o parametro.
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for (i in 1:6) {
Vo<- VvV + 2

==

A R
repeat{
fl < eval (f)

f2 <- eval (df)
X <- x - f1/f2

if(f1 < 10A-3)

Data <- append(Data, x)
) break

Fig. 14. Estrutura dos comandos empregados

5. Tratamento dos datos

Unha vez feito o programa, centrarémonos en analizar os datos
resultantes da nosa ecuacién. Para iso, fixamos as variables e imos
cambiando unha delas para resolver a ecuacion f(x)=0, é dicir, a
distancia que percorre a onda ata h=h0. Tamén, estudaremos o seu
percorrido ata que h=h0/2 ou h=h0/3 da altura inicial ou amplitude.
Para conseguir isto, variamos a velocidade e a lonxitude da onda xa
que cambiar o tempo non resultaria ttil porque ao ser unha funcién
periodica obteriamos resultados redundantes. A continuacion, toma-
mos valores extremos aos comuns nunha onda deste tipo para ob-
servar os comportamentos mais esaxerados, mentres que para as va-
riables fixas empregamos valores normais dunha onda.

5.1. Velocidade da onda

Comezamos variando a velocidade da onda. Para iso, fixamos a
sua lonxitude, a amplitude e o tempo segundo a seguinte propor-
cién: 16 metros, 4 metros e 12 segundos respectivamente. Como a
velocidade normal dunha onda é de 36m/s é necesario tomar valo-
res pequenos comprendidos entre 2 e 12 m/s e mais grandes entre
36 e 46 m/s. Como resultado obtemos a seguinte taboa:
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L=16m T=12s A=4m
V=2 V=4 V=6 V=8 V=10 V=12
h = ho
11.991033 | 4.399534 11.991033 | 4.399534 11.991033 | 4.399534
V=2 V=4 V=6 V=8 V=10 V=12
h = h0/2
9.331773 6.670393 9.331773 6.670393 9.331773 6.670393
V=2 V=4 V=6 V=8 V=10 V=12
h = ho/3
8.864068 7.138189 8.864068 7.138189 8.864068 7.138189
V=36 V=38 V=40 V=4 V=44 V=46
h = ho
4.399534 11.991033 4.399534 11.991033 4.399534 11.99103
V=36 V=38 V=40 V=42 V=44 V=46
h = ho/z
6.670393 9.331773 6.670393 9.331773 6.670393 9.331773
V=36 V=38 V=40 V=42 V=44 V=46
h=hy/3
7.138189 8.864068 7.138189 8.864068 7.138189 8.86406

5.2.Lonxitude da onda

Agora, variamos a lonxitude da onda e voltamos a tomar valores
extremos aos da media que é de 16 metros. Polo tanto, traballamos
con valores comprendidos entre 2 e 10m, e 22 e 30m. Fixamos a ve-
locidade en 36m/s, o tempo en 12s e amplitude en 4m. Con estes
datos, a onda non sempre consegue o obxectivo de que se faga igual
a altura, a 1/2 ou a 1/3. Refléxase esta andlise na seguinte taboa:
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L=2 L=4 L=6 L=8 L=10
h = ho
2.360607 1.445986 2.002065 3.000000 -
L=2 L=4 L=6 L=8 L=10
h = hg/2
2.124240 1.784476 2.760866 6.694528 1.253072
L=2 L=4 L=6 L=8 L=10
h=h/3
2.066.264 1.883.914 3.013.800 7.926.038 3.272.888
L=22 L=24 L=26 L=28 L=30
h = ho
-* 7.354193 =¥ =¥ -*
L=22 L=24 L=26 L=28 L=30
h = h0/2
0.203674 10.0002 0.2300813 | 0.2445933 0.2430814
L=22 L=24 L=26 L=28 L =30
h = h0/3
0.3120734 10.702009 | 0.6314407 | 0.6158292 0.6506015

*Nestes casos, a ecuacion carece de solucion.

6. Conclusions

Neste estudo decatamonos de que a partir da ecuacion da onda
estacionaria podemos extraer dous resultados con respecto a distan-
cia que esta percorre ata que cumpra unha das nosas condicions.
Por unha banda, no caso da velocidade deducimos que cando esta é
un valor enteiro e impar o resultado da ecuacién nunca sera cero. A
onda non vai chegar a ter un valor da altura igual a 1/2 ou a 1/3 da
amplitude. Por outra banda, a lonxitude da onda para os valores de
10,11,22,26,28 e 30 metros nunca vai ser igual a amplitude. Nestes
casos a ecuacion segue tendo a mesma periodicidade, pero cando o
eixe das abcisas non se achega ao cero senén que toma valores mi-
nimos de 1,4, tal e como se reflexa na seguinte grafica:
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Fig. 15. Representacion grafica cando esta non ten solucién.
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Sebio-Mazads, R.; Rey-Silva,
A.; Calvo-Lopez, N..

IES MARCO DO CAMBALLON

Resumo.Neste artigo pretendemos comparar a efica-
cia de dous métodos de integracién numeérica, sumas
de Riemann e Montecarlo. Para isto, tomamos os va-
lores dunha funcién nun intervalo pechado e, coa
axuda dun cédigo, calculamos a sta integral definida
con cada un dos ditos métodos para posteriormente
comparar os resultados e medir cal é mdis exacto.

Abstract.In this article we aim to compare the effec-
tiveness of two numerical integration methods, Rie-
mann sums and Montecarlo. To do so, we take the
values of each function in a given time interval and,
according to the code, we calculate the definite inte-
gral with each of the two methods in order to compa-
re the results and measure which is the more accurate.

1. Introducion

A integraciéon numérica constitie unha ampla gama de métodos
para calcular o valor numérico dunha integral definida e, por exten-
sién, o termo Usase &s veces para describir algoritmos numéricos
mediante os cales se resolven ecuaciéns diferenciais (calquera ecua-
cion que contefia as derivadas dunha ou mais variables dependentes
con respecto a unha ou mais variables independentes).

Un destes métodos de integracion é o das sumas de Riemann,
que deben o seu nome ao matemdtico Bernhard Riemann. Estas
consisten en trazar un nimero limitado de particiéns da mesma am-
plitude dentro dun intervalo acoutado e logo avaliada a funcién nun
dos extremos da particién para despois multiplicar o valor obtido
pola amplitude da particion.
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Se escollemos o valor superior da particion chamaranse sumas
superiores de Riemann e, pola contra, se seleccionamos o valor me-
nor da particiéon seran sumas inferiores, ambas converxen ao valor
da integral. Por dltimo, sumamos todos os resultados obtidos en
cada particion para achar asi unha aproximacién da integral, que é
igual a area contida. Graficamente, o que se estd facendo é crear
rectangulos de igual base que tefien de altura a funcién avaliada nun
dos extremos da base para calcular as areas individuais de cada rec-
tangulo e sumalas todas.

{Ax}
4 |
¥ . i
A \
/ b
e F{xl)K
4 a n xn xn T iXy b ¥

Cantas mais particions se fagan mais exactitude obteremos. Na
seguinte imaxe pddese apreciar este feito:

-
py
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Matematicamente, sendo f unha funcién continua e con limites
existentes en [a,b], dividindose o intervalo en n subintervalos de igual
ancho (Ax) con . O To = @, T1,Ty,... Ty, = b € COS extremos de

cada subintervalo A, — 22 | a integral definida de f dende

é:

b | = 3

fb flz)dz = 1'}1_1};1'.1 Zn: flz:) Az
a =

Un exemplo da suda aplicacién seria:

Calcular a suma de Riemann para f [m} =g no intervalo

[0,3] utilizando n = 6 subintervalos e collendo como puntos de
exemplos os puntos medios dos subintervalos.
Se dividimos o intervalo [0,3] en n = 6 subintervalos iguais,
3-0_1
6 2

cada intervalo terd unha lonxitude de , enton teremos

.

Entén aplicando a integral deducida nas sumas de Riemann :
Ry= Zf )delta (x) f (x)Ax={(0,25) Ax +{(0.75) Ax + f

(1.25) Ax +f(1,75) Ax +{(2.25) Ax +f(2.75) Ax

S FEN D) ) +E )+

(@) (1) (1331) (1)_ 2556

+(—)(=z)==—"==39
64 2 64 2 64 39793
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Outro método de integracién numérica é o de Monte Carlo. A
sta orixe remoéntase a década de 1940, onde matematicos como
John Von Neumann e Stalisnaw Ulam aplicaron o método de simu-
lacion aleatoria ao campo da experimentacién das armas nucleares.
A utilizacion desta técnica como via de investigacion procede do
traballo realizado na creacion e no desenvolvemento da bomba
atomica, durante a Segunda Guerra Mundial. Foi no laboratorio dos
Alamos, situado en Estados Unidos, onde se realizou a simulacién
de cuestions de probabilidade de hidrodinamica (rama da hidraulica
que estuda a dindmica dos fluidos), e tamén respecto a difusién dos
neutréns (tefien un comportamento aleatorio). Independentemente
da sua orixe, este método tamén fai referencia ao Casino de Monte-
carlo en Ménaco, xa que é considerada a capital dos xogos de azar,
destacando a ruleta (xogo de azar que xera resultados aleatorios).

En canto a stia aplicacion, consiste en representar aleatoriamente
puntos nunha area rectangular (a base vai ter a mesma distancia en-
tre os valores do intervalo no que se quere calcular, e con altura de-
finida polos extremos absolutos da funcion) para posteriormente se-
leccionar os valores que se atopen entre a funcién e os eixos de co-
ordenadas. Desta maneira determinase, dunha maneira aproximada
a area de dita funcién, e a exactitude desta dependera da cantidade
de puntos que se empregaron.

Un exemplo da stia aplicacién é a aproximaciéon do nimero 7
mediante a representacion dun circulo inscrita nun cadrado. O pro-
ceso parte da situacién inicial de ter un circulo (radio=R) inscrito
nun cadrado (lado= 2R) e consiste en marcar a area da superficie
con puntos aleatorios, que aproximaran o valor da area do cadrado
e a do circulo. A partir deles créase unha relaciéon entre as areas
(area do circulo/area cadrado), sendo o resultante 71/4. Para finali-
zar, multiplicase o dito resultante por 4 para quitar o valor fraccio-
nario, quedando asi o valor de 7 aproximado. Expresado dunha ma-
neira madis grafica seria:

50



Dous métodos de integracion numérica (I)

O o g o s
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Areadocirculo _ N°de puntos dentro do circulo
Area do cadrado N° de puntos totais

Area cadrado: (2R)’ =4 R’
Area circulo: m R?
2

N
AR. Z(R simplificase,

Despexando a ecuaciéon queda:

R ||
polo tanto queda como resultado o restante na fraccién, é dicir, Z)

A continuacién, multiplicase o resultado por 4 para quitar o va-
lor fraccionario e sacar o valor aproximado de 7:

T — . . .
Z . 4= m ; o valor achado sera aproximado, e a exactitude

deste dependera da cantidade de puntos empregados.
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2. Analise dos datos

Agora, imos comparar os métodos expostos para saber cal é o
mais exacto, tendo os dous un custo computacional semellante. Para
iso, elaboramos dous programas en R:

Primeiro expofiemos o programa para as sumas de Riemann
(neste caso superiores):
a<-as.double(readline(prompt="Limite inferior a
b<-as.double(readline(prompt="Limite superior b
iF (a>=b){

print(" os valores tefien que cumprir que a < b")

a<-as.integer (readline(prompt="Limite inferior a
b<-as.integer (readline(prompt="Limite superior b

")
"

P

I
[
parpa

er<-c{)

it<-c()

n<-1000

while(n<=100007 {

h<-(b-a)/n

sumsup-<-0

fe-function(x){exp (- (xA2))}

for (i in 0:(n-1)){
x<-a+{i+1)*h
sumsup<-sumsup + T(x)*h

n<-n+-10

real<-integrate(f, lower=a,upper=b)

erro<-abs(realivalue-sumsup)

er<-c{er,erro)

ite-c{it,n)

b]ot(it,er. xlab = "Nimero de particidns”, ylab = " Erro ", main = "Grafica do erro")

As primeiras 7 lifias de cédigo tefien a funcién de determinar os limi-
tes de integracion da funcién, sendo estes determinados polo usuario. En
caso de que os limites de integracién sexan introducidos incorrectamente
(o valor inferior debe ser maior ao superior), o codigo avisa ao usuario e
dalle a opcion de volver a establecer os valores dos limites.

a<-as. double(readline(prompt="Limite inferior a

b<-as.double(readline(prompt="Limite superior b
if (a==b
print(” 0s valores tefien que cumprir gue a < b"

a<-as.integer (readline(prompt="Limite inferior a
b<-as.integer (readline(prompr="Limite superior b

Logo, definense dous vectores (er e it) que van almacenar os
datos para graficar o erro e a variable n, que vai determinar as ite-
racions que realice o bucle while. A finalidade deste bucle é reali-
zar a integral varias veces con distinto niimero de particiéns, alma-
cenando o erro para cada un.
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er=-c(
TC<=Cf

n<-1000
while(n<=10000) {

A variable h vai determinar a amplitude das divisions e o valor
desta varia con n. Por outro lado, sumsup almacena as sumas de to-
das as areas dos rectangulos. Despois, na variable f definimos o in-
tegrando e abrimos un bucle for, cuxa tarefa é resolver a integral
sumando as areas de todas as particions. Dentro do for, a variable x
proporciénanos o extremo das divisions para achar a altura do rec-
tangulo. Para iso, utilizamos un resultado que deducimos con ante-
rioridade: g, = g + (i +1)h sendo ;. — q 4 jp cada extremo

das divisions no caso de facer sumas superiores e

x; = {zo, 21,23...2,} © & N0 caso das inferiores.

Recoméndaslle ao lector demostrar estes resultados para mellorar a
comprension do método.

n=1) )1
h
umsup F(x)*h

Mo~
M = =1

Despois 4 variable n simanselle 10 unidades para que o while
tefia fin. Logo faise de novo a integral utilizando unha funcién pre-
definida de R chamada integrate, para despois restar o valor que
nos devolve polo resultado da aproximacion (todo en valor absolu-
to). O erro almacénase no vector er e o nimero de iteracions reali-
zadas na aproximacion no vector it.

M =r+10
real<-integrate(f, lower=a, upper=b
erroc-abs(realivalue-sumsup
er<-cier,erro)

ir<-c(it,n

Finalmente, empregando o comando plot para graficar o erro en
funcién do nimero de particions.
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plot{it,er, x1ab = "nimero de particiéns”, ylab = " Erro 7, main = "erifica do erro”)

Un exemplo da grafica obtida, sendo f(z) = e 2" a funcion a
integrar, é:

Grafica do erro

0.0014
I

Erro
0.0010
|

0.0006
I

0.0002
I

I I I I I
2000 4000 6000 8000 10000

Namero de particions

Agora imos expofier e analizar o cddigo utilizado no método de

Montecarlo:
fun<- function(x){ exp(-(xA2))
source("newtonec.rR™)
maxi<-Na
min<-NA
contador<-0
er<-c()
al<-c()
aleatorios<-1000
a<-as.double(readline(prompt="Limite inferior a =
b<-as.double(readline(prompt="Limite superior b =
if(a==b){
print("Introduce ben os limites.")
a<-as.double(readline(prompt="Limite inferior a =
b<-as.double(readline(prompt="Limite superior b =
fp<-Deriv(fun,"x")
cero<-soluc((b-a)/2)
if(cero<=b & ceroz=a){
if(fp(cero-0.1)*fp(cero+0.1)<0){
if(fplcero-0.1)>0){ cero-=maxijelse(cero-=min)

}

valores<-c(abs(fun(a)},abs(fun(b)),abs(fun{maxi)),abs{fun{min)
maximo<-max(valores,na.rm=TRUE)
real<-integrate(fun,a,b)

(NI

)
")
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for(j in 1:100){
x<-runif(aleatorios,min=a,max=h)
y<-runif(aleatorios,min=0,max=maximo)
for(i in 1:aleatorios){
if(abs (fun(x[i]))> y[i]1){
contador<-contador+1
1
area=-(contador /aleatorios)*(b-a) "maximo
erro=-abs(realivalue-area)
er=-c(er,erro)
al=-c(al,aleatorios)
aleatorios<-aleatorios+100
contador<-0

h'lot(a'\,er"‘ xlab =" numeros aleatorios”, ylab = "erro", main=" erro do método montecarlo")
Primeiro definimos a funcién a integrar na variable fun. Despois,
utilizamos o comando source para poder utilizar a funcién soluc
que creamos previamente. A stia funcién é achar as soluciéns dunha
ecuacién. Logo, definimos unha serie de variables e vectores que
utilizaremos mais adiante. As lifias que van dende a 9-14 tefien
como funcién pedirlle ao usuario que introduza os limites de inte-
gracion e que, en caso de seren mal introducidos, os corrixa.

a<-as.double(readTine(prompt="Linite inferior a =
b<=-as.doublel{readline{prompt="Limite superjor b =
if(a»=h){
print{ " Introduce ben o5 limites.”
a<-as.double(readline(prompt="Limite inferior a =’
b=-as.double(readlinelprompt="Limite supericr b =

Para utilizar Monte Carlo temos que acoutar a funcién para esta-
blecer unha rexion na que lanzar os puntos aleatoriamente. Para iso,
hai que achar o maximo ou o minimo da funcién cuxo valor absolu-
to sexa maior. Entén, o que facemos é derivar a funcién e almace-
nala na variable fp para atopar os puntos criticos (maximos, mini-
mos ou puntos de inflexién) coa funcién soluc. Dentro da funcién
soluc pofiemos o valor medio do intervalo, xa que a funcién necesi-
ta un punto do cal partir para poder aproximar a solucién (véxanse
artigos sobre o método Newton-Raphson neste mesmo volume).
Unha vez que temos un punto critico, miramos que este pertenza ao
intervalo [a,b] mediante a funcion if, que compara. Logo, con mais
if, miramos se a derivada é positiva ou negativa a cada lado das in-
mediacions para determinar se € un maximo ou un minimo (Recor-
de que se a derivada é postiva a funcion é crecente e, polo contrario,
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se é negativa é decrecente). Posteriormente, creamos un vector que
nomearemos como valores, coa funciéon de almacenar os valores
absolutos dos maximos, minimos e o da funcién avaliada nos extre-
mos do intervalo a integrar. Coa funcién max achamos o valor mais
elevado do vector valores e almacendmolo na variable maximo. Por
outro lado, na variable real almacenamos o valor exacto da integral
obtido mediante o comando integrate. Isto serviranos para compa-
rar o valor que obtemos co valor real, decretando deste xeito o erro.

fp<-Derivifun,"x"
cero<-soluc{(b-a)
if({cero==b & ceros=a){
if (fplcero-0.1)*fpi{cero+0.1)<0
ififp(cero-0.1)=0){ cero-=maxilelse(cero-=min)

valores<-c(abs{fun(a)) ,abs{fun(b)) ,abs(funi{maxi}) ,abs{fun(min
maximo<-max(valores,na.rm=TRUE
real«<-integrate(fun,a,b

Ata agora, o tnico que fixo o cédigo foi achar maximos e mini-
mos para saber entre que rexions numeéricas xerar nimeros aleatorios.
Logo creamos un for, que non vai ter outra utilidade que a de realizar
o método de Montecarlo varias veces con distinta cantidade de ntiime-
ros aleatorios. Nos vectores x e y, almacénanse valores numéricos
obtidos coa funcién runif a cal xera niimeros aleatorios nun interva-
lo. Despois, agrupamos os valores de x e de y segundo o seu orden
dentro do vectores correspondentes para dar lugar asi a puntos do
plano de coordenadas (x,y). Para saber se un punto pertence a rexion
de interese utilizamos un if e se pertence a unha variable chamada
contador stumaselle unha unidade. Este if estd dentro dun for polo
que se vai repetir tantas veces como puntos aleatorios haxa. Sabendo
a proporcion de puntos que estan dentro da area, podemos estimala
multiplicando polo valor da area total do rectangulo (almacenandose
na variable area). Para finalizar, gardamos o valor do erro no vector
er e no vector al almacenamos a cantidade de niimeros aleatorios
para obter ese erro. Por tltimo graficamos o erro en funciéon da canti-
dade de nimeros aleatorios para obter dito erro co comando plot.
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for in 1:100)

X<-T aleatorios,min=a,max=b)

y<- aleatorios,min=0,max=maximo
for(i in 1:aleatorios)

Flabs(fun(x[i31))= y[i1)
contador<-contador+1

area<-(contador/aleatorios)*(b-a) "maximo
erro<-abs(realfvalue-area)
er<-cier,erro)

al<-c(al,aleatorios}
aleatorios<-aleatorios+100

contador<-0

plot(al,er, xlab =" numeros aleatories”, ylab - "erro”, main=" Erro do método Montecarlo")

Os resultados obtidos para o método de Montecarlo, introducin-
do a mesma funcién que a do método das sumas ( f(z) = e ),

son os seguintes :

Erro do método Montecarlo

o
b=
e 87
T o
C o o o
— & o o =) o
@Poo o o Q C)oO o o
o g % %, w O o g0 o
% i % OOO o ooiptibc(?o C% o 6-’ moo OQEQDQ) Oo
I I I
o
2000 4000 6000 8000 10000

numeros aleatorios

3. Conclusions

Tras o estudo realizado, podemos afirmar que o método de Mon-
tecarlo, cuxa dificultade de programacién é moito maior, ten unha
exactitude analoga ao método das sumas de Riemann, cun custo
computacional semellante. Ademais, no método de Montecarlo in-
tervén o azar, facendo asi que o erro non sexa constante (cunha
mesma funcion calculada varias veces, a grafica do erro difire); é
recomendable calcular mais dunha vez a funcién con este método
para facer unha media do erro.
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Por outro lado, determinamos que, no caso de introducir unha
funcidn con varios extremos relativos, débese calcular o maximo do
intervalo manualmente para asegurarse de que a area do rectangulo
a calcular contefia a area contida entre o ancho do intervalo e a altu-
ra do maximo, e non a dun maximo relativo.

En conclusion, o método mais axeitado para aproximar integrais
definidas entre estes dous é o das sumas de Riemann debido & sda
simplicidade de programacién e & precisiéon que nos ofrece.
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Resumo. Neste artigo estudaremos a diferenza dos
métodos de integraciéon numeérica Simpson e trape-
cio para calcular o valor dunha integral definida.
Compararémolos segundo o valor da 4rea que obte-
mos a partir dos métodos empregados e o seu erro .

Abstract. In this article we will study the differen-
ce between two methods of numerical integration
Simpson and trapeze to calculate the value of a de-
finite integral. Let's compare them according to the
value of the area that we obtain from two methods
given and their error.

1. Introducion

Neste traballo centrarémosnos na regra do trapecio e na regra de
Simpson, e compararemos estos dous métodos de integracion nu-
mérica. A regra do trapecio é un método de integracion numérica
para calcular aproximadamente o valor dunha integral definida.
Esta regra foi inventada entre o séculos XVII e XVIIIL,. Esta regra
funciona creando unha funcién lineal dende o punto (a, f(a)) ao (b,
f(b)), e aproximase a area desta funcién & funcién previa que pasa
por estas coordenadas.

A regra de Simpson é unha forma de aproximar unha integral
definida nun intervalo [a,b] cun método parecido ao da regra do
trapecio. A regra de Simpson é un método que funciona tamén para
o calculo de areas, nomeada asi na honra de Thomas Simpson. Re-
cibe tamén o nome de regra de Kepler, xa que a variante mais sim-
ple desta regra foi formulada por el no ano 1615, chamada naquel
momento como a regra do barril. Johannes Kepler formulou esta re-
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gra mentres buscaba métodos para o calculo do contido dos barriles
de vifio . Thomas Simpson naceu o 20 de agosto do 1710 en Ingla-
terra e morreu o 14 de maio do 1761. Foi un inventor e matematico
inglés, recofiecido polos seus traballos sobre a integraciéon numeérica
ou a interpolacién.

2. Analise de datos

A continuacién explicaremos detalladamente os métodos intro-
ducidos anteriormente.

Na regra do trapecio, partimos dunha integral definida da fun-
cion f(x) continua e positiva nun intervalo [a,b] e dividimos o inter-
valo en outros mais pequenos, cunha altura h

h = b-a [ =xp, 21], [1, 29], .. [Ty, 2 = B]

A

a b'

A regra do trapecio aproxima a integral definida a través da area
dos trapecios asociados a cada intervalo, do seguinte xeito:

b = b mn—1
/t:f(m}dmmbn {( + f(b) +Zf(
i}
/ f(z)dz ~ %[ fla) +2f(a+h) +2f(a+ 2h)+... +f(b)]

Ou equivalentemente:
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A aproximacion do erro correspondese con:
1 . 3
E; = —1—2f (£)(b—a)

sendo € un nimero comprendido no intervalo entre [a,b], e f>’(x)
a segunda derivada da funcién f(x).

A férmula da regra de Simpson simple aproximando a area a tra-
vés dun polinomio interpolador.

S

P

=
O¢---------------

a

Considerando P,(x) como un polinomio interpolador, que aproxi-
ma a funcién f(x) nun intevalo [a,b], sendo x,=a , X,=b e m=(a+b)/2

(x —m)(z—1D) + () (z —a)(z —b) +f(b)(;c—a}{:z:—m)

Bla) = Mo e B (m—a)(zn—38) (E—a}(b—m) "

Asi, a integral buscada equivale & seguinte expresion:

fb flz)dz

na cal E(f) é o termo de erro. Ppolo tanto, a integral definida
pbdese aproximar como:
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En adicion as anteriores, empregaremos a férmula de Simpson
composta. A sta explicacion é a seguinte :

Método de Simpson

Partindo dun intervalo [a,b] , no cal se encontra a integral , divi-
dimos este segmento en n subintervalos iguales (sendo n par), de
maneira q xi= a + i*h, sendo h = (b-a)/n.

Aplicando a regra de Simpson para cada subintervalo:

[‘Jlj_]_,mj;l], jr = 1,3, 5,. wuqTh— 1,

Obtemos a seguinte funcién en cada subintervalo:

f fla) da s T (g 1) + 4 (ag) + F(ogin)]

Das cales facendo un sumatorio, chegamos a seguinte férmula:
n/2-1 n/2

b h
[ f@ dem [ f@o)+2 3 flay) + 43 foza) + )],
a =1 d=1
Na cal o erro maximo ven dado pola seguinte expresion :

hni
— Ay {4)
(b—a) {5 max Gl
Sendo € un nimero do intervalo [a,b] e h = (b-a)/n.

Para o anélise dos métodos expostos, creamos tres codigos en
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R. Para esto utilizaremos unha funcion sinxela: f(x)=xA2. O pri-
meiro que explicaremos serd o cddigo para o funcionamento da
regra do trapecio:

a<-as.integer (readline{prompt= "Limite inferior a = "))
b<-as.integer (readline{prompt="Limite superior b = "))
if (a»=b){ print(” Ten que cumprir que a < b " )
a=z-as.integer(readline(prompt= "Limite inferior a = "})
bz-as.integer (readline(prompt="Limite superior b = "})
it<-c()
er<-c()
n=-10
while(n<1000){
h<-(b-a)/n
trap<-0

f<-function(x) {x+2}
for( i in 1:n){
trap<-trap+(((fla+(i+1)*h)+f(a+(i)*h)) /2)*h)

n<-r+10
integral<-integrate(function({x) xA2,lower = a, upper = b)
#str(integral)
erro<-abs(integralivalue-trap)
it<-c(it,n)
er<-c{er,erro)}
plot(it,er)
print(trap)

En primeiro lugar creamos as variables a e b que seran as que
delimiten o intervalo no que imos traballar. Para o correcto funcio-
namento do cédigo, non permitimos que a sexa maior que b. A con-
tinuacion creamos dous vectores sen valores que utilizaremos mais
tarde na creaciéon dunha grafica. Agora creamos a variable n, que
seran os subintervalos nos que se dividira [a,b], que aumentaran a
medida que avance o bucle. Este funcionaré ata os 1000 intervalos,
pero poderia ser un niimero maior ou menor.

Dentro deste bucle definimos algunhas variables: a primeira é h,
que é a altura e a seguinte é a funcién coa que traballamos. A que
prosigue é trap, que sera a variable na que almacenaremos as areas
de cada intervalo n. Para isto utilizamos un bucle for que funcionara
ata o valor de n no momento. Dentro deste bucle utilizamos a fér-
mula da regra do trapecio, sumdandolle o valor das anteriores. A
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continuacién a n sumamoslle 10, entén os intervalos son de 10 uni-
dades. O paso subsecuente é facer a integral definida da funcion en-
tre a e b para poder comparar este valor co da férmula do trapecio e
asi determinar o erro. Isto levamolo a cabo restando o valor da inte-
gral co valor de trap, e o resultado almacenamolo na variable erro.
Os valores de n e do erro dimensindmolos nos vectores sen valor
que crearamos anteriormente.

Xa fora do bucle utilizamos a funcién plot para que faga unha
taboa cos dous vectores antes mencionados e poidamos visualizar o
erro en funcién dos intervalos que haxa. Por ultimo co comando
print, observamos o valor da 4rea comprendida entre o eixe de or-
denadas e a nosa funcién.

A continuacién explicaremos o c6digo que creamos para o anali-
se dos métodos de Simpson, o simple e o composto:

a<-as.integer (readline(prompt= "Limite inferior a = "))
b<-as.integer (readline(prompt="Limite superior b = "}}
if (a==b){
print(” Ten que cumprir que a < b " )
a<-as. integer (readline(prompt= "Limite inferior a = "})
b<-as. integer (readline{prompt="Limite superior b = "))

m<=-{bh-a) /2

f<-function(x) {xA2}

int<-{(b-a)/6)*(f(a)+4*f(a+rm)+F (b))
integral<-integrate(function(x) xA2,lower = a, upper = b)
#str(integral)

error<-abs(integralfvalue-int)

print(int)

print{error)

Comezamos como no anterior cédigo, pedindo os valores para a
e b coas condicions necesarias. No seguinte paso démoslle o valor a
m que antes explicamos. Despois definimos a nosa funcién e crea-
mos a variable int, na que utilizamos a férmula de Simpson simple.
Despois coa funcién integrate, facemos unha integral definida en a
e b para comparar os resultados co valor de int. Este é o seguinte
paso, no que na variable error metemos o valor da diferencia do va-
lor da integral e a area resultante da férmula de Simpson.
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Para o método de Simpson composto creamos este outro codigo:

a<-as.integer (readline(prompt= "Limite inferior a = "))

b<-as.integer (readline(prompt="Limite superior b = "))

if (a==b){ print(” Ten que cumprir que a < b " )
a<-as.integer (readline(prompt= "Limite inferior a = "})
b<-as.integer (readline(prompt="Limite superior b = "})

sim=-0

f<-function(x) {xA27}

n<-1000

for(i in 1:n){

if((i %% 2) == 0) {

next}

h<-(b-a)/n
xi<-a+{(i*h)
Xil=-a+((i+1)*h)
Xi2=-a+((i-1)*h)
sim<-sim+eCh/3)* (F(xi2)+4*F (xi)+F(xi1))

integral<=-integrate(function(x) xA2,lower = a, upper = b)
ero<-abs(integralivalue-sim)

primt(sim)

#str(integral)

primt{ero)

Como nos outros dous cédigos comezamos coa definicién dos va-
lores cnha variable sim cun valor nulo, que utilizaremos no bucle.
Definimos a funcién e creamos a variable n que seran as particiéns
que empregaremos para este calculo. Definimos un bucle for dende 1
ata n e para que funcione en divisiéns de dias unidades de tamafio,
coa funcion if puxemos a norma de que deben de ser nimeros impa-
res para que o bucle funcione. E dicir, saltard os niimeros pares no
for. Dentro desta funcion creamos h, que sera as divisions do interva-
lo. Os seguintes pasos son as definiciéns de variables que utilizare-
mos para a férmula. Creamos a variable sim na que facemos a suma
da area intervalo que se traballa nese momento mais o valor das areas
dos anteriores. E por tltimo facemos a integral como nos c6digos an-
teriores e comparamos os valores para achar o erro deste método.

Para a comparacion dos métodos utilizamos a funcién x2, no in-
tervalo [2,8]. O primeiro codigo que empregaremos serd o da regra
do trapecio. Deste obtemos os seguintes datos:
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Limite inferior a 2
Limite superior b = 8
[1] "0 walor da area é: 168.363893480257"

[1] " 0 erro é&: 0.363893480257275"

Despois de obter o resultado mediante a regra do trapecio, em-
pregaremos os codigos de Simpson simple e composto cos mesmos
datos, deles concluimos os seguintes resultados:

Simpson simple:

Limite inferior a = 2
Limite superior b = 8
[1] "o walor da area é: 168"

[1] " O erro é: 2.8421709430404e-14"
Simpson composto:

Limite inferior a 2
Limite superior b = 8
[1] "0 walor da area é&: 163"

[1] " 0 erro é€: 1.13686837721616e-13"

3. Conclusions

Tras unha andlise destes dous métodos podemos concluir que o
método do trapecio é o menos exacto. Se nos centramos no método
de Simpson, observamos como, sorprendentemente, o método com-
posto ten un erro maior que o simple. Esta informacion fainos pen-
sar que o método de Simpson simple é mais eficaz en ecuacions
pouco complexas, como o caso de x2. Por iso seria interesante ava-
liar o cédigo cun conxunto amplo de funciéns mais complexas, por
exemplo, trigonométricas, para unha andlise mdis profunda destes
métodos.
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Resumo. Neste traballo utilizamos o modelo de re-
gresion lineal para intentar achar a relacién de de-
pendencia entre diferentes variables respecto a
unha variable dependente.

Abstract. In this work we used the linear regression
model to try to found a dependency relationship betwe-
en different variable regarding a dependant variable.

1.Introduccion

Neste traballo compararemos diversos paises segundo a sta es-
peranza de vida en relacién a tres datos mais: a porcentaxe de gasto
do total, o PIB e a tasa de delgadeza entre 1 e 19 anos. Para contras-
tar estos datos, utilizaremos os modelos de regresion lineal, que son
modelos matematicos que buscan determinar unha funcion lineal
que relacione a variable dependente (y), con respecto a outras varia-
bles (x). No caso de que non se poida aplicar un modelo de regre-
sion, dise que non existe correlacion entre as variables estudadas.

O primeiro estudo que utilizou unha forma de regresion lineal
foi o método dos minimos cadrados, publicado por Legendre no
1805. A primeira vez que o termo regresion foi utilizado realmente
foi no estudo de variables antropométricas, no que se comparaban
estaturas de proxenitores e os seus descendentes, achando asi unha
norma. O termo lineal xurdiu para diferenciar este modelo das ou-
tras técnicas de regresién que utilizan como base unha funcién ma-
tematica de calquera natureza.
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Unha maneira de determinar se existe algunha relacion entre as
variables coas que estamos traballando é representando os valores
das variables nunha gréafica chamada nube de puntos ou diagrama
de dispersion. Poden darse catro casos:

1. Non existe relacion 2. Relacion lineal positiva
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Qo= 4 dhk o o
o
93t ol g3l a e ]
o o g O
90 o ] el o ]
la o
®7E b 4 &7 L J
] 0.0l 0oz 0,03 ik 087 1.07 1.27 1.47 1.6
3. Relacion lineal negativa 4. Relacién non lineal
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2.Analise dos datos

Con este traballo tratamos de analizar a relacién entre paises
desfavorecidos con outros mais desenvolvidos. Tréatase de: Xapdn,
Afganistan, Lesotho, Alemania, Suiza, Rumania, Croacia, Bo-
tswana, Colombia e Etiopia.

Comezaremos explicando os métodos matematicos empregados.
Un deles é o método de regresion lineal, que se expresa da seguinte
forma: 3 _ B+ B X +¢
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A funcién que pretendemos obter é unha recta co valor da pen-
dente de B1 e O como ordenada na orixe. Epsilon é o erro cometi-
do. Estes parametros deben de ser estimados para poder realizar
predicions. Para estimar os valores partimos dunha mostra de valo-
res de X e Y, e cada un con n mostras.

O primeiro que debemos facer é a media de X e a media de Y

que se calcula da seguinte maneira:
il . ll

| 1
r=— T Yy =— E (
n n <
Logo temos que calcular dous valores que denotamos con SSxy e

SSxx que vefien dados por:
Lt 7

SS—"H = ZI::F, — ;?fjlfy, — Eﬂ 55, = ZI::E:’ — ;a':j2

.I=J 1=1

Finalmente, 31 e B0 vefien dados polas siguientes expresions:
- .E?I»E?I.r-gjl
By =222
S8 By = Y — T
Para saber o relacionadas que estan as variables, calctlase o coe-
ficiente de correlacion lineal que vén dado por esta férmula:
W SI;S‘I_r-_r- -
= p—— .i]

Vo IS:!} W

Este coeficiente atépase no intervalo (-1,1), canto mais préximo

r

sexa o seu valor a -1 ou a 1, mais relacién existira entre as varia-
bles. Se é positivo, 0 modelo é crecente e se é negativo, o modelo é
decrecente.

Moitas veces fanse contrastes de hipotese para tratar de simplifi-
car algin dos parametros do modelo. Estes consisten en dar unha
hipotese (b1) que despois se comproba se é valida ou non mediante
un estatistico de contraste que se calcula coa seguinte férmula:

7 — by 5 o
t = ? sendo SR*: ¢ 2 _

1\‘.-"' S5.2 n —
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Despois comparamos o estatistico cos valores tabulados da dis-
tribucion T de Student. As columnas correspondense aos distintos
niveis de significacion e as filas cos graos de libertade. Canto me-
nor sexa o nivel do significacién maior serd a seguridade 4 hora de

aceptar a hipotese.

Tabla t-Student

Grados da
hreriad .25 0.1 0.05 0025 0. 0.005
1 10000 I0FTT B 3T 12.MeEz 31 8210 B3 E55S
2 0.8165 | BASE 25300 4.3027 69645 9.59250
| 07E4S | B3TT 23534 31824 4 5407 5408
4 07407 1.6332 21318 2TTES F.T4ED 4 E041
E 07267 1 4753 20450 26708 313649 4 03
B 07176 1 4358 19432 2 44E9 31427 A T074
T oM 14143 1 B94E 2 346 29579 34995
B 07064 1.39648 1 H535 23060 28965 33554
g 07027 | 3830 1 B3 202 S84 34
i 08930 |32 18125 2. 281 17538 31643
11 02974 1.3634 17958 2201 17181 31058
12 0EO&E | 35EQ 1 7E23 217 JERID J0545
13 06938 13502 1.7ma 2 1604 26503 M
4 06224 1.3450 17613 21448 16245 29768
5 &9 13406 1.7EN 21318 2 BIAS 29457
16 0&am 1 3364 17459 21158 15835 2924
i7 U 13334 | 7336 2 1008 IEERD 2 B3R
16 06864 1 3304 17381 2 1008 2B 2 ATad
19 06BTE 13277 172 28X 25196 28608
20 BRSO 13253 1 F2aT 2 EHE] 2ERD 28453

A hipétese rexéitase se:

|t| =1 S.n—2

onde « é o nivel de significacion e n é o niimero de datos.

Empregamos datos obtidos da OMS para obter un modelo de re-
gresion lineal tratando de estudar como afectan as distintas varia-

bles na esperanza de vida.

Resumimos os nosos resultados, por paises, nas seguintes taboas:
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Series de tempo en datos de esperanza de vida

Xapoén Gasto total PIB Delgadeza 1-19

Bl -0,135023750341764 | -3,41275302637552E-11 | 5,01680672268908

po 83,3670521661622 | 82,6074472686318 79,83234375

SR? 4,959904191626 5,15502774579718 4,69061974789916

a -0,0297871362562963 | -0,105204765608736 0,00423264071746795
Sebl=-0,14 Sebl=0 Se bl =5,00

Coeficiente de | 1 96- 55509879515 [ -0,0803500596058328 | 0,920462587940348

correlacion

Afganistan Gasto total PIB Delgadeza 1-19

Bl 0,35679464641839 | -6,83450219090554E-11 | 0,169896676833497

po 55,2493021804322 | 58,2555775971438 1300,11116015625

SR? 3,58325010813987 | 3,62821495856365 2,76725829937931

a -0,00440564259934006 | -0,198048800401629 -0,0013638619635250
Sebl =036 Sebl=0 Sebl=0,17

Coeficiente de {1, 1689700572706 [-0,0409152594407044 | 0,404621571172044

correlacion

Nestes dous exemplos, podemos aceptar a nosa hipotese para
cada variable (ver taboa), xa que o valor maximo que o estatistico
de contraste pode acadar é 1,7459 e todos os valores de t1 son in-
feriores a este. O valor maximo calculamolo coa tdboa T-Student,
temos 16 graos de liberdade e o noso nivel de sigificacion é de
0.05. Ainda que todas as hipoteses de bl sexan aceptables, non
hai mais que unha variable que demostre influir sobre a variable
Y, esta é a delgadeza de 1 a 19 anos. Podemos deducir isto do co-
eficiente de correlacion obtido, xa que o seu valor é moi préximo
a 1, o que nos demostra que existe unha relacién real. Esta é a
grafica obtida neste caso:
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B84
835
83
82,6
82
-
815
81
805
80
79,5
15 1.6 1.7 18 19 2 2.1 2.2
Alemania Gasto total PIB Delgadeza 1-19
Bl 0,411320857476676 4,108537340521E-08 | -0,0031198640499873
po 79,5112197072117 81,1857128639601 | 81,1901609144027
SR 8,79936293417395 12,2312375927131 | 8,81248112860369
i -0,0493060521597296 2,0035472247246E-05 | 4,5931040242931E-05
Se b1=0,42 Se b1=0,00000004 Se b1=-0,004
Coeficientede f 70680132962 0,00020269527228182 | -3,693533672323E-05
correlacion
Lesoto Gasto total PIB Delgadeza 1-19
Bl -0,0173513433749452 | 9,60093465131E-11 | -0,123173143668306
BO 48,78125 48,7812422415636 | 49,666556970116
SR? 10,5429672946014 10,5460267847018 | 8,65850318740304
a 0,00238280739882973 | -0,009891768313226 | 0,290007770823313
Se b1=2,6E-08 Se b1=-0,018 Se b1=-0,2
Coeficiente de |  170375697355440 | 9,79843592244E-06 | -0,123173143668306

correlacion
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Series de tempo en datos de esperanza de vida

No caso de Alemania, salvo o gasto total, as variables non gardan
relacion coa esperanza de vida. Incluso neste caso a relacion é moi
pequena. Asi mesmo, en Lesoto ningunha das variables garda rela-
cién co parametro y. Ademais, o PIB, en ambos casos é o que mais
hai que crecer para aumentar a esperanza de vida xa que

Colombia Gasto total PIB Delgadeza 1-19
Bl 0,525692446106793 0,00016760558972 | -6,06183745583038
BO 70,2319246579158 72,6340775626002 | 87,2097173144876
S 0,894799974834744 (1),90657921999663 (7),088606958412612
a 0,0950573749507811 1,88807652068367 | 0,264564809590751
Sebl=0,53 Sebl=0 Se bl = -6,06
Coeficiente de | - 1764973174394 0,46390180393362 | -0,96088289531735
correlacion
Etiopia Gasto total PIB Delgadeza 1-19
Bl 2,78566645501742 0,0228928560770685 | -0,701823366952007
BO 45,079853481808 53,2480959915668 | 64,9421307196354
SR? 21,6652544618726 12,9877461971025 | 16,9676787883139
i -0,00973588805035414 | 3,82855915217194 | -0,007426242834959
Sebl=28 Se bl = 0,023 Sebl=-0,7
Coeficiente de |, /¢ 1682957808617 0,727991039425946 | -0,621237815451612
correlacion

Nestas duas taboas, amdsanse todas as variables de Colombia e
Etiopia, como se apreza na tdboa, os valores de b1 escollidos poden
aceptarse agas nos b1l do PIB, xa que superan o valor de t = 1,7459.
As variables das que podemos dicir que a esperenza de vida depen-
den, son PIB e delgadeza.
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Rumania Gasto total PIB Delgadeza 1-19
p1 -3,206518223 -0,000139203 1,763833428
B0 90,91066985 74,53590879 68,31888192
SR? 1,800655705 3,717326342 3,435042403
-0,27060605 -0,90393745 -0,02983332
t1 sebl =-3 sebl =0 sebl =1,8
acéptase acéptase acéptase
Coeficiente e | 735774749 -0,227287165 0,351673044
correlacion
Suiza Gasto total PIB Delgadeza 1-19
B1 0,008300238 -6,4923E-06 -5,13068182
0 82,20947368 82,65335148 85,06477273
SR? 1,519442365 1,500068971 1,315155303
-0,025931896 -0,458221888 -0,039033487
t1 se bl =0,01 sebl =0 sebl =-5
acéptase acéptase acéptase
Coeficiente de | § 137678279 -0,11749292 -0,36793071
correlacion

Podemos ver como estas variables afectan moito menos a Suiza
na esperanza de vida que a Rumania. Ademais, o incremento da es-
peranza de vida co PIB é nulo xa que aceptamos esa hipotese en
ambos casos. Isto parece indicar que o PIB non lle afecta 4 esperan-
za de vida case nada. Tamén aparecen resultados aparentemente
il6xicos e contraditorios como por exemplo que canto maior é o
gasto de Rumania menor é a esperanza de vida, isto sabémolo por-
que 1 é negativo.
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Croacia Gasto total PIB Delgadeza 1-19
p1 1,45294364995448 1,77136772724685E | -5,56830031282585
-10

B0 65,4750331698993 76,5618194075924 82,044765625

SR2 3,95608961715813 4,54629767857111 3,60254985662148
-0,0585456712878551 -0,87543704187876 |0,012930022743009

tl Se bl =1,45 Sebl=0 Se bl =-5,57
acéptase acéptase acéptase

Coeficiente de 1 411820117605762 | -0,389469412515612 | -0,899479903271353

correlacion

Botswana Gasto total PIB Delgadeza 1-19

p1 2,05305457480576 | % 20000000900317E 0 058512610808464

4

B0 44,7607661567868 55,4411464318742 93,9068750000003

SR? 2,17313058325864 3,04835560512327 3,49405442568656
0,0808656967056718 1,54497975230265 0,010631638143237

tl Se bl =2,05 Sebl1=0 Se b1 =-0,03
acéptase acéptase acéptase

Coeficiente de | ;6165094074168 | $095082552093814 1 3108348631151

correlacion 3 5

Nestas taboas, podemos ver que en Croacia e Botswana se acep-
tan as nosas hipéteses respecto as diferentes variables. A esperanza
de vida non varia practicamente en funcién do PIB porque (1 é
practicamente nulo. Algo a destacar é que a delgadeza ten unha
maior relacién coa esperanza de vida en Croacia que en Botswana.
En Croacia canto maior é a delgadeza, maior é a esperanza de vida
mais isto aumenta moi lentamenta xa que 1 é moi préximo a 0.
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3.Conclusions

Tras o estudo realizado, podemos afirmar que a esperanza de
vida non en xeral estd moi relacionada co PIB, coa delgadeza e co
gasto total na maioria dos casos, polo menos, se as analizamos por
separado dous a dous. Isto é moi probable que sexa porque non tive-
mos en conta outros factores. Ademais, poderiase facer unha regre-
sion lineal mdltiple para ver a influencia de todas as variables na es-
peranza de vida ao mesmo tempo e obter conclusiéns madis fiables.
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