CALCULO
DE PROBABILIDADES

inicio do cdlculo de probabilidades ¢ atribuido a Pascal e Fer-

mat (século xvil), que 6 enfrontarse con certos problemas pro-

postos por un xogador profesional, sentaron as primeiras ba-
ses desta teoria.

Laplace, a comezos do século xix, realizou importantes investigaciéns
que recompilou no seu libro Teoria andlitica das probabilidades. Entre
outras moitas cousas estudiou o teorema “sobre a probobi|idcde das
causas”, enunciado por Bayes no século xvi.

No século xx, coa intervencién da teoria de conxuntos, o cdlculo de
probabilidades axiomatizase, co que gafia en rigor e xeneralidade.

PARA EMPEZAR, REFLEXIONA E RESOLVE

Célculo de probabilidades

Cuadriculamos un folio con cadrados de 3 cm x 3 cm.

Se deixamos caer sobre el unha moeda de 2 céntimos
de euro pode caer “tocando raia”, como A4, ou “sen
tocar raia”, como B.

&

Imos calcular a probabilidade do suceso §:

S = “A MOEDA CAE SEN TOCAR RAIA”
1° METODO. OBTENCION DA PROBABILIDADE MEDIANTE
EXPERIMENTACION

Realizase a experiencia moitas veces cun certo ti-
po de moeda e calcilase a frecuencia relativa do su-
ceso S.

Supofiamos que 30 persoas (os alumnos dunha clase)
realizano 100 veces cada unha (un total de 3000 ex-
periencias), e que se contabiliza que o suceso S
aconteceu 511 veces. A frecuencia relativa sera:
511
===,
S = 3000 =0V

Inducimos asi que P[S] = 0,17. Ou o que ¢é igual,
que o suceso S acontecera, por termo medio, unha
de cada seis veces (1 : 6 = 0,17).

2% METODO. CALCULO MATEMATICO DA PROBABILIDADE

A posicion da moeda queda determinada polo seu
centro.




¢En que puntos da cuadricula debe quedar o centro
da moeda para que esta non toque raia? E claro que
debe estar no interior do cadrado pequeno, é dicir, a
unha distancia da raia que sexa superior 6 raio da
moeda.

Suponamos que o didmetro da moeda & de 18 mm.
Area do cadrado grande: 32 = 9 ¢ 2

Area do cadrado pequeno: (34£1.8)2=144 cm?

1,44

PLS] = o = 0,16

A probabilidade obtida por este método (0,16) foi
sensiblemente igual 4 obtida polo método experi-
mental (0,17). Pode pensarse que era este mesmo ti-
po de moedas de 18 mm de dizmetro co que experi-
mentaban os alumnos,

B Calcula matematicamente cil é a probabilidade de
que a moeda “non toque raia” na cuadricula de
3 cm x 3 cm unha moeda de 1 cm de diametro.

NESTA UNIDADE VERAS

B Lembraremos en qué consisten as experiencias
aleatorias, os sucesos e as operacions entre es-

* tes para, con eles, estudiar as propiedades da
probabilidade.

B Estudiaremos a relacién entre a Jrecuencia relati-
va dun suceso e a sia probabilidade (Lei dos
grandes niimeros).

B Practicaremos coa regra de Laplace como apli-
cacion para o calculo de probabilidades de suce-
SOs pertencentes a experiencias realizadas con
instrumentos regulares.

® Aprenderemos a identificar e a calcular probabi-
lidades condicionadas, tanto en experiencias
compostas como en tdboas de continxencia,
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¥ :De que tamafio debe ser un disco para que a pro-
babilidade de que “non toque raia” nunha cuadri-
cula de 4 ¢cm x 4 cm sexa de 0,27

B Nunha cuadricula de 4 cm x 4 cm deixamos caer i
5000 veces unha moeda e contabilizamos que
“non toca raia” en 1341. Estima cl € o didmetro
da moeda.

B Sobre un piso de baldosas hexagonais regulares de
12 em de lado déixase caer un disco de 10 cm de
didmetro.

¢Cal € a probabilidade de que “non toque raia”?

B Utlizaremos o diagrama en arbore para describir
probabilidades compostas ¢ sobre el calculare-
mos probabilidades totais e probabilidades “a
posteriori” (as “probabilidades das causas”, que
dicia Bayes).
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10.1 EXPERIENCIAS ALEATORIAS. SUCESOS

SUCESOS ALEATORIOS

O ndmero de coches que pasardn por un
tramo de estrada certo dia, 3é un suceso
aleatorio? Poderiamos preguntarlle, previa-
mente, a cada un dos posibles viaxeiros e
realizar con certa exactitude a previsién.
slmaxinas a inmensa dificultade da consul-
ta? Sen embargo, os expertos, tratando co-
mo aleatorio o suceso e recorrendo a expe-
riencias anteriores, prevén con notable
aproximacién o que vai acontecer.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Se lanzamos unha pedra e cofiecemos as condiciéns iniciais de altura,
velocidade, etc., sabemos con seguridade 6nde caerd, canto tempo tar-
dari, etc. E unha experiencia determinista.

Se botamos un dado sobre unha mesa, ignoramos qué cara quedard
arriba. O resultado depende do azar. E unha experiencia aleatoria.

Experiencia aleatoria € aquela na que o resultado depende do azar.

Suceso aleatorio é un acontecemento que ocorrerd ou non depen-
dendo do azar.

A vida cotid estd chea de sucesos aleatorios. Moitos deles, de tipo socio-
léxico (viaxes, accidentes, nimero de persoas que acudirdn a un grande
almacén...), ainda que son suma de moitas decisiéns individuais, poden
ser estudiados, moi vantaxosamente, como aleatorios.

Para comezar, fixdimonos en experiencias aleatorias sinxelas como lan-
zar dados, extraer cartas dunha baralla, sacar bélas de urnas...

Espacio mostral

Chéamaselle espacio mostral 6 conxunto de todos os posibles resul-
tados dunha experiencia aleatoria. En adiante designarémolo por E.

Por exemplo: Nun dado, E=1{1, 2, 3, 4, 5, 6}
Nunha moeda, E ={C, +}

Sucesos

Chimaselle suceso a calquera subconxunto de E.

Os elementos de E chamanse sucesos individuais ou sucesos ele-
mentais. Tamén se chaman casos.

Tamén son sucesos o suceso baleiro ou suceso imposible, &, e o
propio E, suceso seguro.

O conxunto de todos os sucesos dunha experiencia aleatoria chama-
rémoslle .

Se E ten un nimero finito, 7, de elementos, o nimero de sucesos
de E é 2™

Por exemplo: Nun dado, {1, 2}, {2, 4, 6}, {3, 5} son sucesos.

{1}, {21, {3},... son sucesos individuais.
Hai 2% =64 sucesos.
Nunha moeda hai 22 = 4 sucesos: S = {&, {C}, {+}, {C, +}}

1. Numeramos con 1, 2, 3 e 4 as catro caras
alongadas dunha regreta. Deixamos

caer a regreta e anotamos o nime-
ro da cara superior.

a) ¢Cal € o espacio mostral?

% b) Escribe un suceso elemental e tres non elemen-
tais.

¢) ¢Cantos sucesos ten esta experiencia?
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Dise que un suceso se verifica, ou que ocorre, cando 6 realizar a expe-
riencia aleatoria correspondente, o resultado é un dos elementos (casos)
dese suceso.

Por exemplo, se 6 tirar un dado sae un 2, verificironse entre outros, os
sucesos {2}, {2, 4, 6}, {2, 5}, E.

Operaciéns con sucesos

Dados dous sucesos, 4 e B, chimase:

UNION. AUB (lese A4 union B) é o suceso formado
por todos os elementos de 4 e de B.

O suceso AUB verificase cando ocorre un
dos dous, 4 ou B, ou ambos.

INTERSECCION. ANB (lese A interseccion B) é o suceso for-
mado por todos os elementos que son, 4 vez,
de A ede B.

O suceso AB verificase cando ocorren, si-
multaneamente A e B,

DIFERENCIA. A-B (lese A menosB) é o suceso formado
por todos os elementos de A que non son
de B.

A~ B verificase cando o fai A e non B,

COMPLEMENTARIO. O suceso A'= E— A chimase suceso con-
trario ou complementario de A.

O suceso A' verificase sempre e cando non
se verifique A.

SUCESOS INCOMPATIBLES. Dous sucesos 4 e B, chiamanse incompati-
bles cando non tefien ningin elemento co-
mun. E dicir, cando ANB = &,

Os sucesos incompatibles non se poden veri-
ficar simultaneamente.

(ANB)' = A'lJB'. XUSTIFICACION Propiedades das operaciéns con sucesos

As operacions anteriores cumpren, entre outras, as seguintes propiedades:

Distributivas AUBNO) = aUBNUUO)
ANBUO =UnNBUUNC
De simplificacion AUBNA =4
ANBUA) = 4
Co complementario An'=4 A—B=ANB'

“UB) = A'NB' UNB) = A'UB'

EXERCICIOS PROPOSTOS

2. Xustifica graficamente a seguinte igualdade: 3. Xustifica graficamente a seguinte igualdade:

AUBNO) =dUBNUUO) A—-B =ANB

4




10.2 FRECUENCIA E PROBABILIDADE

" Frecuencia absoluta e frecuencia relativa dun suceso

Realizamos N veces unha experiencia aleatoria. Recordemos as seguin-
tes definicions.

1 ‘ Chimaselle frecuencia absoluta dun suceso S ou, simplemente,
frecuencia de S, 6 mdmero de veces que ocorre S. Designase por
J(S). Chamaselle frecuencia relativa de S 4 proporcion de veces
que ocorre S.
§ie))

Jris) = N

Lei dos grandes nomeros

O realizar reiteradamente unha experiencia aleatoria, a frecuencia relati-
va dun certo suceso, fr(S), vaitomando distintos valores. Estes valores
6 principio sofren grandes oscilaciéns pero, pouco a pouco, vanse esta-
bilizando (oscilan cada vez menos). Cando N crece moito, aproximan-
se a un certo valor que é a probabilidade de S, P[S].

lim fr(S) = PIlS] LEI DOS GRANDES NUMEROS
N> w

Por exemplo, 6 lanzar

0120 |/

Os valores de fr(3) 010{~ |v- i

I | T
bilizando & O i !
P vanse estabilizando O 4080 120 160 200 240 280 320 360 400 440 480 520 560 600 640

redor de 1/6 = 0,166.

un dado obtéiense os gfgg 1 I ' O HE
valores de /r(3) para oy160 — ;/ — va‘/\{x L
N = 20, 40, 60, 80, 100, N E I AN HHH |
120, ... ARSNENENENEERENE

i

éPor que a frecuencia relativa tende a estabilizarse?

O lanzar reiteradamente un dado, ¢é posible obter o suceso “3” cinco
veces consecutivas? Por suposto que si; € dificil, pero posible. ;Como
lle afecta esta sucesion de tiradas 4 f#(3)? Pois depende de cintas
experiencias se leven. Por exemplo, supofiamos que antes desa serie
consecutiva era fr(3) = 0,16:

Coa serie de 5
Para ~N=100 f3® =16 fr(3 =0,16 veces “3”, fr(3)
N =105 f® =21 Sr(3 =0,20 aumenta 4 centé-
simas

Para N=1000 f(3) =160 fr(3) =0,16 }fr(S) aumenta

N=1005 f(3 =165 fr(3) =0,164 [ 4 milésimas

Para N=10000 f(3)=1600 fr(3 =0,16 | fr(3) aumenta
N=10005 f(3) =1605 fr(3) =0,1604( 4 dezmilésimas

E dicir, Jr(3) estabilizase porque, 6 ser o denominador cada
vez mdis grande, 6 cociente aféctanlle cada vez menos as fluc-
tuacions do numerador.




RAZOA

E claro que as frecuencias relativas cumpren
as seguintes propiedades:

* fr(S) 20, calquera que sexa .
e S ANB=Q

entén F(AUB) = F(A) + f(B)

e, por tanto,

fr(AUB) = fr(A) + fr(B)
* fr(E)=1, pois f(E)=N

DEMOSTRACION DOS TEOREMAS

Estes teoremas estdn encadeados. Cada un
deles pode demostrarse a partir dos
axiomas e dos teoremas anteriores.
Abaixo vén a demostracién do T.6.

As demostraciéns dos outros son mais
sinxelas.

——
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Propiedades das probabilidades

As probabilidades dos distintos sucesos dunha mesma experiencia alea-
toria deben cumprir as propiedades que damos a continuacién. As tres
primeiras impé6iiense (é dicir, son axiomas), inspirindonos nas propie-
dades das frecuencias relativas. As seguintes deddcense das primeiras (&
dicir, son teoremas).

AXIOMAS

A probabilidade de cada suceso & un nimero. Hanse de cumprir os
seguintes axiomas:

Ax.1 Calquera que sexa o suceso S, P[S]>0.
Ax.2 Se dous sucesos son incompatibles, a probabilidade da sta
unién € igual 4 suma das stas probabilidades.
ANB=0 = P[AUB] = P[A4] + P[B] ‘

Ax.3 A probabilidade total é 1: PlE]=1

En esencia, estas tres propiedades indican que a cantidade total de
probabilidades é igual 4 1 e repartese aditivamente entre os distintos
SUCEsOos.

TEOREMAS
T.1 PlA1=1-P[4]
T.2 P[D]=0

T3 Se AcB, daquela P[B]= P[A] + P[B- A]

T4 Se AcB, daquela P[A]< P[B]

T.5 Se A4, 4,,.., A & SON incompatibles dous a dous, daquela:
PlA;UA,. Ud,l = PLA] + PLA, + .. + Pl4,)

T.6 PlAUB] = PlA] + PIB] - PLANB]

T.7  Se o espacio mostral E ¢ infinito e un suceso é
S=Hxy, x,, ..., x,}, daquela:

P[S] = Plox,] + Plox,] + ...+ Plx,]

Demostracion del T.6

Descomponemos dos sucesos 4 e B en sucesos disxuntos (ou
incompatibles):

ANB =N, 4 =MUn, B=NUQ
Como B=~NUQ con N e Q incompatibles:
PIB] = PIN] + P[Q] = PLQ] = P[B]- PIN]
AUB =4UQ, 4 e © incompatibles.
Por tanto:
PLAUBI = P[A] + P[Q] = P[A] + (P[B] — PIND) =
= P[A] + P[B] - P[ANB] |

@ |




10.3 LEl DE LAPLACE

Pierre Simon Laplace (1749-1827)

EXERCICIOS RESOLTOS

A propiedade T.7 da pdxina anterior permite calcular a probabilidade
dun suceso S conecendo as probabilidades dos sucesos elementais que
O componen.

Pero se o espacio mostral consta de # sucesos elementais equipro-
bables (todos eles coa mesma probabilidade 1/7), entén a probabilida-
de de S s6 depende do ndmero de sucesos elementais que 0 compo-
fen:

Plsl- 4+ Lo+ L
n n n

tantos sumandos como elementos ten §

Lei de Laplace
Se E={xy, %y ...,x,} vy Plx;1=Plx,]l=...= Plx,], enton:
PLS] = numero de elementos de S 5 bt

it

nimero de “casos favorables” a §
numero de “casos posibles”

RIS

Dise que un instrumento aleatorio é de Laplace cando a probabilida-
de de todos os seus sucesos elementais (casos) € a mesma. Por
exemplo, un dado correcto, unha moeda, unha baralla...

LﬁNunlm baralla de 40 cartas,
calcula:

a) Plas]
b) Plouros]

numero de ASES 4

Plasl= —7———F——F——=—=0,1
[as] n® total de cartas 40

nimero de ouros _ 10

n® total de cartas 40

Plouros] = = 0,25

2. Nunha baralla suprimimos varidas
cartas. Entre as que quedan,
danse as seguintes probabilidades
de ser extraidas: Plrell = 0,15;
Plpasros) = 0,3; Plcarta que non
sexa REI nin BAsTos} = 0,0.

a) ;Estd entre elas o REI de BASTOS?
En caso afirmativo, dd a sia
probabilidade.

b) ;Cantas cartas hai?

~

a) O suceso “NIN REI NIN BASTOS” € o complementario de “REI OU BASTOS”,
pois (RUB)' = RMB".

PININ REI NIN BASTOS] = 0,6 = P[REI ou Bastos] = P[rer U Bastos] = 0,4
P[rer Usasros] = PIRre1] + PBastos] — P[rer [ BasTos]

Substituindo:

0,4 = 0,15 + 0,3 — P[re1 (Bastos] = P[re1 (Bastos] = 0,05

Por tanto, o REI de BASTOS estd € a sia probabilidade é:

- - L
Plre1 de Bastos] = 0,05 20

b) Unha porcién de cartas dunha baralla é un instrumento aleatorio “de
Laplace”, pois a probabilidade de extraer cada unha delas € a mesma.
Se neste montén a probabilidade do rei de bastos € 1/20, € porque
hai 20 cartas.
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Cando non se pode aplicar a lei de laplace

A lei de Laplace pédese aplicar cando todos os sucesos elementais (ele-
mentos do espacio mostral) tehen a mesma probabilidade. Pero hai
moitos casos en que isto non ocorre. Vexamos dias situacions tipo.

INSTRUMENTOS IRREGULARES

Hai instrumentos aleatorios claramente irregulares: un dado mal cons-
truido, unha chincheta, unha chuca. (Como avaliar as probabilidades
dos sucesos nestes casos?

Se o instrumento € irregular, para avaliar a probabilidade dun suceso, S,
recorremos a lei dos grandes niimeros. Efectuaremos un nimero, N,

grande de experiencias, obteremos a frecuencia, f(S), e asi, a frecuen-
" cia relativa fr(S) = f(S)/N serd unha medida aproximada da probabili-

dade. Canto maior sexa N, mdis confianza teremos na estimacién.

Por exemplo, se deixamos caer 100 chinchetas do mesmo tipo 10 veces,
obteremos 1000 resultados.

Supofiamos que / (alw) = 243, £(A) = 757,

As frecuencias relativas sérvennos para estimar as probabilidades:

Plee]~fr(aw)=0243 PIA]~fr(A)=0757

Se quixeramos ter mais seguridade nas estimacions, acumulariamos mais
experiencias: 2000, 5000, 10000, ...

INSTRUMENTOS REGULARES, SUCESOS ELEMENTAIS NON EQUIPROBABLES

Lanzamos dous dados correctos e sumamos os seus resultados. O espa-

E cio mostral desta experiencia é {2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}. Pero a

12 DADO experiencia ou o sentido comin fannos ver que non ¢ igualmente pro-

bable que a suma sexa 2 ou 7 ou 10. Sen embargo podemos modificar a

descricién da experiencia de modo que os sucesos elementais sexan
equiprobables, tal como facemos no cadro.

2

Deste modo, o espacio mostral consta de 36 sucesos elementais , D,
1, 2),.,(3,5), .., (6, 6), todos eles coa mesma probabilidade: 1/36. Os
resultados “suma 27, “suma 77, “suMa 107, que antes eran considerados su-
cesos elementais, na nova descricién son sucesos non elementais. As su-
as probabilidades obtéfiense sinxelamente:

22 DADO
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Plsuma 2] = 1/36  Plsuma 7] = 6/36 = 1/6 Plsuma 10] = 3/36 = 1/12

O =[O+~

Q EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Lanzamos un dado “chapuceiro” mil veces. Obter- 2. ;Cal é a probabilidade de obter 12 & multiplicar os
mos f(1) = 117, f(2) = 302, f(3) = 38, S = 234, resultados de dous dados correctos?
JSB) =196, f(6) = 113. Estima as probabilidades
das distintas caras. sCales son as probabilidades 3. ¢Cal é a probabilidade de que 6 lanzar dous dados

dos sucesos PAR, MENOR ca 6, {1, 2 correctos a diferencia das sdas puntuacions sexa 3?




10.4 PROBABILIDADE CONDICIONADA. SUCESOS INDEPENDENTES

SUCESOS INDEPENDENTES

Se A e C son independentes:

P[A/C] = P[A]
PIANC]= P[C] - PIA/C] =
= P[C] - PIA]

ACLARACION PARA O EXEMPLO

Sabendo que a béla é verde, a
probabilidade de que sexa par é distinta de
1/2. Por iso os sucesos VERDE e PAR non son
independentes.

Sabendo que a béla é roxa, a
probabilidade de que sexa par segue sendo
1/2. Por iso os sucesos ROXA € PAR son
independentes.

Dados dous sucesos, 4 e C, chimaselle probabilidade de A4 con-
dicionada a C e escribese P[A/C] a:

PlaNC]
P[C]

Mide a proporcién de veces que ocorre A

Pl4/C] =
de entre as que ocorre C.

Da expresion anterior deddcese que:

PlANC] = PiC] PIA/C]

Dous sucesos, 4 e C, dise que son independentes cando:
PlA/C] = PlA] e PlC/Al = PIC]

Cando dous sucesos son independentes a probabilidade da sta inter-
seccién € igual 6 producto das stias probabilidades:

A e Cindependentes = P[ANC]=PlA]- P[C]

Por exemplo, se nunha bolsa temos as seguintes bélas

209900000

téfiense as seguintes probabilidades:

PI@) 1

PIPAR/VERDE] = ————— = = (Hai unha béla par entre as tres verdes).
P[VERDE] 3
P !
PIPAR/VERMELLO] = ﬁ = % =% (Hai dous pares entre as ca-
PlverveLiol tro vermellas).
P
P[PAR/NEGRO] = — L—o]— L. 1 (A Unica bola negra é pan).

P[NEGRO] 1
Os sucesos PAR € VERMELLO son independentes, pois:

P[PAR/VERMELLO] = P[PAR] = %

E dicir, a proporcién de pArES entre as bolas VERMELLAS € igual 4 propor-
cién de paRres no conxunto total. Por tanto, o dato “a béla é vermella”,
non modifica a expectativa de obter “par”. Por iso 0s sucesos son inde-
pendentes.

Outro exemplo: Nos seguros de coches 4s MULLERES cObranlles menos
c6s HoMes. E debido a que Placcmente/MuLLer] < Placcientel. E dicir, os
sucesos TER ACCIDENTE € SER MULLER non son independentes. Sen embar-
g0, non lles cobran nin miis nin menos &s que tefian Rh+ ou sexan 1ou-
ros. £ I6xico, pois o suceso TER ACCIDENTE € independente tanto do suce-
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Estudio de probabilidades en téboas de continxencia

Seguiuselle a pista 2 100000 coches durante un ano, de tres marcas dis-
tintas: SETA, VOVO e ADI. Uns tiveron algin accidente serio (AC) e outros
non (NON AC).

Repartense como ves na primeira tiboa da esquerda.
SEA | vovo | Al

ac 400 200 400 Unha tiboa deste tipo chimase tiboa de continxencia. O colectivo to-
tal (coches) repirtese segundo diias caracteristicas (marcas e se tiveron
ou non accidente). O estudio dos datos permite pescudar as relaciéns
entre ambas as caracteristicas.

NOAC (49600 19800 |29600

o Tvovo T 55 Para analizar a taboa de continxencia debemos comezar completindoa
T OF! coas slas parciais e coa suma total (segunda taboa).

AC 400 200 400
NO AC {49600 | 19800 |29600 | 99000 As sumas parciais permitennos ver que, por exemplo, hai 20000 coches
da marca vovo. Ou que hai 1000 coches que tiveron un accidente.

50000 | 20000 | 30000 (100000

Se entre os mil coches que tiveron accidente, ac, escollemos un 6 chou,
€ facil atopar as probabilidades condicionadas.

PlSETa/ac] = 400 _ 04 (Sabendo que o coche tivo accidente, ;cal é

1000 a probabilidade de que sexa sETa?
| . _ 200 _ _ 400 _
Andlogamente, P[vovo/ac] 1000 0,2, Plapr/ac] 1000 0,4

} Tamén se pode calcular a probabilidade de que un coche dunha certa
marca tefia accidente:

_ 400 _ _ 200 _
PAC/sETA] = 50000 0,008, Plac/vovo] 20000 0,01
400
P = ——" =
[ac/aDI) 30000 0,0133

Estes resultados fan ver que a marca mais segura € SETA € 4 menos, ADL

Comparando estas tltimas probabilidades condicionadas coa probabili-

dade total, P[ac] = 1(1)(;)‘880 = 0,01, advertimos que os sucesos Vovo e ac

son independentes mentres que SETA e ADI non son independentes con ac.

4 EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Observa as bélas que hai na urna. b) Calcula a probabilidade de RUBIO, NEGRO, VERDE,
1 e 2, sen mdis que observar a composicién da
urna.

) Comproba que as probabilidades obtidas en b)
poden obterse sumando filas ou columnas do

a) Completa o cadro de dobre entrada no que se cadro formado en a).
reparten as bolas segundo a cor (V, R, N) e o

b d) Calcula as  probabilidades  condicionadas:
namero (1, 2).

@ ® @ . P[1/ rusiol, P[1/vERDE], P[1/NEGRO], P[2/ RUBIO),
2
3
5

P[2/vERDE], P[2/NEGRO]

@
@

e) Di se algtin dos caracteres RUBIO, NEGRO, VERDE €
independente de 1 ou de 2.




10.5 PROBAS COMPOSTAS

Hai experiencias nas que facilmente podemos distinguir ddas ou
mdis etapas. Chimanse probas compostas. Nelas o cilculo de pro-
babilidades de sucesos compostos simplificase moito calculando as
probabilidades dos seus componentes.

Dias probas compostas son independentes cando o resultado dun-
ha non inflte na outra. Se non € asi, chimanse independentes.

e Exemplo 1. Lanzamos unha moeda e un dado. E evidente que o re-
sultado dunha non inflie na outra. Son independentes.

e Exemplo 2. Extraemos ddas cartas dunha baralla. O resultado da se-
gunda si depende da primeira (por exemplo, se a primeira € 4s, é
menos probable que a segunda o sexa). Son dependentes.

Experiencias independentes

. Analicemos o exemplo 1 de arri- 1 213415 |6
P ba. Neste caso, 0 czqculo de pro- e ez lealca [cs |ce|ve
? .3 babilidades € especialmente sin- I
1 — xelo se supofiemos que a moeda [+ |1 |+.2 +3 |+4 |+5 |+6 |12
% é— ™~ '2 e o dado son de Laplace. 6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
PICy 3l = 1.1
L pPIC, 3= piC)- Pl = 4 =L
T12 ’ 2 6 12
A probabilidade do suceso composto ¢ igual 6 producto das probabili-
dades dos sucesos compoiientes. Por exemplo:
1 1 1
Pl(Cerar)] = PIC] - PlpaRl = — - — = 7~
[(C e par)] = PI[C] - Plrar] >3 7%
N
Dise que dous ou mdis probas son independentes cando o resul-
tado de cada unha delas non inflie nas probabilidades dos distintos
resultados das outras. Polo tanto, os sucesos correspondentes 4 pri-
b TEN EN CONTA meira son independentes dos sucesos correspondentes 4 segunda.
Hai ocasiéns nas que as probas non son Se n probas son independentes € 0s sucesos Sy, Sy, - S, corres-

sucesivas senén simultdneas. Pero, se se

pode, resulta moi vantaxoso pensar nelas

como se se sucedesen no tempo. P[S;nal" e S;na 2 e..S, na n-ésimal =
= P[S,]- PLS,]- ... PLS,)

n

ponden respectivamente, a cada unha delas correspéndelle que:

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Calcula a probabilidade de obter tres caTROS O 3. Calcula a probabilidade de obter ALGON SEIS O lan-
lanzar tres dados. zar catro dados. (ALGUN‘SEIS € O suceso contrario
de NINGUN SEIS).

2. Calcula a probabilidade de NINGUN sEis 6 lanzar ca- 4. Calcula a probabilidade de obter ALGUN SEIS O lan-
tro dados (catro veces NON SEIS). zar seis dados.

&
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UNIDADE 1

Experiencias dependentes

Temos unha moeda e ddas urnas con bélas, Lanzamos a moeda e se sae
cara, extraemos unha béla de I e se sae cruz, extraemos unha béla de 1I.

Describimos, mediante un diagrama en arbore, a experiencia composta
e incluimos as correspondentes probabilidades.

Observemos que as probabilidades das segundas frechas son probabili-
dades condicionadas.

Por exemplo, P[@ /C] = 1—60—
Por tanto: P[Ce @] = P[C] - P[@ /C] = 1 6 _ 6
' 2 10 20

Duas experiencias son dependentes cando o resultado da primeira
inflde nas probabilidades dos sucesos da segunda. As probabilidades
de sucesos compostos obtéfiense asi:

PLS;na 1" e S, na2]=PIs|]PIS,/S,]. E dicir:
R PLS; na 1'] - P[S, na 2* suposto que ocorreu S, na 1%

|

Se se encadean mais de dudas experiencias dependentes, as probabi- f
lidades dos sucesos compostos obtéfiense analogamente. Por exem- 4!
plo, para tres probas: J
PlSnal e S, na2 e S;na 3= |

RS - PSS, 1 - P[S;/S; e S8,]

EXERCICIOS PROPOSTOS

5. Temos un dado e as daas urnas descritas abaixo. Lanzamos o dado. Se sae 1 ou 2, imos 4 urna I. Se
9 sae 3, 4, 5 ou 6, acudimos 4 urna II. Extraemos
s TaTeTe unha béla da urna correspondente.
2 2 5SSO < J
8 o Q a) Completa as probabilidades no diagrama en ar- i
o bore. ’
4 PR
6 (3,4,5 06 _'.I.t.:;t.} [ b) Calcula: PI3, 4,5, 6le @1, PI@/1), PL@ /5]
Q e PRe@l

K




10.6 PROBABILIDADE TOTAL

E—

Temos n sucesos, A, A4,, .., A, incompatibles dous a dous e ta-
les que A4,U4,U ...U4,= E. Entén, para calquera suceso S ctim-
prese que:

PIS]=PlA,]- P[S/A|) + PIA,] - PIS/A,] + ..+ Pl4 ] P[5/A,]

A probabilidade PIS] descomposta deste modo chimase probabili-
dade total.

Demostracion

Descompofiemos S en sucesos incompatibles:
S=UNHUU,NHU..UA,NSD

Aplicamos a propiedade T.5 das probabilidades:
PIS]=PlANS]+ P[A,NS] + ... + P[4,NS]

Tendo en conta que P[A,NS]=PlA,] P

buscada.

[$/4,], obtense a expresion

A probabilidade total no caso de probas sucesivas

O resultado anterior é especialmente Wtil para experiencias compostas
que se suceden no tempo. Imos ilustralo no caso de ddas etapas sucesi-
vas:

P[S/A1]
AZ Q ﬂS > S
4, @A ns

P[A4;]

P[4,

Os sucesos Ay, 4,, ..., 4, son da primeira etapa e incompatibles ddas
a ddas. S € un suceso da segunda etapa. Pode chegarse a S pasando
por 4,,4,,...o0u A,

Observando o diagrama en arbore apréciase o significado que tefen,
neste caso, as probabilidades seguintes:

PLS/4,l, PL4,NS)=PlA] - PIS/A,]
asi como a P[S] como probabilidade total.

Tamén € claro o interese que ten este proceso para estes casos, pois sé
se pode chegar 6 suceso § pasando por algin dos sucesos A, 4,
A
.

n




EXERCICIOS RESOLTOS

UNIDADE [

1. Lanzamos un dado. Se sae 1 oy
2 exiraemos unha béla da urna
1 sesae 3, 4, 5 ou 6 extraemos
bola da urna II.

a)Calcula PIQ ] (a probabilidade
de que a béola sexa vermella).

bPIA]
A PI@]

- 9P Je@1-L.6_56

6
10

3 10 30
_ 1,3 _3
Qpnmecl 53

1
1 A1 _ 1
10 °P[12}e°]———10 m

. 10 3 10 30

v 10 2 612
r =-=2.2 _ 1z
.‘ﬁ';'..“‘j 2 0P[3456e°] 3 10 30
= -2.2_4

I 10 @ ri3456e @) 5710 " 30

[l

2. Un gato Dersegue a un raio. Fste
pode entrar nunba das canellas
A, BouC.

* En cada unba delas pode cazalo,
+, ou non. Sdabese:

Plentre por A] = PlA] =
P[B]=05: PICl=

Plque o cace entrando en A] =
= Pl+/4] =

Pl+/Bl = 0,6; P[+/] =

Calcula a probozbz’lz’dade de que o
gato cace 6 rato.

& EXERCICIOS PROPOSTOS

A {+ PlAN+]=03-04=012 +
0,6

03 NON+ Pl4(NoN +] = 0,3 - 0,6 =0,18

05 ég::: PIBM1+1=05-0,6=030 +

NON* - P[BNoN +] = 0,5 - 0,4 = 0,20
0,2

c O< PICN+1=02-0,1=002 +
0,9

; NON+ P[CNoN +] = 0,2 - 0,9 =0,18

Pl+] = 0,12 + 0,30 + 0,02 = 0,44,
A probabilidade de que o gato acabe cazando 6 rato € 0,44.

Observa que razoando sobre o grifico obtense a férmula da probabili-
dade total:

P[+] = P[A] - P[+/A] + P[B] - P[+/B] + P[C] - P[+/C] =
=03-04+05-06+02-0,1=044

1. Temos ddas urnas:

A experiencia consiste en extraer unha béla de I,
introducila en II, remover e extraer, finalmente,

i
. il b unha béla de II. Calcula a probabilidade de que a i
! hﬁ* It segunda béla extraida sexa: ]

3 b a) vermella b) verde ©) negra u

<




10.7 PROBABILIDADES "A POSTERIORI". FORMULA DE BAYES

Nunha experiencia composta de dous, se A € un suceso corresponden-
te 4 primeira e S & un suceso correspondente 4 segunda, o significado
da probabilidade condicionada P[A/S] € interesante.

A TS Pédese- chegar 6 suceso S pasando
por A ©Ou por outros sucesos. Se sa-
bemos que finalmente ocorreu S,
scal é a probabilidade de que fora
S “pasando por A”? P[A/S].

E dicir, das distintas formas en que se pode chegar a §, jen que pro-
porcién delas se pasa por A?

Intuitivamente pode admitirse que dita proporcion é:

PLANS]

P[A/S] = PLSI

A sta demostracion non é dificil:

PLANS] = PIA] - PLS/Al

Despexando: P[A/S] = P[A]é[?][S/A] = PEDA[E]]S]

Se expresamos S como probabilidade total, obtense a chamada formu-
la de Bayes:

PlA,) - PIS/A,]
PLA,]- PIS/A1+ ... + PLA, ] PIS/A,]

PLA,/S] =

Na practica, mais que a férmula, resulta moi Util seguir o proceso nun
diagrama en drbore:

PIS/A]]
—_—5 ... Pl44NS]
PIS/A,]
PlANS] PIS]
Pl5/A,,]
S ... Pl4,Ns]

Se sabemos que ocorreu S, sobre o grafico obtense que:

PLA,NS]

Pla/S1= =1




UNIDADE [ I

EXERCICIOS RESOLTOS

1. Retomamos o problema do rato e Naturalmente, non saberemos énde o cazou pero si podemos calcular a
do gato que vimos no exercicio probabilidade de que o fixera en certa calexa: PLA/+]), PIB/+], PLC/+].
resolto 2 do apariado anterior.

SUPoTiamos que vemos a un gato Xa cofiecemos algtns resultados obtidos no apartado anterior:
Derseguir a un rato. O pouco
chega con el na boca. jEn cal dos A + Plde+]=0,12

tres camirios o cazaria?

t  PlBe+]=030 ; P[+] =044
u P[Ce+]=0,0ZJ

O calculo das probabilidades pedidas é inmediato:

PlAe+ _ 012 _

P = — = =
[4/+] Ple] 0.44 0,273
PlBe+] 030
B = = MOV
P[B/+] PLe] 044 0,682 |
P[Ce+] 0,02 I
P 4] = = Y& |
[C/+] Pl+] 0,44 0,045 ;‘
|
i
2. Retomamos o problema do dado Toma os resultados da resolucién do apartado anterior: .‘;
e as dilas urnas resolio no 6 |
apartado anterior. @ rr-Q@- 30 ﬂ‘ ‘
< -3 ] ‘
a) Sabemos que, finalmente, I Q rre@- 30 PI@I= 30 |
obtivose unha bola negra. @ rre@-L i
JCal é a probabilidade de 30
que se extraese da urna II? PI@I = ;_8 h
E dicir PII/@ 1. 4 ;
@ Plle@- 30
b) PII/Q]
2 .° n<o Plle Q- 2 P[°]=3%
Pli/
o PL/Q] @ rume@i-%
4/30 _ 4
Pl = 2
a) PlI/@] 5/30 ~ s 0,8

De cada 5 veces obtense bdla negra, en 4 delas provén da urna II.

b PI/@] = 230 _

3 .
15/30 15 0.2
_6/30 _ 6 _
OPW@I= 10535 =15 =09
¢» EXERCICIOS PROPOSTOS
1. No exercicio proposto do apartado anterior, calcu- b) Sabendo que a segunda béla foi vermella, ;cal é
la: a probabilidade de que primeira fora negra?
PI1°Q@ /2
a) Sabendo que a segunda béla foi negra, scal é a 1'e/ZQ!
probabilidade de que a primeira tamén o fora? ¢) (Cal € a probabilidade de que primeira fora ver-
PI'@/2'Q] de sendo verde a segunda? P[1'@/2° @]




EXERCICIOS.E.PROBLEMAS RESOLTOS . ,

1. Espacio mostral. Sucesos

Nun sorteo de loteria fixdmonos  a) Espacio mostral: E=1{0,1,2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9}
na cifra en que termina o “gor-

do”. b)A=10,1,2,3}, B=1{0,2,4,6,8}, C=16,7, 8, 9
a) ¢Cal é o espacio mostral?

AUB = 1,2 4
b) Describe os sucesos AU 0,1,2,3,4,6,8

A = “Menor ca 4” BNC =16, 8}
B = “Par” A'=14,56,7,8, 9
C = “Maior ca 5%, B =11.35709, ANB =1{5,7, 9

escribindo todos os seus ele-

ANC =D (suceso imposible)
mentos.

¢) Calcula os sucesos AUB, dHai 219 = 1024 sucesos.
BNcC, A'NB', AC.

d) ¢Cantos sucesos bai?

2. Propiedades das probabilidades

Dos sucesos A e B sdbese que: plA'N\B = Pl(alJ Bl =1-PlAUB]

PlA] = 0,4 Como PlA'NB' = 0,3, obtemos:
=0,
P[B1=05 [P[AUB]=1—O,3=O,7 A B
P[A'NB']1=03
Acha P[AUB] e PIANBI Para calcular P[ANB] aplicamos a igualdade:
PlAUB] = P[A] + PIB] - P[ANB]
0,3
# 0,7=0,4+05-PANB] = A
[ ]« [Jans

3. Probabilidade condicionada. Sucesos independentes

Considéranse dous sucesos, A e a) Para ver se son independentes, comprobaremos se se cumpre a se-
B, asociados a un experimento guinte igualdade:

aleatorio con P[A] = 0,7, PIANB] = PIA] - PLB]

P[B]=0,6 e P[A'"UB']1=0,58.
a) ;Son independentes A e B? PLAUBI = PIANBY] = 1 - PANB]

b) Se Mc A, ;cal é o valor de Por tanto, PlANBl=1-P[AUB1=1-0,58 = 0,42
pim/al PlA]- PIB1 =07 - 0,6 = 0,42

A ¢ B son independentes, pois PlANB] = P[A] - P[B] = 0,42.

b)McA = A'cM'. Por tanto:

PIMNAT _ PlA]
PlA1] PlA]

PM/AT = =1




4. Representacion grdfica de sucesos

Nunba empresa bai 160 traba-

Hadores. Se eliximos un deles ¢

azar, temos estas probabilida-

des de que fale os seguintes

idiomas:

a) 0,0625, inglés, francés e ale-
mdn.

b) 0,175, inglés e frances.

¢) 0,15625, inglés e alemdn.

d) 0,1375, francés e alemdn,

e) 0,375, francés.

S 0,35625, alemdn.

&) 0,425, inglés.

éCantos traballadores falan un

s6 dos tres idiomas (inglés,

Jrancés ou alemdn)? JE cantos

non falan ningin dos tres idio-
mas?

5. Experiencias compostas
»

# Comezamos calculando o ndmero de traballadores en cada caso (sa-
bendo que o nimero total é # = 160):

a) 0,0625 - 160 = 10 b) 0,175 - 160 = 28
d 0,1375 - 160 =22 ) 0,375 - 160 = 60
) 0,425 - 160 = 68

© 0,15625 - 160 = 25
£) 0,35625 - 160 = 57

® Facemos un diagrama cos datos que temos:

ALEMAN INGLES

160

20

FRANCES

W Agora ¢€ facil responder as preguntas:

20 56 alemdn + 25 s6 inglés + 20 s6 francés = 65 falan s6 un dos tres
idiomas.

Por outra parte:
20+ 15+ 10+ 12+ 18 + 20 + 25 = 120 falan algtin idioma.

Logo, 160 — 120 = 40 non falan ningtn dos tres idiomas.

Nunba urna bai 2 bolas bran-
cas e 3 negras. Dias persoas
sacan, alternativamente, unba
bola de cada unba, sen volia.
Gaila a primeira que saque
unba bola branca.

éCal € a probabilidade de que
gafie a persoa que comeza o
xogo?

Vexamos o proceso mediante un diagrama en drbore:

SACA A SACA B SACA A saca B

5 B
2 N
2
° /
2 N
4

i\>N .B ( GANA

3 1 1 B
QUEDAN QUEDAN QUEDAN
(2B, 2N) (2B, 1N) @B)

A probabilidade de que gae a persoa que comeza o X0go é:

2,3 .2 2 _3
PAl=2+2 . 2.4 - 2
- 5 5 4 3 5
v : -3.2,3. 2 1_2
E a de que gane a outra persoa: P(B] 53 + -

Polo tanto, é vantaxoso comezar o XOgO.

&




6. Experiencias compostas: Probabilidade total e “a posteriori”

Nunba casa bai tres chaveiros, Describimos o proceso mediante un diagrama en drbore:
A, B e C, o primeiro con 5cha-
ves, o segundo con 7 e o terceiro
con 8, das que so unba de cada
chaveiro abre a porta da tras-
teira. Escollese 6 azar un cha-
veiro e, del, unba chave para in-
tentar abrir a trasteira.

D S S
ST PlaeSl= 35 15

S
WH
P
g
Z
~
=
¢
z
o
Z
1

a) ;Cal serd a probabilidade de
que se acerte coa chave?

a

i W/Hl\ .
[ov]
me \IWH w

Z !

o]

z

) 3

3] o

o o

Z, “

3 =)

Z I

[ |

= -

<l i
N

[ -

Mo

b) ;Cal serd a probabilidade de
que o chaveiro escollido
sexa o terceiro e a chave non

abra?
ST TS B -
¢) E se a chave escollida é a co- 15 21 24 840
rrecta, ;cal serd a probabili- 7
b) PI[C e NON] = =~

dade de que pertenza O pri-
meiro chaveiro A?

24

©) Resolvemos este apartado por sentido comun. De 840 intentos, 131
dan lugar a obter a chave boa. E, deles, 56 provefien do chaveiro 4,
40 do Be 35 do C.

Se sabemos que safu a chave correcta, a probabilidade de que sexa o
chaveiro A serd, pois, 35

131
Tamén se pode resolver aplicando a férmula de Bayes:

PlLANSI]  1/15  _ 56 1

pisf]  131/840 131

¥ PlA/sIl =

7. Experiencias compostas: Probabilidade total e “a posteriori”

Temos dous dados, un normale  2)
1 1

ro trucado. No trucado bai © %
out ado. N ¢ a a L DADO CORRECTO  — 6 - 6 PlcorrecTo e 1 — 21 = 1. % . % |
4 uns e 2 douses. Elixese un da- 1 701,23, 4,5,6) (ftada) — @2 tnda) 2
- - - - |
do 6 azar e tirase diias veces. ELECCION
DO DADO 4 2
a) ;Cal é a probabilidade de ob- I DADO TRUCADO 6 6 _y-1.4.2
2T, L1, 1, 2, 2) Qetrad) (2 diradd) Plmucapo e 1-21= 55§

ter un 1 na primeira tirada e
un 2 na segunda?

b) Se o resultado da primeira P[1 - 2] = PlcorrecTo e 1 — 2] + Pltrucapo e 1 —2] =
tirada foi 1 e o da segunda 2, 1 3 9 1
calcula a probabilidade de st >3
72 72 72 8
que se escollera o dado tru-

cado. b) Aplicamos a férmula de Bayes:

Plirrucapo e 1 — 2] _ 8/72

P[trucapo/1 - 2] = - %

Pl - 2] T /72 + (8/72)




4

EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

PARA PRACTICAR

Lanzamos un dado e unha moeda. Os posibles
resultados son (1, C), (1, +), (2, C)...

a) Describe o espacio mostral cos doce elemen-
tos dos que consta.

Sexan os sucesos:
A = “Sacar un ou dous no dado”
B = “Sacar + na moeda”
D=1{1, 0, 2, +), 3, O, 3, ), (6, )}

b) Describe os sucesos A e B mediante todos
0s elementos.

o) Calcula AUB, ANB, AUD"

Sexa U= lay, a,, a;} o espacio de sucesos ele-
mentais dun experimento aleatorio. ;Cales des-
tas funciéns definen unha funcién de probabili-
dade? Xustifica a resposta.

a) Pla)l = 1/2, Pla,] = 1/3, P[a3] =1/6
b) Pla|l = 3/4, Pla,] = 1/4, Pla,] = 1/4
o Pla)l = 1/2, Pla,) =0, Pla,) = 1/2

D Pla) =2/3, Pla)=1/3, Pla]=1/3

Determina se son compatibles ou incompatibles
os sucesos A e B, sabendo que:

PlAl = 1/4, PIBl =1/2, PI[AUBI] = 2/3

Unha experiencia aleatoria consiste en pregun-
tarlles a tres persoas distintas, elixidas 6 azar, se
son partidarias ou non de consumir un determi-
nado producto.

a) Escribe o espacio mostral asociado a dito
experimento utilizando a letra”s” para as res-
“« ”

postas afirmativas e o “n” para as negativas.

b) /Que elementos do espacio mostral anterior
constitien o suceso “6 menos ddas das per-
soas son partidarias de consumir o produc-
to”?

©) Describe o suceso contrario de “miis dunha
persoa € partidaria de consumir o producto”.

En familias de tres fillos, estidiase a distribucién
dos seus sexos. Por exemplo (H, M, M) significa

| que o maior € home e os outros dous mulleres.

/Cantos elementos ten o espacio mostral £
Describe os seguintes sucesos: A = “A menor &
muller”, B = “O major é home”. ;En que consis-
te AUB?

Lanzanse dous dados. 1|23 506
Calcula a probabilida-
de de que a maior das 21213 =g

puntuacions sexa un
1,un 2, un 3, un 4, un

5, un 6.

= Completa esta tdboa
e razoa sobre elc.

=20 V7T INNGH SO (O (PN
<N RV I I AN IR IR

Unha clase componse de vinte alumnos e dez
alumnas. A metade das alumnas e a metade dos
alumnos aproban as matematicas. Calcula a pro-
babilidade de que, 6 elixir unha persoa 6 azar,
resulte ser:

a) Alumna ou que aproba as matemdticas.
b) Alumno que suspenda as matemiticas.

©) Sabendo que é alumno, ;cal é a probabilida-
de de que aprobe as matemiticas?

d) ¢Son independentes o0s sucesos ALUMNO e
APROBA MATEMATICAS?

W Fai unba tdboa de continxencia.

Di cal é o espacio mostral correspondente as
seguintes experiencias aleatorias. Se é finito e
ten poucos elementos, dios todos, e se ten moi-
tos, describeo e di o nimero total.

a) Extraemos unha carta dunha baralla- espafiola
€ anotamos o nimero.

b) Extraemos unha carta dunha baralla espafio-
la e anotamos o pao.

¢) Extraemos dias cartas dunha baralla espafio-
la e anotamos o pao de cada unha.

d) Lanzamos seis moedas distintas e anotamos o
resultado.

e) Lanzamos seis moedas distintas e anotamos o
numero de caras.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS
e ° W

PARA RESOLVER

Nunha caixa hai seis bolas numeradas, tres delas

| con numeros positivos € as outras tres con

nimeros negativos. Extriese unha bdla e des-
pois outra, sen volta.

a) Calcula a probabilidade de que o producto
dos ndmeros obtidos sexa positivo.

b) Calcula a probabilidade de que o producto
dos nimeros obtidos sexa negativo.

Nunha certa cidade, o 40% da poboacién ten
cabelos castafios, 0 25% ten os ollos castafios e
0 15% ten cabelos e ollos castafios.

Escéllese unha persoa 6 azar:

a) Se ten cabelos castafios, ¢cal é a probabilida-
de de que tamén tena ollos castanos?

b) Se ten ollos castanos, scal é a probabilidade
de que tena cabelos castafios?

¢) ¢Cal é a probabilidade de que non tefia cabe-
los nin ollos castafios?

@ Usa unha taboa como a seguinte:

OLLOS CAST.  |OLLOS NON CAST.
. 4B CAST. 15 40
CAB. NON CAST.
25 100

Duas persoas xogan a obter a puntuacién mais
alta lanzando os seus dados A e B. O dado A ten
catro caras coa puntuacién 6 e as outras ddas
caras coa puntuaciéon 10. O dado B ten unha
cara coa puntuacién 3, catro caras con puntua-
cién 6 e a outra con puntuacion 12, ;Que xoga-
dor ten madis probabilidade de gaiar?

& Fai unha tdboa na que aparezan as 6 posibilida-
des do dado A e as do dado B. En cada unba das 36
casas anota quén gadia en cada caso.

Dos sucesos A e B sabese que:

-2 _ 1 ARl = L
P[A]—S,P[B] SeP[AﬂB] 3

Calcula P[AUB] e P[ANBL.

13

14

16

18

Sexan A e B dous sucesos dun espacio de pro-
babilidade, de maneira que:

Pl4) =04, P[Bl=03 e P[ANB] =01
Calcula razoadamente:
by PlA'UB']
d) P[A'NB]

a) P[AUB]
c) PlA/B]

A, B, e C son tres sucesos dun mesmo espacio
mostral. Expresa en funcién deles os sucesos:

a) Realizase algin dos tres. b) Non se realiza
ningin dos tres. ¢) Realizanse os tres.
d) Realizanse dous dos tres. e) Realizanse, 6
menos, dous dos tres.

Un exame consiste en elixir 6 azar dous temas
de entre os dez do programa e desenvolver un
deles.

a) Un alumno sabe 6 temas. ;Que probabilidade
ten de aprobar o exame?

b) ¢Que probabilidade ten o mesmo alumno de
saber un dos temas elixidos e o outro non?

Lanzase un dado ddas veces. Calcula a probabi-
lidade de que na segunda tirada se obtefia un
valor maior ca na primeira.

Un estudiante fai ddas probas nun mesmo dia.
A probabilidade de que pase a primeira proba é
0,6. A probabilidade de que pase a segunda é
0,8 € a de que pase ambas as daas e 0,5. Pidese:

a) Probabilidade de que pase 6 menos unha
proba.

b) Probabilidade de que non pase ningunha
proba.

©) Son as probas sucesos independentes?

d) Probabilidade de que pase a segunda proba
en caso de non superar a primeira.

Nunha comarca hai dous periédicos:

O Progresista e O Liberal. Sabese que o 55% das
persoas desa comarca le O Progresista (P), o
40% le O Liberal (I) e o 25% non le ningin
deles.
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Expresa en funcién de P e I estes sucesos:
a) Ler os dous periédicos,

b) Ler s6 O Liberal.

©) Ler s6 O Progresista.

d) Ler algin dos dous periédicos.

€) Non ler ninglin dos dous.

D) Ler s6 un dos dous.

@ Calcula as probabilidades de: P I, PNI,
pPUL, P-1, L-P, ZUP", aNp.

- h) Sabemos que unha persoa le O Progresisia.

¢Que probabilidade hai de que, ademais, lea
O Liberal? ;E de que non o lea?

Unha urna 4 ten 3 bélas brancas e 7 negras,
Outra urna B ten 9 bélas brancas e 1 negra,
Escollemos unha das urnas 6 azar e dela extra-
emos unha béla. Calcula:

a) P[BRANCA/A] b) P[BraNCA/B]

¢) P[A e Branca] d) P[B e Branca]

e) P[Branca]

) Sabendo que a bdla obtida foi branca, scal
€ a probabilidade de que escolleramos a ur-
s na B

Temos as mesmas urnas do exercicio anterior.
Sacamos unha béla de 4 e botimola en B e,
a continuacién, sacamos unha béla de 3,

a) ¢Cal € a probabilidade de que a segunda béla
sexa negra?

b) Sabendo que a segunda béla foi negra, ;cal é
a probabilidade de que tamén a primeira fose
negra?

Temos dias urnas con estas composicions:

Extraemos unha béla de cada urna. ;Cal é a pro-
babilidade de que sexan da mesma cor’ ¢E a
probabilidade de que sexan de distinta cor?

22
S

23

24

25

26

28

| Un aparato eléctrico estd constituido por dous

componentes A e B. Sabendo que hai unha
probabilidade de 0,58 de que non falle ningiin
dos compofientes e que no 32% dos casos falla
B non fallando A, determina, xustificando a
resposta, a probabilidade de que nun de tales
aparatos non falle a compofiente A.

Dous xogadores botan 4 vez dias moedas cada
un. ¢Cal € a probabilidade de que ambos obte-
fan o mesmo nimero de caras (cero, unha ou

- ddas)? Razdao.

Lanzase un dado repetidas veces e estamos inte-
resados no numero de tiradas precisas para
obter un 6 por primeira vez.

a) ¢Cal € o espacio mostral?

b) ;Cal é a probabilidade de que o primeiro 6 se
obtefia na sétima tirada?

Un producto estd formado de duas partes: A e
B. O proceso de fabricacién é tal, que a proba-
bilidade dun defecto en 4 é 0,06 e a probabi-
lidade dun defecto en B & 0,07. ;Cal é a pro-
babilidade de que o producto non sexa defec-

| tuoso?

Unha urna contén 10 bélas brancas, 6 negras e
4 vermellas. Se se extraen tres bélas, volvéndo-

' as botar logo dentro, ;cal é a probabilidade de

obter 2 brancas e unha vermella?

Unha urna A4 contén 6 bélas brancas e 4
negras. Outra urna B ten 5 brancas e 9 negras.
Eliximos una urna 6 azar e extraemos dtas
bolas, que resultan ser brancas. Determina a
probabilidade de que a urna elixida fora a A.

Disponse de tres urnas: a 4 que contén ddas
bélas brancas e catro vermellas, a B con tres
brancas e tres roxas; e a C cunha branca e
cinco vermellas.

a) Elixese unha urna 6 azar e extriese unha bdla
dela. ;Cal é a probabilidade de que esta béla
sexa branca?

b) Se a béla extraida resulta ser branca, ¢cal é a
probabilidade de que proceda da urna B
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Sexan A e B dous sucesos tales que:
3 2
2 p[B1=+
4 B 3

Calcula PIB], PLAl, PlA'NBl

PlAUBl = PIANBl =

=

En certo pais onde a enfermidade X € endémi-
ca, sibese que un 12% da poboacion padece
dita enfermidade. Disponse dunha proba para
detectar a enfermidade, pero non é totalmente
fiable, xa que d4 positiva no 90% dos casos de
persoas realmente, enfermas e tamén da positiva
no 5% de persoas sas. ¢Cal é a probabilidade de
que estea sa unha persoa a que a proba lle dera
positiva?

En tres maquinas, 4, B e C, fabricanse pezas
da mesma natureza. A porcentaxe de pezas que
resultan defectuosas en cada miquina €, respec-
tivamente, 1%, 2% e 3%. Mestiranse 300 pezas,
100 de cada maquina, e elixese unha peza 6
azar, que resulta ser defectuosa. ;Cal € a proba-
bilidade de que fora fabricada na maquina A?

Unha caixa A contén duas bélas brancas e daas
vermellas, e outra caixa B contén tres brancas
e duas vermellas. Pisase unha béla de 4 a B
e despois extrdese unha bola de B, que resul-
ta ser branca. Determina a probabilidade de que
a*béla trasladada fora branca.

Unha urna 4 contén 5 boélas brancas e 3
negras. Outra urna B, 06 brancas ¢ 4 negras.
Eliximos unha urna 6 azar e extraemos duas
bolas, que resultan ser negras. Calcula a proba-
bilidade de que a urna elixida fora a B.

Tefio ddas urnas, ddas boélas brancas e duas
bélas negras. Deséxase saber como debo distri-
buir as bélas nas urnas para que, ¢ elixir unha
urna & azar e extraer dela unha bola 6 azar, sexa
méxima a probabilidade de obter béla branca. A
Unica condicion esixida é que cada urna tefia 6
menos unha bdla.

Sexan A e B dous monténs de cartas. En A
hai 8 ouros e 5 espadas e, en B, 4 ouros e 7
espadas. Sacamos dias cartas do mesmo mon-
t6n e resulta que ambas as ddas son espadas.
Determina a probabilidade de que as sacaramos
do montén B.

36
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Unha urna contén 25 bdlas brancas sen marcar,
75 bélas brancas marcadas, 125 bélas negras sen
marcar e 175 boélas negras marcadas.

a) Extraese unha béla. Calcula a probabilidade
de que sexa branca.

b) Extriese unha béla e estd marcada. ;Cal € a
probabilidade de que sexa branca?

©) Extriese unha béla. ;Cal é a probabilidade de
que sexa negra e estea marcada?

d) ;Son independentes os sucesos “sacar bola
marcada” e “sacar béla branca”?

Duas persoas enfréntanse nun Xogo no que sc-
t4 vencedor o primeiro que gafie 5 partidas.
Pero antes de finalizar o xogo, este interrébmpe-
se no momento en que un ganou 4 partidas e
outro 3.

;Como deben repartirse os 4200 euros que
apostaron?

w Describe nun diagrama en drbore as posibles con-
tinuacions da partida.

Nun centro escolar hai tres grupos de
Bacharelato. O primeiro esta composto por 10
alumnos dos que 7 prefiren a musica moderna,
2 prefiren a clasica e 1 que non lle gusta a musi-
ca. No segundo, composto por 12 alumnos, a
distribucién de preferencias € 5, 7, 0, respecti-
vamente; e, no terceiro, formado por 14 alum-
nos, a distribucién de preferencias € 6, 06, 2, res-
pectivamente.

Elixese un grupo 6 azar e regilanse 2 entradas
para un concerto de musica clasica a dous alum-
nos seleccionados 6 azar.

2) Determina a probabilidade de que os dous
alumnos elixidos sexan afeccionados 4 musi-
ca clasica.

b) Se os dous alumnos agraciados son, efectiva-
mente, afeccionados 4 musica clasica, (cal € a
probabilidade de que sexan do primeiro arupo?

@« Organiza os datos nunba 1aboa.
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| CUESTIONS TEORICAS
Sexan A e B dous sucesos tales que
PIAl = 0,40, P[B/A] = 0,25 e P[B]l = b. Calcula:
a) P[ANB) b) PIAUB] se b = 0,5
©) O menor valor posible de 5.

d) O maior valor posible de .

Se a probabilidade de que acontezan dous suce-
sosavez é p, scal é a probabilidade de que 6
menos un dos dous non aconteza? Razéao.

Razoa a seguinte afirmacién: Se 3 probabilidade
de que ocorran dous sucesos 4 vez € menor ca
1/2, a suma das probabilidades de ambos (por
separado), non pode exceder de 3/2.

Sexan A e B dous sucesos dun experimento
aleatorio. ¢E posible que p sexa unha probabi-

lidade se: PlAl= <, PlEI= L ¢ plana- 3
5 5 10

Sexa A un suceso con 0 < PlA] < 1.

a) (Pode ser A independente do seu contrario A7

b) Sexa B outro suceso tal que Bc A. Serin

si Ade B independentes?

o Sexa C un suceso independente de A.
Serain A e C' independentes?

Xustifica as respostas.

S¢ A4 e B son dous sucesos de experimento
aleatorio e P[A] = 0:

a) (Que podemos dicir de P[4 N Bl?
b) ¢E de Pl4 U BJ?

©) Responde as mesmas preguntas se P[A] = 1.

O tirar tres dados, podemos obter unha suma 9
de seis formas distintas:

126, 135, 144, 225, 234, 333
€ outras seis de obter suma 10:

136, 145, 226, 235, 244, 334

Sen embargo, a experiencia dinos que é mais
facil obter suma 10 que suma 9. ;Por que?

46
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PARA PROFUNDAR

Un home ten tempo para xogar 4 ruleta 5 veces,
6 sumo. Cada aposta é de 1 euro. O home
comeza con 1 euro e deixari de xogar cando
perda o euro ou gafie 3 euros.

a) Obtén o espacio mostral dos resultados posi-
bles.

b) Se a probabilidade de gafiar ou perder é a

mesma en cada aposta, jcal é a probabilida-
de de que gafie 3 euros?

Nunha baralla de 40 cartas, témanse tres cartas
distintas. Calcula a probabilidade de que as tres
sexan nimeros distintos.

Escollidas cinco persoas 6 azar, jcal € a proba-
bilidade de que 6 menos duas delas naceran no
mesmo dia da semana (é dicir, en luns, martes,
etc.)?

Nunha competicién de tiro con arco, cada tira-
dor dispén, como maximo, de tres intentos para
facer diana. No momento €n que o consegue,
deixa de tirar e supera a proba e, se non o con-
segue en ningun dos tres intentos, queda elimi-
nado. Se a probabilidade de facer branco con
cada frecha, para un determinado tirador, € 0,8:

a) Calcula a probabilidade de non quedar elimi-
nado.

b) Se sabemos que superou a proba, cal é a
probabilidade de que o conseguira no segun-
do intento?

Sexa- A o suceso “unha determinada persoa A
resolve un determinado problema” e B o suce-
0 “resdlveo a persoa B”. Sibese que a probabi-
lidade de que o resolvan as duas persoas é de
1/6; €, a de que non o resolva ningunha das
dias € de 1/3. Sabendo que a probabilidade de
que o resolva unha persoa é independente de
que o resolva a outra, calcula PA) e P(B).

¢Que € mdis probable, obter algunha vez un 6
lanzando un dado 4 veces ou un dobre 6 lanza-

do dous dados 24 veces?




AS MOSTRAS
ESTATISTICAS

ai un século a estatistica limitébase ¢ estudio das grandes ma-

sas de datos {“cemiterios de nimeros” chamoulles algn estatis-

tico moderno). Toda a poboacién era abarcada en censos minu-
ciosamente elaborados. Ademais de conseguir os datos, o traballo
estatistico, consistia en clasificalos, tabulalos, relacionalos. Esta con-
cepcién do que é a estatistica, que ainda agora segue sendo comin
entre as persoas correntes | o “home da ria”) cambia drasticamente a
partir dos anos trinta do século Xx co nacemento da estatistica inducti-
va. Con ela buscanse métodos que permitan obter conclusiéns validas
para toda a poboacién a partir do estudio dunha mostra. Para iso, a
estatistica debe botar man da alta matemdtica, elaborando procede-
mentos moi especificos. “Antes, a estatistica limitdbase a unha mera
descricién empirica; agora, pode facer unha critica da situacién, por-
que se desenvolveron as bases matemdticas correspondentes” (Kreis-
zig, 1970).

A figura méis sobresaliente deste proceso é Ronald A. Fisher (1890-
1962), pero hai que destacar, tamén, a Yale, Karl Pearson, Neyman e
E. Pearson (fillo de K. Pearson). Estes dous Gltimos foron os creadores
da teoria da mostraxe e dos ensaios de hipéteses.

PARA EMPEZAR, REFLEXIONA E RESOLVE

Unha sondaxe de opinion Unhas fotografias

Imaxinemos unha cidade na que hai 300000 votan- Reflexionemos sobre as fotografias da pdxina seguin-
tes. Para ter unha idea das sdas opinidns politicas fa- te.

cémoslles unha enquisa a 1200 deles elixidos 6 azar.

A da esquerda esti formada por 300000 puntos e da- [
nos unha imaxe nidia da realidade. A da dereita é
unha mostra extraida da anterior. Partiuse nuns 1200
cadradifios e cada un deles pintouse da cor dun dos
seus puntos elixidos 6 azar. Se a miramos de cerca (4
distancia 4 que se mira unha pixina dun libro) o que
vemos é deforme. Pero se a observamos a unha certa
distancia, a imaxe gafia en nitidez e permitenos ter

Posiblemente nos quede a sensacién de que as con-
clusiéns 4s que cheguemos sexan sumamente errone-
as, que a imaxe que nos fagamos da realidade sexa
deformada, falsa, pois cada individuo da mostra estd
representando a 250 individuos da poboacién
(300000 : 1200 = 250). ;Como ¢é posible que co que
nos di un individuo pretendamos facernos unha idea

do que opinan 2507

Sen embargo, e por chocante que poida parecernos,
si que podemos obter unha boa idea da poboacién a
partir da mostra.

unha idea bastante clara da realidade.

Fai a proba mirindoas a 4 ou 5 m de distancia e ve-
rds cémo ambas se ven aproximadamente igual.




Os dous exemplos descritos na paxina anterior son
similares: obter informacién sobre unha poboacién
de 300000 individuos a partir dunha mostra de 1200
deles. O exemplo das fotografias fainos ver que con
tal mostra se consegue unha boa idea de cémo é a

NESTA UNIDADE VERAS

Cos exemplos vistos nesta paxina puidemos apre-
ciar que cunha mostra de tamafio moi inferior 6 da
poboacién conséguese unha imaxe suficientemente
boa da mesma. Esta € unha interesante caracteristica
das mostras (cun pequeno tamaifio é suficiente). O
longo da unidade prestaremos atencién a outros as-
pectos das mostras e do procedemento para a sia
obtencién: a mostraxe.

B :Por que se recorre 4s mostras? Hai multitude de
causas que poden xustificar que, para descubrir
certas caracteristicas dunha poboacién, se recorra
a unha mostra extraida dela.

B Os elementos que compofien unha mostra deben
ser elixidos 6 azar, de modo que todos os ele-
mentos da poboacién tefian a mesma probabili-
dade (mostraxe aleatoria).

UNIDADE [F

poboacién. A fotografia que ves sobre estas lifias é
unha mostra da da esquerda, se esta se considera co-
mo un conxunto de 300000 puntos de cores. Se mira-
mos esta paxina a unha certa distancia, ambas vense
case igual.

Pero isto pode conseguirse de diversas maneiras:
® Mostraxe aleatoria simple

* Mostraxe aleatoria sistemdtica

® Mostraxe aleatoria estratificada

A aleatoriedade da mostra, nas distintas versions
da mostraxe, pode conseguirse mediante os 71i-
meros aleatorios xerados por unha calculadora
manual ou por un ordenador.




11.1 O PAPEL DAS MOSTRAS

EXEMPLO DE FICHA TECNICA
DUNHA SONDAXE

Proxecto e direccién técnica: IMOP

Universo: Poboacién espafiola maior
de 18 anos.

Mostra; 1278 individuos.

Tipo de mostraxe: aleatoria, mediante
entrevistas persoais seguindo un método
estratificado por rexiéns.

Limite méximo de erro: = 3,1%

Nivel de confianza: 95%

Frecuentemente encontramos nos medios de comunicacién referencias
a resultados de enquisas de opinién relativas ‘a diversos aspectos da
actualidade politica ou socioléxica: “Valoracion de diversos lideres poli-
ticos”, “Tipo de lectura que se prefire”...

Estas informaciéns vefien acompafiadas da “ficha técnica” da enquisa
correspondente, como a da marxe. Nela mencionanse certos conceptos

(universo, mostra, tipo de mostraxe, limite do erro...) que iremos anali-

zando nesta unidade e a seguinte.

Poboaciéon e mostra

Se estamos interesados en cofiecer o que opinan os electores sobre
algiins lideres politicos, o colectivo que € obxecto do noso interese € o
de todos os espafiois que poden votar: os maiores de 18 anos. E a pobo-
aciéon ou universo.

Non é posible preguntarlles a todos (serfa moi caro ¢ moi lento), polo
que recorremos a algins deles: unha mostra. A opinion dunhas perso-

as sérvenos para facernos unha idea do que opina a totalidade da pobo-

acion.

Poboacién ou universo é o conxunto de todos os individuos ob-
xecto do noso estudio.

Mostra é un subconxunto extraido da poboacion. O seu estudio ser-
ve para inferir caracteristicas de toda a poboacion.

:Por que se recorre ds mostras?

Na practica é moi frecuente ter que recorrer a unha mostra para inferir
datos dunha poboacién por algin dos seguintes motivos:

e A poboacion € excesivamente nUMETOSa.
Por exemplo, a totalidade dos espafiois que poden votar.
e A poboacién é moi dificil ou imposible de controlar.

Por exemplo, a totalidade das persoas que entran nuns grandes alma-
céns 6 longo dunha semana.

e O proceso de medicién € destructivo.

Por exemplo, deséxase cofiecer a duracion media das lampadas que
hai nun almacén. A forma de saber a duracién dunha limpada € dei-
xala acendida ata que se funda e cronometrar o tempo. E claro que s6
poderemos probar con algunhas delas.

e Deséxase cofiecer rapidamente certos datos da poboacion e tardaria-
se demasiado en consultar a todos.

Por exemplo, as sondaxes electorais ou de opinion.
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11.2 ;COMO DEBEN SER AS MOSTRAS?

UNHA ANECDOTA INTERESANTE

Nas elecciéns americanas de 1936, nas
que gafiou Roosevelt, unha revista fixo unha
enquisa de infencién de voto a mdis de
catro milléns dos seus lectores e
equivocouse no seu prognéstico.

Outra enquisa realizada s6 a 4500
persoas anunciou o éxito de Roosevelt con
moita exactitude.

A razén é que no primeiro caso a mosira
non era representativa da sociedade
americana, pois todos eran lectores dunha
mesma revista, mentres que nas 4 500
persoas da segunda estaban ben
rep'f‘esentados todos os estamentos e
ideoloxias de dita sociedade.

Hai dous aspectos das mostras 6s que debemos prestarlles moita aten-
Cion: o seu tamafio ¢ c6mo se realiza a seleccién dos individuos que
a forman.

Respecto 6 tamaifio, é claro que se a mostra € demasiado pequena non
poderemos obter dela ningunha conclusién que mereza a pena. Sen
embargo, como vimos nas paxinas iniciais desta unidade, conséguense
imaxes sorprendentemente boas da realidade con mostras relativamente
pequenas. Na préxima unidade aprenderemos a obter con exactitude o
tamafio (nimero de individuos) que debe ter unha mostra para conse-
guir o que nos propofiamos.

Vexamos, a continuacién, cémo se seleccionan os elementos da mos-
tra.

Mostraxe

O substituir o estudio da poboacién polo da mostra, cométense erros.
Pero con eles contamos de anteman e poden controlarse.

Sen embargo, se a mostra estd mal elixida (non é representativa) pro-
ddcense erros adicionais imprevistos e incontrolables (nesgos).

A eleccién da mostra chimase mostraxe. Vexamos a continuacién cé-
mo debe realizarse a mostraxe para que nos proporcione mostras repre-
sentativas.

Mostraxe aleatoria

Unha condicién case indispensable para que unha mostra sexa repre-
sentativa € que os seus elementos se elixiran aleatoriamente, 6 azar. Se a
eleccion é subxectiva, os prexuizos de quen fai a eleccién proxéctanse
no resultado da mostra que reflectird o que esta persoa cre que é a rea-
lidade.

Por exemplo, imaxina que nun centro escolar se desexa saber o tempo
que dedican a estudiar, por temo medio, os 1300 alumnos e alumnas e
para iso extrdese unha mostra de 100 deles.

a) Se fora o director ou unha comisién de profesores 0s que elixiran os
alumnos, procurando que houbera alumnos “bos”, “medianos”, “frou-
X0s... a mostra seria parcial, pois non reflectiria a realidade senoén o
que o director ou os profesores creran ver da realidade.

b) Se se elixiran os 100 primeiros alumnos e alumnas que cheguen 6
centro un certo dia, tamén a mostra estaria contaminada, porque é
posible que chegar pronto 6 centro tefia que ver co grao de respon-
sabilidade de ditos alumnos €, por tanto, coa stia dedicacién & estu-
dio.

Dise que unha mostraxe ¢ aleatoria cando todos os individuos da
mostra se elixen 6 azar, de modo que todos os individuos da poboa-
cion tefien, a priori, a mesma probabilidade de ser elixidos.

No apartado seguinte veremos distintos tipos de mostraxes aleatorias.




11.3 TIPOS DE MOSTRAXES ALEATORIAS

EXERCICIOS RESOLTOS

Mostraxe aleatoria simple

E o tipo de mostraxe mdis sinxela e no que se basean todas as demais.
Para obter unha mostra, numéranse os elementos da poboacion e selec-
ciénanse 6 chou os n elementos que debe conter a mostra. Se os indi-
viduos son, por exemplo, parafusos contidos nun caixén, para obter a
mostra chega con tomar 7 deles por simple extraccion.

Mostraxe aleatoria sistematica

Mostranse os individuos e, a partir dun deles elixido 6 chou, témanse os
seguintes mediante “saltos” numéricos iguais. Por exemplo se o primei-
ro é 0 5° e o “salto” é de 13, escolleranse 52, 182, 312, 44°. ..

O “salto” denominase coeficiente de elevacién, h, e obtense median-
te o cociente enteiro entre o nimero de individuos da poboacién, N, e
o numero de individuos da mostra, #n: h = N/n.

O primeiro elemento, chamado orixe, escéllese 6 chou entre os nime-
ros 1, 2,3, ..., h

Unha vez numerados os N individuos da poboacién e sabendo que a
mostra ha de ser de tamano 7, o proceso que se segue €:

— Calculase o coeficiente de elevacion, h, dividindo N entre #.

— Pescddase o primeiro elemento da mostra, «,, obténdoo aleatoria-
mente de entre os h primeiros.

— Obtéfiense os restantes elementos da mostra: @, = a, +h, a; = a, +h,
a;=az+h, ..

Esta forma de mostraxe s6 ¢ valida se o criterio polo que se numeraron
os individuos da poboacion non ten nada que ver coa caracteristica que
se quere estudiar a partir da mostra.

1. Nun centro escolar hai 1 300
alumnos. Explica como se escolle
unha mostra de tamario 100.

a) Mediante mostraxe aleatoria
simple.

b) Mediante mostraxe aleatoria
sistemdtica.

Q EXERCICIOS PROPOSTOS

a) Sortéanse 100 numeros de entre os 1300. A mostra estard formada
polos 100 alumnos 6s que lles correspondan estes nimeros.

b) Coeficiente de elevacién: h = 1300 _ 13

100

— Sortéase un numero do 1 6 13. Supofiamos que sa¢ o 5.

— Os alumnos seleccionados para a mostra son os que corresponden
6s ndmeros 5, 18, 31, 44, 57, ..., 1 292.

1. Unha ganderia ten 3000 vacas. Quérese extraer a) Mediante mostraxe aleatoria simple.
unha mostra de 120. Explica cémo se obtén a mos-

tra:

b) Mediante mostraxe aleatoria sistematica.
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Mostraxe aleatoria estratificada

Se a poboacién pode dividirse en estratos (por exemplo, por idades:
menores de 18 anos; de 18 a 50; mais de 50), 4s veces convén elixir a
mostra fixando de antemin o nimero de individuos de cada estrato.
Cando estes mimeros son proporcionais 6s tamafios dos estratos, dise
que a mostraxe ¢ estratificada con reparto proporcional.

ESTRATOS E, E, E3 TOTAL
o 7 nl nz ns
N= DE INDIV. NA POBOACION N1 N2 N3 N —_—=—— =% = _ 2
o N N 1 V. 2 N 3
N*® DE INDIV. NA MOSTRA n, ny | 7 n

En cada estrato, os n; individuos da mostra elixense aleatoriamente.,

Procédese a unha mostraxe aleatoria estratificada cando se sup6n que a
pertenza a un ou outro estrato inflie na variable que estamos analizan-
do. Por exemplo:

— Pode supoierse que os alumnos de cursos superiores estudian miis
c6s demais.

— A idade inflGe nas opiniéns sobre aspectos sociol6xicos.

— A pertenza a unha ou outra comunidade auténoma pode influir na
“renda per cipita”, ou na “taxa de paro”, ou no prezo da vivenda, ...

EXERCICIOS RESOLTOS

1. Os 1300 almzmos dun centro Debe cumprirse: 100 = L _ My _ M5y n
repartense asi: © 1300 426 359 267 133 115
26 de 1° n

Loide Calculamos 7: 100 _ "™ - n = 100 <426 = =3277

359 de 22 1300 426 1300

267 de 3° Analogamente obtéfense os demais:
© 133de4* ny=2762, ny=20,54, n;=10,23, ny =885

115 de 5° ) .

A parte enteira destes nimeros suma: 32 + 27 + 20 + 10 + 8 = 97

cComo se elixird unha mostra de
100 alumnos mediante mostraxe Faltan 3 para chegar a 100. Aumentarémoslle unha unidade 0s tres co-
estratificada con reparto cientes que tefian a parte decimal maior: 7y, 1, € ns. Por tanto, os
proporcional? cen individuos da mostra obténense elixindo aleatoriamente os seguin-

tes alumnos:
33de 12, 28 de 22, 20de 32, 10de 42 e 9 de 5¢°

Para que sexa razoable que recorreramos 4 mostraxe estratificada con
reparto proporcional, a caracteristica que se analiza debe depender, nal-
gunha medida, do curso no que se encontra o alumno. Por exemplo a
estatura, ou ben o nimero de horas semanais de estudio ou outras,

& EXERCICIOS PROPOSTOS

2. Unha ganderia ten 2000 vacas. Son de distintas ra- mostraxe sexa estratificada con reparto propor-
zas: 853 de A, 512 de B, 321 de C, 204 de D e 110 cional?
de E. Queremos extraer unha mostra de 120:

]
b) ;Como debe ser a eleccién dentro de cada estra- |
a) ;Cantas hai que elixir de cada raza para que a to?




11.4 TECNICAS PARA OBTER UNHA MOSTRA ALEATORIA DUNHA POBOACION FINITA

NOMENCLATURA

O sorteo por extraccién denominase,
tamén, sorteo por insaculacién
(Literalmente, insaculacién significa mefer
nun saco. Alude é procedemento de
infroducir os nomeros ou papeletas nunha
bolsa ou caixa).

NOTA

@# random é aleatorio en inglés.

Non cortfundas esta tecla con ()
{redondeo).

@ EXERCICIOS PROPOSTOS

Xa dixemos nas paxinas anteriores que para obter unha mostra aleatoria
“sortéanse” os individuos da poboacién para decidir 6 azar ciles deles
forman parte da mostra. O “sorteo” pode realizarse de diversas formas:

Eleccién mediante extraccion

Nunha caixa introdicense tantas bélas ou papeletas numeradas como
individuos hai na poboacién (V). Estes foron previamente numerados
(1,2, 3, ..., N). Escollense 6 azar tantas papeletas como individuos debe
ter a mostra (7). Esta operacién pode realizarse de dtias formas distin-
tas:

— Sen volta: elixense simultaneamente, ou ben unha a unha, as 7 pa-
peletas.

—_ Con volta: elixense unha a unha 7 papeletas pero, despois de cada
extraccion, a papeleta elixida (e anotada) devélvese a caixa.

Con ambos os dous métodos conséguese unha mostra aleatoria, pois to-
dos os elementos da poboacion tefien, a priori, a mesma probabilidade
de ser elixidos. Sen embargo, se a eleccién se realiza con volta, poderia-
mos obter algin individuo repetido que haberia que desbotar e realizar
outra extraccién. Por iso, cando se procede por extraccion, debe reali-
zarse sen volta, pois, ademais, o proceso € mdis cémodo.

Obtencion de nimeros aleatorios

A calculadora ten unha tecla @# | que se chama xeradora de nimeros
aleatorios, coa cal se obtén 6 azar un nimero decimal comprendido
entre 0,000 ¢ 0,999. Por exemplo:

@) 8003

) [ TOIUES
Se multiplicamos un destes nimeros por N (nimero de elementos da
poboacién), obtemos un nimero decimal coa parte enteira comprendi-
da entre 0 e N— 1. Por tanto, se tomamos a parte enteira do nimero
obtido mediante a secuencia N X3 () 1 (3), obtemos un nimero

elixido 6 azarentre 1 e N.

Por exemplo, para N = 45:

w0 (G H03 0 45 @ 1 @ [IF263S) - 32

@ [T I 04s®m 13661 > 6

Obtivemos, asi, dous niimeros (32 e 6) elixidos ¢ azar entre 1 e 45.

1. Obtén aleatoriamente catro niimeros enteiros com-
prendidos entre 1 e 95.

2. Obtén cinco ndmeros enteiros elixidos aleatoria-
mente entre 1 e 800.
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Obtenciéon dunha mostra mediante nimeros aleatorios

Se repetimos 7 veces o proceso descrito 6 final da pixina anterior, ob-
teremos unha mostra de 7 elementos similar 4 que se obteria mediante
extraccion con volta. Teriamos que completar a operaciéon suprimindo
os elementos repetidos (que acaso haxa) e obtendo novos elementos
que os substitdan.

Para poboaciéns numerosas este €, evidentemente, 6 método mdis c6-
modo, pois non hai que andar preparando papeletas en grandes canti-
dades. Se a poboacién tivera mais de 1000 elementos, haberia que obter
os numeros aleatorios con ordenador, pois necesitaremos que tefian
mais de tres cifras decimais para poder “separar” todos os elementos da
poboacion.

Resumo:

— Se se obtén a mostra por insaculacién (extraccién de papeletas) de-
be realizarse sen volta.

— Se se recorre 6s nimeros aleatorios, conséguese unha mostra como
se fora con volta. Pode haber elementos repetidos que deben supri-
mirse e ser substituidos por outros.

EXERCICIOS RESOLTOS

|. Dunha poboacion de 423 Para multiplicar por 423 calquera nimero que apareza en pantalla, pro-
individuos, queremos extraer cedemos asi:

unha mostra de tamario 5.
423 ) (factor constante)

Describe o proceso para obtela

mediante niimeros aleatorios. Agora recorremos 6s niimeros aleatorios:

07 NUMERO ALEATORIO NUMERO ELIXIDO
CwgeaE | .
CNENRESd = DTS - 124

N

N

287

131

) R = T 75
i 0.683) = [ 285389 256

Os individuos con esta numeracién son os que forman a mostra.

4D EXERCICIOS PROPOSTOS

3. Dunha poboacién de N =856 elementos, desexa- 4. Dunha poboacién de 543 individuos, queremos
mos extraer unha mostra de tamafio 7 = 10. extraer unha mostra de tamafio 40 mediante nu-
meros aleatorios.

Mediante o uso de ntimeros aleatorios, designa ca-
les son os 10 individuos que compofien a mostra. Obtén os cinco primeiros elementos de dita mostra.




1. Poboacion. Mostra

En cada un dos casos que se
mencionan, o colectivo estudia-
do ;é poboacion ou é mostra?

2. Por qué se recorre a unha mostra

a) Un fabricante de parafusos, para realizar un control de calidade, re-
colle un de cada 100 parafusos fabricados nun dia e sométeos a di-
versas probas.

A poboacién € o conxunto de todos os parafusos fabricados pola ma-
quina. O fabricante escolle unha mostra.

b) Nuns grandes almacéns, para indagar sobre a eficacia dunba depen-
denta recentemente contratada, preguintaselles a todos os clientes
atendidos por ela durante o seu primeiro dia de traballo.

Posto que se lles pregunta a todos os clientes atendidos por ela, €
unha poboacién.

¢) Noutros grandes almacéns, para indagar sobre a eficacia dos depen-
dentes, preguntaselles a todos 0s clientes que saen por unba das portas
durante un dia.

£ unha mostra: tratase dunha parte dos clientes atendidos ese dia.
d) Nunbas eleccions locais escritanse as papeletas.

Nas eleccidns, referendos, etc., sempre s€ recorre 4 totalidade da po-
boacién (individuos censados e con dereito a voto por ter a idade mi-
nima esixida).

Explicar por qué, en cada un
dos seguintes casos, é impres-
cin‘dible —ou case imprescindi-
ble— recorrer a unba mostra.

@) Nun almacén hai 4200 vasos de vidro. Quérese estudiar a stia resis-
tencia d rotura. Para facelo, sométense a presions crecentes ata que
parten.

Posto que o proceso de medicién € destructivo, é imprescindible re-
correr a unha mostra e, ademais, tan pequena Como scxa posible (pe-
ro procurando que se poidan extraer do seu estudio conclusions fia-

bles).

b) Para estudiar o tempo de reaccion de cerias substancias, fanse reac-
cionar en 25 ocasions, tomando medidas en cada unba delas.

Nesta, como noutras experiencias, suponse que se se controlan todas
as variables (cantidades das substancias que intervefien na reaccion,
pureza das mesmas, presion, temperatura...), o resultado seria sempre
o mesmo. Sen embargo, o control das variables non é perfecto. Por
tanto, cada experimento pode dar lugar a un resultado distinto (su-
postamente serin moi parecidos a outros). A poboacién € infinita,
pois componse de todos 0s experimentos que S€ poderian realizar.

Naturalmente, temos que recorrer a unha mostra.

¢) O profesor, para ver se as suas explicacions foron entendidas polos
seus alummos, realiza varias preguntas enire eles.

As preguntas que realiza o profesor na clase son unha mostra que
serve para tentear o que saben os alumnos. Mesmo dos exames s6 se
extrae unha mostra dos seus cofiecementos, Xa que seria imposible
preguntirllelo todo.




3. Mostraxe

Dispoiiemos do censo electoral
dunba poboacion. Consta de
27800 electores. Desexamos ex-
traer unba mostra de 200 indi-
viduos.

a) ;Como se debe realizar me-
diante mostraxe aleatoria
sistemditica?

b) ;Como se debe realizar me-
diante wmostraxe aleatoria
simple?

Utiliza a funcion &% da calcu-
ladora.

4. Mostraxe estratificada

a) Mostraxe sistemadtica
Coeficiente de elevacién: h = 27 800/200 = 139

Isto significa que temos que seleccionar un individuo de cada 139.
Para saber por cil comezamos, eliximos 6 azar un nimero de 1 a 139.
Pode realizarse mediante a funcién @ dunha calculadora:

Obtencién do primeiro elemento:
ta?) & 139 @ 1 &, e quedamos coa parte enteira.
Por exemplo: &% [ T8 539X 139013 { 35.7873)
.O primeiro elemento serd o 75 da lista,
E os seguintes seran: 75 + 139 = 214, 214 + 139 = 353, ...

b) Mostraxe aleatoria simple

A secuencia @ (J 27800 )} 1 & proporciénanos un individuo 6
azar do colectivo inicial. Esta secuencia hai que repetila 200 veces pa-
ra seleccionar os elementos da mostra. Se aparece algin ndmero re-
petido, suprimese e obtense outro no seu lugar.

Os nimeros aleatorios haberia que obtelos con ordenador, para que
tefian, 6 menos, cinco cifras decimais.

Da poboacion anterior sabe-
mos que o 20% teiien entre 18 e
25 anos; 0 35% entre 26 e 40 e o
45%, mdis de 40.

JComo se extraeria unba mos-
tra de 200 individuos con estra-
los proporcionais a esas por-
centaxes?

5. Mostraxe estratificada

20% de 200 = 40
35% de 200 = 70
45% de 200 = 90

Elixiranse 6 azar 40 individuos de entre os que tefient de 18 a 25 anos;
70 de 26 a 40 anos e 90 de mdis de 40 anos.

Para iso, no censo deberin figurar as idades dos individuos.

Os empregados dunba empresa
estdn clasificados como indica
a tdaboa:

C D
200 | 100

CATEGORIA A B
400 | 300

N2 EMPREGADOS

Para facer unba consulta sobre
a modificacion do borario labo-
ral, elixense por sorteo 50 em-
pregados da categoria A, 40 da
B, 30da Ce 20daD.

¢E este un modelo de mostraxe
aleatoria estratificada?

¢E proporcional? ;Por que?

E unha mostraxe aleatoria estratificada.

Non € proporcional, porque
50 40 » 20, 20
400 300 200 100

Se quixeramos que fora proporcional, cunha mostra de

50 + 40 + 30 + 20 = 140 individuos,

fariamos: il
400 + 300 + 200 + 100 = 1000, 56 de A
140 (3J 1000 (EI300 400 (3) 300 (= 200 (3 100 & | 42 de B
{ J l N 28 de C
56 42 28 14 | 14deD

4




EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS
MR TR

| PARA PRACTICAR

En cada un dos casos que se mencionan a
continuacién, o colectivo s poboaciéon ou €
mostra?

Explica por qué.

a) Un campesifio ten 87 galifas. Para probar
a eficacia dun novo tipo de alimentacion
que acaba de aparecer, pésaas todas antes
e despois dos 30 dias que dura o tratamen-
to.

b) Un granxeiro proba con 100 das stas galifias
a eficacia dun novo tipo de alimentacion que
safu 6 mercado.

Para preparar un folleto publicitario, un fabri-
cante de eldsticos quere estudiar a sia resisten-
cia 4 rotura. Para iso, estiraos ata que rompen €
anota o grao de estiramento que acadan sen
romper.

;Pode realizar dito estiramento sobre a poboa-
cién ou é imprescindible realizalo sobre a mos-
tra? ;Por que?

S6 un dos seguintes procedementos nos permi-
te obter unha mostra representativa. Di cil € e,
mos outros, estudia o sentido do nesgo e a sia
importancia:

a) Para estudiar as [recuencias relativas das
letras, témanse 6 azar 20 libros da biblioteca
dun centro escolar e contanse as veces que
aparece cada letra na paxina 20 dos libros
seleccionados.

b) Para cofiecer a opinidon dos seus clientes
sobre o servicio ofrecido por uns grandes
almacéns de certa cidade, selecciénanse O
azar, entre os que posien tarxeta de compra,
100 persoas entre as que gastaron menos de
1000 € o ultimo ano, outras 100 entre as que
gastaron entre 1000 € e 5000 €, ¢ 100 mdis
entre as que gastaron miis de 5000 €.

N

C

Para calcular o nimero medio de persoas que
estan adscritas a cada cartilla nun Centro de
Satide da Seguridade Social, os médicos
toman nota de todas as cartillas das. persoas
que acoden 4s consultas durante un mes.

Dun colectivo de 500 persoas elixe unha mostra
de 20 mediante:

a) Unha mostraxe aleatoria sistematica.
b) Unha mostraxe aleatoria simple.

Utiliza a tecla @ da calculadora.

Nun conxunto de 1000 conductores hai:
— 50 taxistas.
— 75 camioneiros.

— 25 conductores de autobus.

O resto son conductores de vehiculos correntes
e repartense asi:

— 250 con mdis de 20 anos de experiencia.
— 425 cunha experiencia de entre 5 € 20 anos.

— 175 cunha experiencia de 0 a 5 anos.

Para confeccionar unha mostra de 40 individuos
mediante mostraxe aleatoria estratificada pro-
porcional, jcantos hai que seleccionar de cada
un dos seis estratos?

En determinada provincia hai catro comarcas,

cun total de 1500000 persoas censadas. Delas,
300000 residen en C1, 450000 en C2 e 550000
en C3. Quérese realizar un estudio sobre 0s cos-
tumes alimentarios nesa provincia baseado
nunha mostra de 3000 persoas.

a) ;Que tipo de mostraxe deberiamos realizar se
queremos que na mostra resultante haxa re-
presentacién de todas as comarcas?

b) §Que nimero de persoas haberfa que selec-
cionar en cada comarca, atendendo a razéns
de proporcionalidade?

) ¢Como seleccionarias as persoas en cada co-
marca?

Xustifica as respostas.

, :
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Nun centro de ensino con 981 alumnos e alum-
nas, vaise facer unha sondaxe sobre tendencias
politicas. Vaise escoller unha mostra de 84 estu-
diantes. No centro hai 5 cursos (12, 29, 32 49 ¢
59) cun nimero de alumnos e alumnas en cada
un deles de 345, 234, 190, 140 e 72. ;,Cantos

alumnos deberemos escoller de cada curso se

desexamos que a mostraxe sexa estratificada
con reparto proporcional?

Queremos seleccionar unha mostra de 50 alum-
nos de 2° Bacharelato. En cada un dos seguintes
casos debes decidir se a mostraxe debe ser ale-
atoria simple ou estratificada por sexos (rapaces-

| rapazas) para estudiar as variables indicadas:

a) Estatura.

b) Tempo que empregan os alumnos en ir da
sda casa 6 instituto.

©) Agudeza visual (porcentaxe de alumnado con
lentes).

d) Incidencia de carie dental.
e) Practica de futbol.
) Lectura dalgin xornal.

PARA PROFUNDAR

Se contas o nimero de persoas € o numero de
g£ans que viven no teu portal e todos os compa-
fieiros e compafieiras facedes 0 mesmo, obtere-
des unha mostra coa que podedes estimar o
ndimero de cans que hai na vosa poboacién.

a) ¢Como é de fiable esta estimacién?
b)(E aleatoria a mostra que utilizaches?

o) (Océrreche un procedemento mellor para
seleccionar a mostra?

Para facer un estudio sobre os hibitos ecoléxi-
cos das familias dunha cidade, seleccionironse,
por sorteo, as direccidns, rda e ndmero que
seran visitadas. Se nun portal vive mais dunha
familia, sortearase entre elas a que serd selec-
cionada.

¢Obteremos con este procedemento unha mos-
tra aleatoria?

(Pensa se ten a mesma probabilidade de ser
incluida na mostra unha familia que vive nunha
vivenda unifamiliar, que outra que vive nun blo-
que de 32 vivendas).

11

12

A validez da informacién que nos proporciona
unha enquisa depende, en gran medida, da coi-
dadosa elaboracion do cuestionario.

Algunhas das caracteristicas que deben ter as
preguntas, son:

— Ser curtas e cunha linguaxe sinxela.

— As suas respostas deben presentar opciéns
non ambiguas e equilibradas.

— Que non requiran esforzo de memoria.
— Que non levanten prexuizos nos enquisados.

Estudia se as seguintes preguntas son adecuadas
para formar parte dunha enquisa e corrixe os
erros que observes:

a) ¢Canto tempo adoitas estudiar cada dia?

Moito [] Pouco [J

O

Segundo o dia

b) ¢Cantas veces fuches 6 cine 6 longo do ano
pasado?

©) ¢Que opinién tes sobre a xestidn do alcalde?

Moi boa Boa O Indiferente [J

d) ¢Perden os seus fillos o tempo vendo a tele-
visién?
Si[J Non [

e) ¢En que grao cre vostede que a instalacién da
planta de reciclaxe lle afectaria 6 emprego e
as condiciéns de satde da nosa cidade?

Quérense realizar os seguintes estudios:

a) Tipo de transporte que utilizan os vecifios
dun barrio para acudir 6 seu traballo.

b) Estudios que pensan realizar os alumnos e
alumnas dun centro escolar & terminar o
Bacharelato.

©) Idade das persoas que viron unha obra de
‘teatro nunha cidade.

d) Nimero de horas diarias que ven a televisién
0s nenos € nenas espafois con idades com-
prendidas entre 5 e 10 anos.-

Di en cada un destes casos cal é a poboacién.

¢En cales deles é necesario recorrer a unha mos-
tra? ;Por que?




INFERENCIA ESTATISTICA.
ESTIMACION DA MEDIA

n dos problemas mdis sinxelos da estatistica inductiva é o de es-

timar o valor da media dunha poboacién a partir dunha mos-

tra. A estimacién realizase de forma aproximada (mediante un
intervalo) e cunha certa inseguridade {asignando un “nivel de confian-
za” & resuliado). O tamaiio da mostra inflde na finura da estimacién.
Para realizar este proceso bétase man da curva normail.

A distribucién normal, como sabes, foi descrita por primeira vez por
De Moivre (en 1733) e redescuberta por Gauss mais de medio século
despois. O propio Gauss xustificou a sia omnipresencia mediante uns
razoamentos que son o antecedente do teorema central do limite que
estudiaremos nesta unidade.

PARA EMPEZAR, REFLEXIONA E RESOLVE

Lanzamento de varios dados A media dos resultados de tres dados distribtiese asi:

A distribucién da probabilidade correspondente 6
lanzamento dun dado correcto é:

Se lanzamos dous dados e calculamos a media dos
seus resultados (por exemplo, un 3 e un 5 fan unha
media de 4), a distribucién de probabilidades é:
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Imos comparar a media e a desviacion tipica destas [T i T T T I 1T 1
catro distribuciéns: L ,f'\\_' ' pepl TTTT
— | 11 =R TE
BiE L r/ | L1
MEDIA | DESVIACION TIPICA . bl INEEEEE
L AN N
UN DADO 3,5 1,71 1] LN TR Sl
. el s |
DOUS DADOS (media) 35 1,21 EElE Y / LI N ‘
13 [ . ] |
TRES DADOS (media) 35 0,98 A+ ‘. - |
| 1] ¥ / L -_\\ . N |
3 o 5 |
CATRO DADOS (media) 35 0,86 v [ ST
7 il 4 NN |
/ " " \ |
- id '_/ 5 |
B E evidente, 4 vista da tdboa anterior, que as catro = Y/ 3 SN '
medias son iguais mentres que a desviacién tipica L L]
€ tanto menor canto mais dados participan. 1 2 3 4 5 6 |
Comproba na tiboa anterior que a desviacién tipi- -
ca para n dados é igual a: ¥ Mirando as grificas, xustifica as seguintes afirma- P

ciéns: Ly

(Desviaci6n tipica para un dado) / Vn — Cantos mdis dados intervefien, miis se parece a

ara n=2 n=3 "=4 distribucién das stas medias 4 curva normal.
para n=2,n=3 e n=4,

e . p — Todas as distribuciéns tefien a2 mesma media. r
Na grafica da dereita podes ver c6mo comparamos |

as catro graficas representindoas xuntas, para un, — Cantos mais dados intervefien, menor desvia-
dous, tres e catro dados. cion tipica ten a distribucion.

NESTA UNIDADE VERAS

Os resultados vistos nesta pdxina para un, dous, tres — 0 calculo de probabilidades nunha distribu-
ou catro dados describen, de maneira simplificada, cién normal calquera, N(u, o),

0 Teorema Central do Limite, basico para relacio-
nar a media dunha poboacién coa media dunha
mostra extraida dela.

e sistematizamos a obtencién de intervalos cen-
trados na media e que contefian unha certa pro-
porcion de individuos (intervalos caracteristi-
COS).

¥ Unha ferramenta basica para a inferencia estatisti-

g istribuciéon normal. S .
ca € a distribucion norma ® O Teorema Central do Limite permite, coa

axuda da distribucién normal, describir a distri-
bucion das medias das mostras dun certo ta-
mano en funcién dos pardmetros da poboacién.

Comezamos a unidade repasando brevemente:

— o calculo de probabilidades nunha distribu-
cién normal N(O, 1),

B Os intervalos caracteristicos correspondentes 4 i
distribucion das medias mostrais permiten, con ‘
certa sinxeleza, construir outros intervalos cos ‘1'
que se estima o valor da media da poboacién a
partir da media dunha certa mostra. Son os inter- ‘
valos de confianza; a sia obtencién é o obxec- i

0 tivo principal desta unidade.




12.1 DISTRIBUCION NORMAL. REPASO DE TECNICAS BASICAS

Como vimos nas ddas paxinas coas que se inicia esta unidade e como se
ratificard nos préximos apartados, 6 tratar coas medias mostrais aparece
con moita frecuencia a distribucién normal. Imos realizar un breve repa-
so do cilculo de probabilidades en distribuciéns normais.

Utilizacién da tdboa da normal N(O, 1)

Na distribucion N(0, 1), a variable adoita representarse pola letra z. As
taboas que aparecen a continuacion dannos as probabilidades Plz < k]
para valores de %k de 0 a 4, de centésima en centésima. A estas proba-
bilidades chamaselles ¢(&):

(k) = Plz< A

0 k d(k) = Plz < k], z distribdese N(O, D
SR O valor de k& buscase asi:
k 0 1 z 5 4 5 6 v 8 9 Unidades e décimas na columna da
00 | 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359 esquerda.
01 | 05398 0543 05478 05517 05557 05596 05636 05675 05714 05754
02 | 05793 0583z 05871 05910 05048 05987 06026 06065 06105 06141 Centésimas na fila de arriba.

03 | 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 0,6480 06517
04 | 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 0,6808 0,6844  0,6879

O numero que nos di a taboa é o valor
05 | 06915 06950 0698 07019 07054 07088 07125 07157 07190 07224

06 | 07258 07201 07324 07357 07389 07422 07454 07486 07518 07549 de:

07 | 07580 07612 07642 07673 07704 0773 07764 0779 07825 07852

08 | 07881 07910 07939 0797 0799 08023 08051 08078 08106 0,813 ¢(k) = Plz< k]

09 | 08159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 08340 08365 0,839

10| 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08599 08621

11 | 08643 08665 08686 08708 08729 08749 08770 08790 08810 08830 * Exemplos

12 | 08849 08869 08888 08007 08925 08944 08962 08980 0,897 09015

13 | 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177 Plz <0,83] = $(0,83) = 0,7967
L4 | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09202 09306 09319

15 | 09332 0935 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 09441 Plz £ 23] = $(2,30) = 0,9893

16| 09452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 09535 09545
17| 00554 09564 09573 09582 0991 09599 09608 09616 09625 09633
18 | 09641 09649 0965 09664 09671 09678 09686 09693 09699 0,970 Plz < 1] = ¢(1,00) = 0,8413
19 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767

09772 09778 09783  0,9788 09793 09798 09803 09808 09812 09817

UNIDADES E DECIMAS
r~
<

21 | 09821 09826 09830 0983 09838 09842 09846 09850 09854 09857 Reciprocamente, se conecemos o va-
22 | 09861 09864 09868 09871 09875 09878 09881 09884 09887  0,9890 P 4 _
23 | 09893 09896 09898 09901 09904 09906 09909 09911 09913 0,916 lor da probabilidade ¢(k), podese sa
24 | 09918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 0993  0,9936 ber o valor de k.

25 | 09938 00940 09941 09943 0,9945 09946 09948 09949 09951 09952

26 | 09953 09955 09956 09957 09959 09960 09961 09962 09963 09964 .

27 | 09965 09966 09967 09968 09969 09970 09971 09972 09973 09974 Exemplos

28 | 09974 09975 09976 09977 09977 09978 09979 09979 09980  0,9981

29 | 09981 09982 09982 09985 09980 09984 0995 09985 09986  0.9986 Plz<kl = ¢k = 0,7190 —
30 0,9987 0,9987 09987 09988 0,9988 0,9989 0,9989  0,9989 09990  0,9990

31 0,990 09991 0,991 09991 09992 09992 09992 09992 0993 09993 - k=058
32 | 09993 09993 09994 09994 09994 09994 09994 09995  0,9995 09995
33 | 09995 09995 09995 09996 09996 09996 0996 09996 09996  0,9997 < = =
34 | 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09998 Plz < &l ¢(/€) 0’8643 -
35 | 09998 09998 09998 09998 09998 09998 09998 09998 09998  0,9998 -5 k=11
)

36 | 09998 09998 09999 09999 09999 09999 09999 09999 0,999 09999
£ 0,9999  0,9999  0,9999 09999 09999 09999 0,9999 09999  0,9999  0,9999
38 | 09999 0999 09999 09999 09999 09999 09999 09999 09999 09999 Plz< k] = d)(/e) = 0,5560 —
3.9 1,0000  1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

— k=~0,14

Lembremos que nunha distribucién de variable continua as probabilida-
des puntuais son nulas: Plx = k] = 0. Por tanto, Plx < k] = Plx < &l.
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Célculo de probabilidades nunha distribucién N(0, 1)

W Se k20, as probabilidades Plz < k] = Plz < k] = ¢ (k) encoéntran-
se directamente nas tiboas.

W Plzzkl=1-Plz<kl=1-¢0)

W Para abscisas negativas, Plz < -k] = Plz 2 k] = 1- ¢ (k).

As restantes probabilidades poden obterse a partir destas como se ve
nos seguintes exemplos:

LPlz>2186l=1-Plz<1,86 =1~ $(1,86) = 1 —0,9686 = 0,0314

0 1,86

2. P0,18 < 2<1,291 = $(1,29) - $(0,18) = 0,9015 — 0,5714 = 0,3301

—_—
0018 1,29

— $(1,29) —————
“——— $0,18)

0,18 1,29

3. P[-0,56 < < 1,9] = Pz < 1,9] — Plz < -0,56]
Plz£-0,56] = P[z > 0,56 =1 - ¢(0,56) = 1 - 0,7123 = 0,2877
P[-0,56 < z<1,9] = $(1,90) — 0,2877 = 0,9713 — 0,2877 = 0,6836

20,56 1,9

4. Pl-183<z<-1]=P[1 <2< 1,83] = $(1,83) — $(1,00) =
= 0,9664 ~ 0,8413 = 0,1251

-1,83 -1 1 1,83

. Q EXERCICIOS PROPOSTOS

I. Calcula as seguintes probabilidades nunha distri- 2. Calcula o valor de % (exacta ou aproximadamen-
bucién N(0, 1): te) en cada un dos seguintes casos:
a) Plz > 28] b) Plz<-1,8] ¢ Plz>-1,8] a) Plz< &kl =0,5 b) Plz < k] = 0,8729
d) P[1,62 < z< 23] e Pl[1<z<72] A Plz< k=09 d) Plz < Al = 0,33
f) PI-0,61 <z < 1,4] g Pl-1<z<2] e Plz< k=02 f) Plz >kl = 0,12
h) P[-2,3 < 2 < -1,7] i) Pl-2 <z <-1] g) Plz > k] = 0,9971 h) Plz > Bl = 0,6




Célculo de probabilidades nunha distribucién Ny, o)

En esencia, todas as distribuciéns normais son a mesma. Por iso, para
calcular a probabilidade de que unha variable x, normal N(u, ), es-
tea comprendida entre certos valores sé importa saber “cintas desvia-
cidns tipicas se separan da media” cada un deses valores.

Na grafica da marxe, o intervalo sinalado caracterizase asi: “desde unha
desviacion tipica 4 esquerda da media ata ddas desviacions tipicas 4 de-
reita da media”.

Isto pode dicirse mais comodamente asi: “correspéndelle o intervalo
(-1, 2) na distribucién N(0, 1)".

p-—o<x<u+2c & -1<z<2

Toda distribuciéon N(u, ¢) € unha distribucién N(0, 1) se a variable a
expresamos en “nimero de desviaciéns tipicas que se separa da media”.

x é N, o) > z es N, 1

a-p
 NOMENCLATURA a <« p
A este proceso, pasar dunha variable x b o b-p
N(u, o) a unha variable z N0, 1), p=
chdmasellé fipificacién da variable. As
probabilidades da variable tipificada poden (a. bl o a-u b-u ]
calcularse mirando nas taboas. ’ s ©
a<x<b © a_p c,cbop
c o
EXERCICIOS RESOLTOS
1. Nunha distribucion N(66, 8), x é N(66,8) < =z é NO,D
calcula:
70 — 66
0 =0
a) Plx < 70] 0© 8 &
b) Plx > 80] 80 <« 80-66 _175
¢) P[70 < x < 80/ 8
a) Plx <70} & Plz<0,5]=0,6915
b) Plx <801 <« Plz<1,75]=0,9599, Plz>1,75] = 0,0401
) P[70<x<80] < Pl0,5<z<1,75] =0,9599 —0,6915 = 0,2684

Soluciéns:

a) Plx < 701 = 0,6915; b) Plx < 80] = 0,0401; ©) P[70 < x < 80] = 0,2684

& EXERCICIOS PROPOSTOS

3. Nunha distribucién N(18, 4), calcula as seguintes 4. Nunha distribucién N(6; 0,9), calcula & para que
probabilidades: se dean as seguintes igualdades:
a) Plx < 20] b) Plx > 16,5] ¢) Plx < 11] a) Plx < bl = 0,9772 b) Plx < k] = 0,8

d) P19 < x < 23] e P11 < x < 25] O Plx <k =03 d) Plx = K = 0,6331
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12.2 INTERVALOS CARACTERISTICOS

0,05

0,05

MOI IMPORTANTE

PRINCIPAIS VALORES CRITICOS

| = a/2 Z./2
0,90 0,05 1,645
0,95 0,025 1,96
0,99 0,005 2,575

4D EXERCICIOS PROPOSTOS

Se a variable x ten unha distribucién de media Y, chidmase inter-
valo caracteristico correspondente a unha probabilidade p a un
intervalo centrado na media, (p - &, u + k), tal que a probabilidade
de que x pertenza a dito intervalo é p:

Plu—k<x<p+kl=p

Determinemos, por exemplo, o intervalo caracteristico dunha distribu-
cién normal N(0, 1) correspondente 4 probabilidade p = 0,9.

Se dentro do intervalo hai unha drea de 0,9, fora del habera 0,1. Posto
que o intervalo € simétrico, a 4rea de cada unha das ddas colas é de
0,05. Por tanto:

Plz> k=005 > Plz<k= 0,95
Nas taboas encontramos §(1,64) = 0,9495, $(1,65) = 0,9505.

Por tanto, asignarémoslle a £ o punto medio dos valores 1,64'e 1,65. £
dicir, k= 1,645 e, por tanto, P[-1,645 < z < 1,645] = 0,9.

Encontramos un intervalo [-1,645; 1,645], simétrico respecto 6 0, dentro
do cal hai unha 4rea do 90% do total.

Intervalos caracteristicos en distribuciéns N(0, 1)

En adiante imos usar con moita frecuencia intervalos caracteristicos de
distribuciéns normais e, en particular, da ~N(O, 1).

Nunha distribucion normal N(0, 1), se
(—k, B € o intervalo caracteristico
correspondente a unha probabilidade
b, € dicir, se

—k Ie=-z

Pl-k<z<Pkl=p
diremos que % é o valor critico correspondente a  p.

Os valores criticos correspondentes s probabilidades 0,9; 0,95; 0,99 uti-
lizanse moito e son, respectivamente, 1,645; 1,96; 2,575.

Habitualmente designase a probabilidade p mediante 1 — a. O valor
critico correspondente denominase z,,, e téfense as igualdades:

Plz>z ,)l=0/2 ; Plzy,<z<z,l=1-a

1. Calcula razoadamente os valores criticos corres- 2. Calcula os valores criticos correspondentes:

pondentes ds probabilidades 0,95 e 0,99.

a) o = 0,09 b) o = 0,21 o) o = 0,002

—

L




Intervalos caracteristicos en distribuciéns normais
calquera

Sexa x unha variable N(u, 6). Desexamos encontrar un intervalo cen-
trado na media, (u—k, p+ k) talque Plxe(u-k p+l=p=1-0.
E dicir, un intervalo no que estea o 100 - (1 — a)% dos individuos da
poboacién.

Se x é N(u, o), entén z=2"H ¢ N(0, 1.
G

Tendo en conta os resultados da pédxina anterior, o intervalo caracteris-

tico de z=2=H correspondentea p=1-a ¢é 2y Zap:
c

E dicir, -z, < XMoo 2, cunha probabilidade 1 - a.

c
By O SX—HUSZy O
Isto equivale a: ou ben
M= Zyp O<X<U+Z,, OC

Obtense, asi, o intervalo (W -2, G, W+ 2, 0.

Nunha distribucién N(u, 6) o intervalo caracteristico corresponden-

te a unha probabilidade p=1-a &
(=24, 0, Bt2zy,, O

Por tanto:

Para 0 90%, 1-a =09 — z,,=1645 - (U-1,6450, p+1,6450)

Para095%, 1-a =095 = z,,=19 — (u-1960, u+1960)

Para 9%, 1-a=0,99 = z,,=2575 - (U-25750, u+25750)

EXERCICIOS RESOLTOS

1. Nunba distribucion N(66, 8), 90%: (66 — 1,645 - 8; 66 + 1,645 - 8) = (52,84;: 79,16)
obtén os intervalos caracteristi-
cos para o 90%, para o 95% e j
para o 99%. E dicir, que Plx €(52,84; 79,161 = 0,9

95%: (66— 1,96 -8, 66 + 1,96 - 8) = (50,32; 81,68) —
— Plx €(50,32; 81,68)] = 0,95

99%: (66 — 2,575 -8, 66 + 2,575 - 8) = (45,4; 86,6) —
— Plx €(45,4; 86,6)] = 0,99

Isto significa que o 90% dos individuos estd neste intervalo.

&> EXERCICIOS PROPOSTOS

—

3. Nunha distribucién N(173, 6) obtén os intervalos 4. Nunha distribucién N(18, 4) cdlcula os intervalos
caracteristicos para o 90%, o 95% e 0 99%. caracteristicos para o 95% e o 99,8%.
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12.3 DISTRIBUCION DAS MEDIAS MOSTRAIS

Recordemos os resultados que se obtiveron nas ddas primeiras péxinas
desta unidade, nas que nos interesabamos polas medias das puntuaciéns
obtidas 6 lanzar dous, tres ou catro dados.

O resultado do lanzamento.dun dado pode considerarse un individuo
dunha poboacién infinita: lanzar un dado indefinidamente. Lanzar un
dado catro veces (ou lanzar catro dados) pode ser considerado
como unha mostra de tamafio catro desa poboacién.

Segundo ese punto de vista, a experiencia que describimos nas
paxinas iniciais da unidade pode resumirse asi:

Se da distribucién “resultado obtido & lanzar un dado” extraemos
mostras de tamaiios 7 =2, n =3, 1 = 4, ... a distribucién das
stias correspondentes medias parécese a unha distribucién nor-
mal tanto mdis canto maior sexa n. Ademais, 6 aumentar 7
(o nimero de dados):

— A media mantense constante.

— A desviacién tipica vai diminuindo.

Este resultado relativo 6 lanzamento dun dado xeneralizase para
calquera distribucion segundo o seguinte teorema.

Teorema Central do Limite

Dada unha poboacion de media p e desviacién tipica o, non ne-
- cesariamente normal, a distribucién das medias das mostras de

* NON O ESQUEZAS tamafio #:
X > 0 * Ten a mesma media, p, cd poboacién.
x é Nlu, o/vn) (se n=30) * A sua desviacion tipica é o/ n e, por conseguinte, diminde 6

aumentar 7.
® Cando 7 > 30 € practicamente normal.

E importante sinalar que este teorema € valido calquera que sexa a dis-
tribucion da poboacion de partida, tanto se é discreta como continua.

~

O grao de aproximacion da distribucién das medias mostrais 4 corres-
pondente normal depende do tipo de poboacién de partida e do valor
de n.

— Se a poboacién de partida € normal, tamén o seri a distribucién das
medias mostrais, calquera que sexa o valor de .

h MOI IMPORTANTE — Ainda que a poboacion de partida non sexa normal, a distribucién
Se a poboacién de partida é normal, das medias mostrais pode ser moi parecida 4 normal, mesmo para
tamén é normal a distribucién das valores pequenos de % (como vimos nas experiencias anteriores)
medias das mostras de famafio n, pero para » > 30 € seguro que se consegue unha grande aproxi-

calquera que sexa o valor de n. macioén 4 normal calquera que sexa a distribucién de partida.




TEN EN CONTA

o XpEXpt X, ZX;
X_. [
n n

¥x. = nx

!

EXERCICIOS RESOLTOS

Consecuencias do teorema central do limite
Vexamos algunhas das vantaxes que nos achega o teorema central do
limite:

1. Control das medias mostrais

Nunha poboacién de media p e desviacion tipica o, dispofiémonos a
extraer unha mostra de tamafio 7. Antes de facelo, sabemos que a dis-
tribucién das medias, x, de todas as posibles mostras € N (n, o/ \n) e,
por tanto, podemos tratar de cofiecer a probabilidade de que a media
dunha mostra concreta estea nun certo intervalo.

II. Control da suma de todos os individuos da mostra
7 _ yi3
Posto que 2 X, = nx, sabemos que Y x; distribliese normal de me-
i=1 i=1

. o G
dia np e desviacion tipica n——= = o7 :

Vn

ixi é N(np, oVn)

i=1

Por tanto, podemos calcular cal € a probabilidade de que a suma dos
elementos dunha mostra estea, a priori, nun certo intervalo.

IIL. Inferir 2 media da poboacién a partir dunha mostra

Esta é a aplicacién mais importante do teorema central do limite. A par-
tir dunha mostra poden extraerse conclusiéns validas sobre a media da
poboacién de partida. Verémolo mais adiante.

1. As bolsas de azucre envasadas
por unha certa maquina terien
pn=500g e o=35g. As bolsas
empaquétanse en caixas de 100
unidades.

a) Calcula a probabilidade de
que a media dos pesos das
bolsas dun paquete sexda
menor que 495 g.

b) Obién o intervalo
caracteristico de x para unha
probabilidade do 95%.

¢) Calcula a probabilidade de
que unba caixa de 100 bolsas
pese mdis de 51 kg.

A totalidade das bolsas producidas pola méquina € unha poboacion de
media p=500g e c=35g.

Cada caixa é unha mostra de 100 individuos.

As medias, x, dos pesos das bolsas dunha caixa distribliense normal de

media p =500 g e desviacion tipica o - % . 3,5
n
V100

x € N(500; 3,5
@) PLx < 4951 = P[z < 4—953%@] - Plz<-1,43] = Plz > 1,43] =
=1-¢(1,43) =1-0,9236 = 0,0764

b) O valor critico correspondente a p = 0,95 € 1,96.
O intervalo caracteristico é€:

(500 % 1,96 - 3,5) = (493,1; 506,
95%

-1,96 0 1,96
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100
19) gllxl. € N(50000, 350). Por tanto:

s 51000 — 50 000
350

=1-¢(2,86) = 1-0,9979 = 0,0021

E dicir, pouco mais de 2 caixas de cada 1000 pesardn mais de 51 kg.

P[Zx; > 51000] = P[z ] = Plz>286] =

2. Os pesos en quilogramos dos
soldados dunha quinta seguen
unhba distribucion normal
N(69, 8). As gardas nun
rexemento estan formadas por 12
soldados.

a) Determina a probabilidade de
que a media dos pesos dos
soldados dunha garda sexa
superior a 71 kg.

b) Obién o intervalo
caracteristico para x
correspondente a unba
brobabilidade de 0,9.

¢) ¢Cal é a probabilidade de que
a suma dos pesos dos soldados
dunba garda sexa menor que
800 kg?

d) ;Cal é a probabilidade de que
un membro da garda, elixido
0 azar, pese mdis de 93 kg?

EXERCICIOS PROPOSTOS

Supofiemos que as gardas se forman tomando 12 soldados 6 azar (ou
mediante un procedemento similar en esencia: orde alfabética, por
exemplo). En tal caso, a media dos pesos, x, € normal de media

=69 e desviacién tipica o = - 2,31 (ainda » < 30, isto é asi

V12

porque a poboacién é normal).

x é N(69; 2,31

a) Pl > 71] = P[z > 712;3169] = Plz>0871=1-¢(0,87) =

H

=1-0,8078 = 0,1922

b) O valor critico correspondente a p=0,9 é 1,645. O intervalo &
(69 £ 1,645 - 2,31) = (65,20, 72,79
Isto significa que o 90% das gardas tefien un peso medio comprendi-
do entre 65,20 kg e 72,79 kg.
© 12 x 69 = 828 12 x 2,31 = 27,72
Por tanto, Zx é N(828; 27,2)

< 800 - 828
27,72

=1-¢(1,0D) =1-0,8438 = 0,1562

P[ZEx < 800] = P[z ] = Plz<-1,01] =

d) Un individuo tomado 6 azar de entre un grupo que tamén foi elixido
6 azar €, sinxelamente, unha extraccién 6 azar da poboacién. E dicir,
x € N(69,8). Por tanto:

Plx> 93] = P[z> 93%69} = Plz>3]=1- () = 0,0013

1. Os pariametros dunha variable son:
0 =438. Disponémonos a extraer unha mostra de

7 =400 individuos:

a) Obtén o intervalo caracteristico para as medias
mostrais correspondentes a unha probabilidade

p=10,99.
b) Calcula P[16 < x < 17].

p o= 16,4, 2. Os soldos, en euros, dos empregados dunha fibri-
ca distribliense N (1 200, 400). Elixese 6 azar unha
mostra de 25 deles. ;Cal é a probabilidade de que

a suma dos seus soldos sexa superior a 35 000 €7

Calcula o intervalo caracteristico para as sumas de
25 individuos, correspondentes a unha probabili-
dade de 0,9.

$




12.4 EN QUE CONSISTE A ESTATISTICA INFERENCIAL

Imos analizar tres situacions, parecidas pero moi distintas:

PROBLEMA 1. As estaturas dos soldados dun rexemento tefien unha media
u =175 e unha desviacién tipica o = 5. ;Cal é a probabilidade de que
a estatura media dos 32 soldados que deben facer garda esta noite estea
comprendida entre 174,4 e 175,6?

CONECEMOS PREGUNTAMONOS
A media p da A media x dunha
poboacién. No * mostra. Nunha garda:
rexemento: W = 175 Plx e (174,4; 175,6)P

PROBLEMA 2. A estatura media dos 32 soldados que foron seleccionados
para facer garda é X = 175 cm. Cal é a probabilidade de que a media,
u, de todos os soldados do rexemento estea no intervalo (174,4; 175,6)?

CONECEMOS PREGUNTAMONOS
A media x dunha A media p da poboacién.
mostra. Nunha garda: ’ No rexemento: Py €
x =175 (174,4; 175,6)F

PROBLEMA 3. Afirman que a media das estaturas dos soldados dun rexe-
mento é p = 175. Para comprobalo extraemos unha mostra de 32 sol-
dados e calculamos a sia media, x = 175,8. (E razoable admitir a hip6-
tese de que p = 175?

CONECEMOS PREGUNTAMONOS
A media x dunha E admisible a
5 mostra. Nunha garda: * afirmacién de que
x =175,8 p=175?

No PROBLEMA 1 cofiecemos a poboacion. A partir de ai pretendemos de-
ducir o comportamento das mostras. [sto aprendemos a facelo nos
apartados anteriores, baseindonos no Teorema Central do Limite.

No PROBLEMA 2 cofiecemos unha mostra ¢, a partir dela, pretendemos
deducir aspectos da poboacién. En concreto, pretendemos inferir o va-
lor da media da poboacién a partir do cofiecemento da media dunha
mostra.

Este € un tipico problema de estatistica inferencial: estimar o valor dun
parametro da poboacion a partir dunha mostra. Dedicarémonos a el no
resto desta unidade.

No PROBLEMA 3 temos unha afirmacién, unha hipétese: a media da po-
boacién € p = 175. Pero non temos garantias de que sexa certo. Para
contrastalo, extraemos unha mostra e, a partir do seu resultado,
x =175,8, debemos decidir se a hipdtese € ou non admisible.

Este problema ¢é outra situacién de estatistica inferencial: a teoria da de-
cision (contrastes de hipoteses) que trataremos na unidade 14.




OBSERVA

Canto mdis pequeno sexa o intervalo de
confianza, mdis precisos estamos sendo na
nosa estimacién.

Estimacién puntual e estimacién por intervalos

Descoriecemos os cocientes intelectuais dos alumnos dunha universi-
dade, pero dispofiemos dos datos dunha mostra de 200 destes indivi-
duos.

Calculamos x = 108 (media do cociente intelectual dos individuos da
mostra).

Parece razoable estimar que a media p da poboacién sers, aproxima-
damente, igual ¢4 media da mostra, 108. Pero, ;como de aproximada-
mente?

Os parametros da poboacién poden estimarse a partir dos da mostra.
Ast:

A media mostral, X, serve para estimar a media poboacional, .

A desviacién tipica mostral, s, ¢ un estimador da desviacién tipi-
ca poboacional, .

A estimacion puntual (o valor de p € aproximadamente x), serve
de pouco mentres descofiezamos cil é o grao de aproximacién de % a
L. Por ese motivo procédese 4 estimacién mediante intervalos.

A partir dunha mostra aleatoria de tamafio # podemos estimar o valor
dun pardmetro da poboacién do seguinte modo:

* Dando un intervalo dentro do cal confiamos que estea o parametro.
Chimase intervalo de confianza.

* Calculando a probabilidade de que tal cousa ocorra. A dita probabili-
dade chamaselle nivel de confianza.

Neste curso s6 faremos estimaciéns referentes 4 media (no que queda
desta unidade) e a proporcién (na unidade 13), de modo que faremos
aseveracions do seguinte tipo:

— Estimamos, cun nivel de confianza do 95%, que os ingresos medios
mensuais desta poboacién estin comprendidos entre 956 € e
1040 €.

— O intervalo de confianza da proporcién de dalténicos desta poboa-
cién € (0,023; 0,031), e isto sabémolo cun nivel de confianza do 99%.

Canto maior sexa o tamano da mostra, maior eficacia teremos na nosa
estimacion. Esta eficacia maniféstase de ddas formas:

— No tamano do intervalo (canto mdis pequeno, miis precisos estamos
sendo).

— No nivel de confianza (mis nivel de confianza significa mais seguri-
dade na estimacion).

Tamafio da mostra, lonxitude do intervalo e nivel de confianza son tres
variables estreitamente relacionadas que manexaremos continuamente &
longo da unidade.

En cada caso deberemos obter unha delas despois de fixar as outras
duas.

UNIDADE [F 1N




12.5 INTERVALO DE CONFIANZA PARA A MEDIA

Deséxase estimar a media, p, dunha poboacién cunha desviacién
tipica, o, cofiecida.

Para isto recérrese a unha mostra de tamafio # na que se obtén
unha media mostral, X.

Se a poboacién de partida é normal, ou se o tamafio da mostra é
n 2 30, entén o intervalo de confianza de p cun nivel de confian-

zade (1-o) 100% é: (a‘c-zm-i a?+za/2-i)

V' Am

Demostracion
LEMBRA Temos que demostrar que, baixo as condiciéns do teorema, cimprese:
P . - o - c]_
Teorema Central do Limite *) p[x_. Zy T SH<X+zZy,- T] =1—-q
Se n> 30 ou a poboacién é normal, n n

entdn .
Vexamolo:

Posto que as medias mostrais, x, se distribden N(u, obte-

S
Vn
mos o intervalo caracteristico correspondente a unha probabilidade 1 — a::
G _ - c
Plu=2yp g=<x<p+z,, —|=1-a
Am am

E dicir, P[|E—u| <z,

=1 - a. De aqui obtense a relacién (*)

/2'%]

que € a que se queria demostrar.

& OBSERVACIONS
® Unha vez extraida a mostra, a stia media x estard ou non estard no

intervalo p-z, - %. Pero xa non poderemos falar da probabilida-
n

de de que tal cousa aconteza, ainda que por ser p descofiecida nds

ignoremos se acontece ou non. Por iso, en lugar de falar de probabili-

dade, diremos que temos un nivel de confianza 1 - o de que p

estea en dito intervalo.

* Se a desviacién tipica, o, da poboacion é descofiecida, hai que es-
timala a partir da mostra.

A forma mdis correcta de facelo é mediante o parimetro mostral

2 (- x)?
Sp_1= N~ 5, -1  (non entraremos a explicar por qué).

Sen embargo, para valores relativamente grandes de n, pode utilizar-
se a desviacién tipica da-mostra s, =s. O intervalo de confianza para
L quedaria, por tanto, do seguinte modo:

N N

(E_Za/z e X+ 2y W)
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EXERCICIOS RESOLTOS

1. Desexamos valorar o grao de As medias, x, de todas as posibles mostras de tamafio 100 distribiense
coriecementos en historia dunba - 2,3
poboacion de varios miles de N (”’ ﬁ) =N (“’ W) = N(; 0,23).
alumnos. Sabemos que o = 2,3,
Proporiémonos estimar AVl-a=09 = a=005 — Zy/n = 2005 = 1,96
pasando unba proba a 100 ’

Temos, por tanto:
a) Calcula o intervalo Plx e (u-1,96 - 0,23, p+ 1,96 - 0,23)] = 0,95
caracteristico para x E dicir:

correspondente a unba - _
probabilidade de 0,95, Plx € (=045, +0,45)] = 0,95

alummnos.

Unba vez realizada a proba a
100 alumnos concreios, obtivose
unba media x = 6,32,

i- 0,45 u W+ 0,45

b) Obtén o intervalo de B
confianza de p cun nivel de O intervalo caracteristico para X correspondente a unha probabilida-
confianza do 95%. de de 0,95 ¢ (u ~ 0,45; p + 0,45). Isto quere dicir que no 95% das

mostras a sua media dista de u menos de 0,45.

b) O intervalo de confianza para p (nivel de confianza do 95%) é:
(x = 0,45 x + 0,45) — (6,32 - 0,45; 6,32 + 0,45) — (5,87; 6,77

Isto quere dicir que, no 95% das posibles mostras, o intervalo corres- ‘
pondente contén a p. JE este o caso? Non o podemos saber, pero
“temos unha confianza do 95% de que é ast”. |

2. Para estimar a media dos % /, Os pardmetros estatisticos correspondentes 4 tiboa ad-
resultados que obterian 6 resolver xunta son:
- _un cerio test os alumnos de 4° de ! 24
. v I3
HESO de toda unha comunidade

X=3725 s=112
2 80 |
auténoma, pdsaselles dito test a Posto que desexamos facer a estimacién cun nivel de !
400 deles escollidos 6 azar. 5 132 confianza do 95%, temos: 1
- 4 | 101 _ |
Os resultado obtidos verien dados l-a=095 - a=005 - z,,=19 |
na taboa da dereita. 5 63

: . . O raio do intervalo é:
A partir deles, estima cun nivel

de confianza do 95% o valor da
media da poboacion.

Zy S 1,96 - 12 0,10976 ~ 0,11

n V400
O intervalo buscado ¢é (3,25 - 0,11; 3,25 + 0,11) = (3,14; 3,306).

Por tanto, temos unha confianza do 95% de que a nota media da pobo-
acion total estea comprendida entre 3,14 e 3,36.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Dunha variable estatistica cofiecemos a desvia- fio 7 = 60 da que obtemos a media: x = 37.
cion tipica, o =8, pero descofiecemos a media, Estima p mediante un intervalo de confianza do ;
M. Para estimala, extraemos unha mostra de tama- 99%. J‘

&




12.6 RELACION ENTRE NIVEL DE CONFIANZA, ERRO ADMISIBLE E TAMANO DA MOSTRA

l—a o 24/
0,90 | 0,10 | 1,645
0,95 | 0,05 | 1,9
0,99 | 0,01 | 2,575

EXERCICIOS RESOLTOS

Como acabamos de ver, o (1 — ) + 100% das mostras cumpren que

|9€'—H| <Z(1/2'_G_~
Vn

c P . .
Ovalor E=2z,, —= chiamase erro maximo admisible.

Vn

Depende de o e de n do seguinte modo:

—_ Canto maior sexa o tamafio da mostra, menor é E (mdis estreito
é o intervalo, é dicir, miis afinaremos na estimacién).

__ Canto maior sexa 1 — o (€ dicir, canto mdis seguros queiramos
estar da nosa estimacién), maior &€ E.

Na taboa da marxe incluimos os niveis de confianza mais comun-
mente usados. Neles obsérvase que canto maior € 1 —a, maior €
z,,, € polo tanto, major € E.

Calcular o tamaiio da mostra dados E e «

Se se nos fixan o erro maximo admisible, E, e o nivel de confianza,
1 -0, o minimo tamafio que debe ter unha mostra para conseguir esas
condiciéns obtense despexando n na expresion de E:

. . 2
_ o} _zcx/Z ° _ 2y O
E=z,, — = N =% — = p=|-H—

Nn E E

Observemos que o tamafio da mostra €:

— Tanto maior canto maior sexa 2z, Ou sexa, canto menor-sexa o
e maior sexa 1 — a. E dicir, para aumentar o nivel de confianza
debemos aumentar o tamano da mostra.

__ Tanto maior canto menor sexa FE. E dicir, para ser mdis precisos na
estimacion temos que aumentar o tamarnio da mostra.

1. Da duracion dun proceso
sabemos que o = 0,5 5. ;Cal é o
nimero de medidas que hai que
realizar para que, cun 99% de
confianza, o erro da estimacion
non exceda de 0,1 s?7

EXERCICIOS PROPOSTOS

O nivel de confianza do 99% (o = 0,01 corresponde: z,, = 2,575

Obtencién de 7n:

_0\/% N \/;=2,_57§’1;02 - 12875 — n=16576

Deben realizarse 166 medidas (o menor enteiro maior que 165,76).

0,1 =2,575"

1. A desviacion tipica das estaturas dos soldados € de estatura media, p, da poboacién cun erro menor

5,3 cm:

de 0,5 cm e cun nivel de confianza do 95%?

;Que tamafio ten que ter a mostra para estimar a

288
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Determinar o nivel de confianza cofiecendo F e n

Se se nos fixa o erro maximo admisible, E, e o tamafo da mostra, 7,
o nivel de confianza co que se realiza a estimacién obtense do seguin-
te modo:

E=z,, —= = z,,

Vn

L o
Cofiecido z, /2 @ curva normal daranos o valor de >

(¢} =E\/;
c

O mmmmmmmm e
S _

N B

~n

De aqui obtense o nivel de confianza 1 — .

EXERCICIOS RESOLTOS

1. O medir o tempo de reaccion, un B 0,5 _01-10 _
ic6loy b desviacio 0’1_2<>c/2'_:>zot/2_0—5__2

psicologo sabe que a desviacion \100 , |

tipica do mesmo é 0,5 segundos. i

Desexa estimar o tempo medio de ~ Plz <z, ] = Plz < 2] = 0,9772 }

reaccion cun erro mdximo de ]
: i

0,1 segundos, para o cal realiza =Plz>2]=1-09772 = 0,0228 —> =0,0225

o
100 experiencias. 2
— a=0,0456 > 1-a=0.9544

sCon que nivel de confianza
poderd dar o intervalo
(x—-0,1; x +0,1)?

22~ 2

Se x € o tempo medio obtido coas 100 experiencias, poderemos ase-
gurar cun nivel de confianza do 95,44% que o tempo de reaccién estd
comprendido entre x ~ 0,1 e x + 0,1 segundos.

1. Un coronel desexa estimar a : !
; 05-2, 33 = 5 205 V30 o
estatura media de todos os /2 V30 /2 53
30 J
soldados do seu rexemento cun
erro menor de 0,5 cm utilizando Plz <z, ,] = Plz < 0,52] = 0,6985
unha mostra de 30 soldados.
Sabendo que a desviacion tipica &Pl 0,521 =1-0,6985 = I
é o =53cm, Jcal serd o nivel 2 {
de confianza co que se realiza a =0,3015 - a = 0,6030
estimacion?

Nivel de confianza: 1 - o = 0,3970

O nivel de confianza seria do 39,7%. {Demasiado baixo! Para iso non
merece 4 pena realizar a experiencia.

O baixo nivel de confianza é debido a que se pretendia afinar moito (o
erro debia ser menor que medio centimetro) cunha mostra moi pequena
(30 individuos).

4) EXERCICIOS PROPOSTOS

2. Sabemos que a desviacion tipica dos pesos dos menor que 100 g e para iso tomamos unha mostra
polos adultos é 300 g. Queremos estimar o peso de 50 individuos. ;Con que nivel de confianza po-
medio dos polos adultos dunha granxa cun erro deremos realizar a estimacién?

®




1. Intervalos caracteristicos

A duracion dun tipo de pilas
eléctricas ten unba distribucion
normal con | = 55 boras e = 6
boras.

Calcula os intervalos caracteris-
ticos correspondentes ds pro-
babilidades p = 0,75; p = 0,90;
p =095 p=099.

Interpreta o que significan.

2. Teorema Central do Limite

mp=075 > p=1-0; =025 - %=o,125
Nunha distribuciéon N0, 1):
. 0,75 0,125
Plz>z,,1=0,125 —» Plz<z ,l=
=0875 = z,,=115 -1,15 z,,= 1,15

Este Gltimo paso realizase buscando nas taboas.

Nunha N(0, 1) o intervalo caracteristico correspondente a p = 0,75
€ (-1,15; 1,15).

Nunha N(55,6) o intervalo caracteristico correspondente a p = 0,75 ¢&:
(55-1,15-6; 55+ 1,15-6) = (55 - 6,9; 55+ 6,9) = (48,1; 61,9

O 75% das pilas tefien unha duracioén superior a 48,1 horas e inferior
a 61,9 horas.

B Para p=0,9; p=1095 p=099, temosen conta que os seus valores

criticos,  z,,,, son cofiecidos. Son, respectivamente, 1,645; 1,96
2,575.

Para a N(55, 6) obténense os intervalos caracteristicos seguintes:

PROBABILIDADE | INTERVALO CARACTERISTICO
0,90 (45,13; 64,87)
0,95 (43,24; 66,76)
0,99 (39,55; 70,45)

a) A variable aleatoria x dis-
tribiiese con media =17 e
desviacion tipica ¢, = 5.

Que podemos dicir das me-
dias x das mostras de ta-
maiio 100?

b) A variable y distribiiese con
media Ky, = 180 e desviacion
tipica o, = 24.

Que podemos decir das me-
dias, y, das mostras de ta-
maiio 257

a) Polo teorema central do limite, a media das mostras de tamafio 100

c
distribiense normalmente N (ux, —i)

n
E dicir:
x é N(7;0,5)

b) Como o tamafio da mostra é menor que 30, s6 podemos dicir que y

distribiese con media n,=180 e desviacion tipica:
% 2% _yg

Nn 5

Se a poboacién de partida, y, fora normal, entén as y tamén se dis-
tribuirfan normal.

E dicir:

Se y é N(180, 24), entén y é N(180; 4,8)




3. Distribucién de medias mostrais

A media de idade das alumnas
e os alumnos que se presentan
ds probas de acceso d Universi-
dade é de 18,1 anos; e a desvia-
cion tipica 0,6 anos.

Das alumnas e alumnos ante-
riores vaise elixir, 6 azar, unba
mostra de 100, ;jcal é a probabi-
lidade de que a media de idade
da mostra estea comprendida
entre 17,9 e 18,2 anos?

. Distribucién de medias mostrais

Como o tamafio da mostra € 7 = 100 (z > 30), polo teorema central do
limite sabemos que as medias mostrais se distribien segundo unha nor-
mal de media p = 18,1 e de desviacién tipica

= —=2— = 2= =0,06. Edicir: x ~ N(18,1; 0,06)

[}
v 1o 10

Por tanto, temos que:

, 17,9 - 18,1 18,2 — 18,1
P[179 <x<18,2] = P| L e R = | =
] 0,06 ol 0,06

=Pl-333 <z<1,67]=

= Plz < 1,67] - Plz < -3,33] =
= Plz < 1,671 - (1 — Pz <3,33]) =

=0,9525 — (1 - 0,9996) = 0,9521

O cociente intelectual (C.1.) dos
alumnos dun centro distribiiese
N(110, 15). Propoiiémonos ex-
traer unha mostra aleatoria de
tamaiio n = 25.

a) ¢Cal é a distribucion das me-
dias das mostras que poden
"3 extraerse?

b) ¢Cal é a probabilidade de
que a media do C.I dos 25
alumnos dunha mostra sexa
superior a 1157

¢) Dar o intervalo caracteristi-
co das medias mostrais co-
rrespondentes a unba pro-
babilidade 1-o. = 0,95.

a) Posto que a poboacién de partida xa é normal, as medias mostrais
de tamafio # distribiense N(u, o/ Vn), ainda que 7 sexa menor
que 30.

No noso caso, a media dos
Cl. dos compofentes de
mostras de tamafio 25 distri-
biese segundo unha normal
de media 110 e desviacién ti-
pica 15/V25 = 3. E dicir,

x é N(110, 3).

MEDIAS
MOSTRAIS, X

POBOACION, X

—————r——

L e e D B s
80 90 100 110 120 130 140

b) Posto que x é N(110, 3)

Plx >115] =P

2> W A0] bl > 16711 001,67 -

=1-10,9525 = 0,0475

E dicir, 6 0 4,75% das mostras de 25 alumnos tefien un C.I medio
superior a 115.

o) Para 1- o =0,95 corresponde un valor critico Zq, = 1,96, Por tan-
to, o intervalo caracteristico das medias mostrais corréspondente a es-
ta probabilidade é:

(u £2,," i) = (110 + 1,96 - 3) = (110 + 5,88) = (104,12; 115,88)

4

Vn

s




5. Distribucion de medias mostrais

Lanzamos 36 dados correctos e
calculamos a media dos seus
resultados, X. Se repetiramos
esta experiencia de forma rei-
terada:

a) ¢Cal seria a distribucion das
medias, x?

b) ;Cal é a probabilidade de
que a media dunba das tira-
das sexa maior que 47

¢) Calcula un intervalo cenira-
do na media no que se en-
contre o 99% das medias dos
lanzamentos.

3

6. Intervalo de confianza para a media

wPW>ﬂ=PF>

2) O lanzar un dado correcto, a media das puntuaciéns € M = 35 ea

desviacion tipica, o =1,71.

Estamos considerando mostras de tama-

=35 =171
fio n = 36. ¢
Posto que ‘7 > 30, as sia medias, X, l l l l
distribiense —ttT
2 3 4 5 6

NG5 1,71/336) = N(3,5; 0,285)

4-351_ -
0385 ] Plz > 1,75]

=1 -¢(1,75) = 1-0,9599 = 0,0401

$6 no 4% dos casos a media das puntuacions
dos 36 dados superard 0s 4 puntos.

o) Para 1-a=099 corresponde un valor critico Zy,, = 2,575. Por

tanto, o intervalo caracteristico das medias mostrais correspondente a
esta probabilidade &:

@igm-i%)=65i;ﬁsxm&>=65iomﬂ=@7%4@@

O 99% das medias dos 36 dados estardan entre 2,77 e 4,23.

a) Un gandeiro de reses bravas
quere estimar o peso medio
dos touros da sia ganderia
cun nivel de confianza do
95%. Para iso, toma unba
mostra de 30 touros e pésa-
os. Obtén unba media
X =507 kg e unba desviacion
tipica s =32 kg

JCal é o intervalo de confian-
za para a media | da pobo-
acion?

b) ¢Cal serd o intervalo se que-
remos que o nivel de confian-
za sexa do 99%?

a) Posto que descoiecemos 4 desviacion tipica, o, da poboacion, esti-

mémola a partir da desviacion tipica da mostra, s=32.

O raio do intervalo buscado (erro maximo admisible) é:

-_ . S
E=z,, 7

n

Para un nivel de confianza 1 — o = 0,95, o valor critico € zyp =
= 1,96. Por tanto:

32
E=19 == 11,45
V30

O intervalo buscado é: 507 + 11,45 = (495,55; 518,45)

Conclusion: O gandeiro pode ter un nivel de confianza do 95% de
que o peso medio dos seus ouros serd superior a 495,55 '
kg e inferior a 518,45 kg.

b)Para 1 -a =099, o valor critico € 2y, = 2,575. Por tanto, O inter-

valo de confianza sera:

507 + 2,575 - 5,84 =507 £ 15 = (492, 522)




7. Estimacién da media. Tamaiio da mostra

O cociente intelectual dun certo O erro maximo admisible é:

colectivo ten unba media |
G

descoiiecida e unba desviacion E=z, —.
tipica c = 8. Vn
¢De que tamaiio debe ser a mos- Desta expresién cofiecemos:
tra coa que se estime a media E=3
cun nivel de confianza do 99% e
un erro admisible FE = 3? 1-a=099 > a=0,01 > Zys = 2,575
c=8
Por tanto:

')—2 )73 - —> n o 1 > n 1
’ ‘\’n 100 ’ ’

Habera que tomar unha mostra de 48 individuos.

8. Estimacion da media. Nivel de confianza

Para estimar o peso medio das
rapazas de 16 anos dunba ci-
dade, tomase unba mostra alea-
toria de 100 delas. Obtéitense os — E é a metade do intervalo. Por tanto, E = S4-51 1,5.

. i 2
seguintes pardmetros:
_ — Ovalor de o estimase a partir de s = 5,3.
X=525kg s=53kg P
— n =100
Realizase a afirmacion seguin- "
te: o peso medio das rapazas Obtemos, pois, z.: z.,, = EVNn - 1,5V100 _ 283
de 16 anos desta cidade estd en- ’  Ta/2t Ca/2 c 5,3 '
tre 51 e 54 kg. ;Con que nivel de
confianza se fai a afirmacion?
1-o
o/2 /2
283 0 zy,=283

Calculemos 1 - a a partir de Zy = 2,83:

= Plz> z,

VR

) = Plz>2,83] =

=1-Plz<283]=1-0,9977 = 0,0023
a =2 0,0023 = 0,0046
1—a=1-0,0046 = 0,9954

. . . 9 N
Na férmula de erro maximo admisible, E = Zy T, cofiecemos:
n

Tense un nivel de confianza do 99,54% de que o peso medio das rapa-

zas de 16 anos desta cidade estd comprendido entre 51 e 54 kg.

&

o




EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS
e W

PARA PRACTICAR
Intervalos caracteristicos
1 | Nas distribuciéns normais das que se dan os

parametros, calcula o intervalo caracteristico que
en cada caso se indica:

a) b) ) d €)
MEDIA, W 0 0 0 0 112
DESV. TIPICA, © 1 1 1 1 15
bROBAB. 1 —a | 0,95 | 0,99 | 090 | 0,80 | 0,95 J

D) 2) h) i)

MEDIA, M 3512 | 3512 | 3512 | 3512
DESV. TIPICA, © 550 550 550 550
PROBAB. 1 — ot 0,99 0,95 0,90 0,80

2 ‘ Nunha distribucion normal con media p =25 €
desviacién tipica o = 5,3; obtén un intervalo
centrado na media, (u—k, p+ &), de forma que

o 95% dos individuos estean nese intervalo.

3 | Nunha distribucién N(10, 4), obtén un interva-
lo centrado na media (u — &, u + &), tal que:
| s Plu—k<x<p+ k=090
|
4 | Nunha distribucion normal de media p =95 ¢
varianza o2 = 1,44, determina o intervalo carac-
\ teristico para o 99%.

Teorema Central do Limite

5 | Dunha variable aleatoria x de distribucién des-
cofiecida, media p = 23 e desviacion tipica
c = 3,5 extrdense mostrds de tamano n. [Que
se pode dicir da distribuci6n das medias mos-
trais, Xx:

2) no caso de que 7 = 49?

b) no caso de que 7 = 25?

6 | Unha variable aleatoria x distribtese normal
N(120, 30). Que se pode afirmar da distribu-
cién das medias x das mostras de tamaiio 7

a) se n =307 b) se n =167

Di cémo se distribien as medias mostrais en
cada un dos seguintes ¢asos:

a) b) C)—‘
5 DISTRIBUCION Normal Desc. Normal
g MEDIA, M 20 20 3,75
§ DESV. TIPICA, © 4 4 1,2
TAM, MOSTRA, 77 16 100 4

d) e) f) 2)
E  DISTRIBUCION Desc. | Norm. | Desc. | Desc.
é MEDIA, [ 375 | 112 | 112 | 3512
© | prsv. TipicA. © [ 1,2 15 15 550
TAM. MOSTRA, M 50 100 | 100 40

Distribucién das medias mostrais

Unha variable aleatoria distribiese N(u, o). Se

se extraen mostras de tamafio #:

a) ;Que distribucion ten 2 variable aleatoria
media mostral, x?

b) Se se toman mostras de tamafio »n = 4 dunha
variable aleatoria x con distribucién
N(165, 12), calcula Plx >173,7).

Nunha distribucién N(20, 6), tomamos mostras
de tamafio 64.

a) (Cal é a distribucién das medias das mostras?

b) ;Cal é a probabilidade de extraer unha mos-
tra cunha media comprendida entre 19 e 217

Sabese que o cociente intelectual dos alumnos
dunha universidade distribtiese segundo unha
lei normal de media 100 e varianza 729.

) Calcula a probabilidade de que unha mostra
de 81 alumnos tefia un cociente intelectual
medio inferior a 109.

b) Determina a probabilidade de que unha mos-
tra de 36 alumnos tefia un cociente intelectual
medio superior a 109.

T .



—@

11

145

15

16 |

O tempo de espera, en minutos, dos pacientes
nun servicio de urxencias, ¢ N(14, 4).

a) ¢Como se distribie o tempo medio de espera
de 16 pacientes?

b)Nunha media xornada atendéronse 16
pacientes. ¢Cal € a probabilidade de que o
tempo medio da sia espera estea comprendi-
do entre 10 e 15 minutos?

Sabese que o peso en quilogramos dos alum-
nos de Bacharelato de Madrid é unha variable
aleatoria, x, que segue unha distribucién nor-
mal de desviacién tipica igual a 5 kg. No ca-
so de considerar mostras de 25 alumnos, ique
distribucién ten a variable aleatoria media mos-
tral, x?

Nunha cidade, a altura media dos seus habitan-
tes ten unha desviacion tipica de 8 cm. Se a altu-
ra media de ditos habitantes fora de 175 cm, scal
serfa a probabilidade de que a altura media
dunha mostra de 100 individuos tomada 6 azar
fora superior a 176 cm?

Intervalo de confianza para a media

A desviacién tipica dunha variable estatistica &
6 = 5. Para estimar a media de dita variable,
extraemos unha mostra aleatoria de tamafio
n =100 e obtemos x = 2,8. Obtén un interva-
lo de confianza do 95% para estimar a media da
poboacién, .

Os estudiantes de Bacharelato dunha certa
comunidade auténoma dormen un ntmero de
horas diarias que se distribtie segundo unha lei
normal de media p descofiecida e de desvia-
cion tipica 3. A partir dunha mostra de tamafio
30 obtivose unha media mostral igual a 7 horas.

Obtén un intervalo de confianza 6 90%. para a
media de horas de sono, p.

Nunha mostra de 50 mozos encontramos que a
dedicacion media diaria de ocio é de 400 minu-
tos € a sda desviacién tipica de 63 minutos.
Calcula o intervalo de confianza da media da
poboacién 6 95% de nivel de confianza.

17

PARA RESOLVER

As notas nun certo exame distribdense normal
con media p =53 e desviacion tipica o = 2,4

Calcula a probabilidade de que un estudiante
tomado 6 azar tefia unha nota:

a) Superior a 7.
b) Inferior a 5.

¢) Comprendida entre 5 e 7.
Tomamos 6 azar 16 estudiantes.

Determina a probabilidade de que a media das
notas destes 16 estudiantes:

d) Sexa superior a 7.

e) Sexa inferior a 5.

) Estea comprendida entre 5 e 7.

g) Calcula % para que o intervalo ‘
53—k 53+5k
contena o 95% das notas.

h) Calcula - b para que o intervalo
53-b; 53+ b

contena o 95% das notas medias das mostras
de 16 individuos.

A estatura dos mozos dunha cidade segue unha
distribucién N(y, ). Se o 90% das medias das
mostras de 81 mozos estin en (173,4; 175,8),
calcula p e o. }'e»\ que

_r
Ser Cenh‘!"

Se a distribucién da media das alturas en mos-
tras de tamafio 49 dos nenos de 10 anos ten
como media 135 cm e como desviacién tipica
1,2 ¢m, ¢canto valen a media e a varianza da
altura dos nenos desa cidade?

O peso dos paquetes recibidos nun almacén dis-
tribtiese normal con media 300 kg e desviacién
tipica 50 kg. ;Cal € a probabilidade de que 25
dos paquetes, elixidos 6 azar, excedan o limite
de carga do montacargas onde se van meter,
que € de 8200 kg?

&
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EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS
e W

O peso dos cans adultos dunha certa raza é
unha variable aleatoria que se distribie normal-
mente cunha media de 7,4 kg e unha desviacién
tipica de 0,6 kg.

Se consideramos mostras de 30 destes animais:
a) ;Cal é a distribucién da media mostral, x?
b) Calcula P[6,5 < x < 7,5

¢) ¢Cal é a distribucién da suma dos pesos dos
30 animais das mostras?

1

d) Calcula P[ % x; > 225].
=1

Suponse que o peso medio das sandias de certa
variedade segue unha distribucién normal con
u=06kg e o=1kg. Se empaquetamos as san-
dias en caixas de 8 unidades:

a) Determina a probabilidade de que a media
dos pesos das sandias dunha caixa sexa
menor que.5,5 kg.

b) Calcula a probabilidade de que entre as 8 san-
dias dunha das caixas pesen mais de 50 kg.

Para estimar a estatura media dos mozos entre
15 e 25 anos dunha localidade, medironse 40
destes mozos, obténdose os seguintes resulta-
dos:

ESEaTURA (cm) | [148, 153) | [153, 158) | [158, 163)
N° DE MOZOS 2 4 11

ESTATURA (cm) | [163, 168) | [168, 173) | [173, 178)
N2 DE MOZOS 14 5 4

Estima, cun nivel de confianza do 99%, o valor
da estatura media dos mozos entre 15 ¢ 25 anos
de dita localidade.

Deséxase estudiar o gasto semanal de fotoco-
pias, en céntimos de euro, dos estudiantes de
Bacharelato de certa comunidade. Para iso, eli-
xiuse unha mostra aleatoria de 9 deses estu-
diantes, resultado os valores seguintes para estes
gastos:

100; 150; 90; 70; 75; 105; 200; 120; 80

Suponse que .a variable obxecto do estudio
segue unha distribucién normal de media desco-
fiecida e desviacion tipica igual a 12. Determina
un intervalo de confianza 6 95% para a media do
gasto semanal en fotocopias por estudiante.

25
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Tomouse unha mostra aleatoria de 100 indivi-
duos 6s que se lles mediu o nivel de glicosa en
sangue, obténdose unha media mostral de
110 mg/cm3. Sibese que a desviacién tipica da
poboacién é de 20 mg/cm3.

a) Obtén un intervalo de confianza, 6 90%, para
o nivel de glicosa en sangue na poboacién.

b) ;Que erro maximo se comete en a)?

A duracién das ldmpadas fabricadas por unha
empresa segue unha distribucién normal de
media descofiecida e desviacién tipica 50 horas.
Para estimar a duracién experiméntase cunha
mostra de tamafio #.

Calcular o valor de 7z para que, cun nivel de
confianza do 95%, se consiga un erro na estima-
cién inferior a 5 horas.

A media das estaturas dunha mostra aleatoria de
400 persoas dunha cidade € 1,75 m. Sdbese que
a estatura das persoas desa cidade ¢ unha varia-
ble aleatoria que segue unha distribucién nor-
mal con varianza ¢2 = 0,16 m2

a) Constrie un intervalo, dun 95% de confianza,
para a media das estaturas da poboacién.

b) ;Cal seria 0 minimo tamafio mostral necesa-
rio para que poida dicirse que a verdadeira
media das estatura estd a menos de 2 cm da
media mostral, cunha confianza do 90%?

As medidas dos didmetros dunha mostra é azar
de 200 rodamentos de bélas deron unha media
de 2 e¢m e unha desviacion tipica de 0,1 cm.
Calcula os intervalos de confianza do 68,26%,
95,44% e 99,73% para o didmetro medio de
todos os rodamentos.

O peso, en kg, dos mozos entre 16 e 20 anos

dunha certa cidade € unha variable aleatoria, x,

que segue unha distribucién normal con
2 -

c- = 25.

a) Se consideramos mostras de 25 mozos, ¢cal é
-a distribucion que ten a variable aleatoria
media mostral?

b) Se se desexa que a media da mostra non difi-
ra en mdis de 1 kg da media da poboacion,
con probabilidade 0,95, ;cantos mozos se
deberian tomar na mostra?
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Unha variable aleatoria, x, ten unha distribucién
normal, sendo a sta desviacién tipica igual a 3.

@) Se se consideran mostras de tamafio 16, ique
distribucién segue a variable aleatoria media
mostral?

b) Se se desexa que a media da mostra non difi-
ra en mais dunha unidade da media da pobo-
acién, con probabilidade 0,99, ;cantos ele-
mentos, como minimo, se deberfan tomar na
mostra?

O tempo de vida dunha clase de depuradoras
de auga utilizadas nunha planta industrial distri-
buese normalmente, cunha desviacién tipica de
2000 horas. Nun ensaio realizado cunha mostra
aleatoria de 9 depuradoras, obtivéronse os
seguintes tempos de vida en miles de horas:

95 10 75 10,5 16,5 10 12 32 18

a) Calcula un intervalo de confianza 6 99% para
a vida media das depuradoras.

b) ;Cal é o erro maximo que se comete coa esti-
macién anterior para a media?

©) Calcula o tamaio minimo que deberia ter a
mostra, no caso de admitir un erro maximo
de 500 horas, cun grao de confianza do 95%.

O medir o tempo de reaccién, un psicélogo
sabe que a desviacién tipica do mesmo é de 0,5
segundos. ¢Cal serd o nimero de medidas que
debera facer para que sexa do 95% a confianza
de que o erro da estimacién da media non exce-
dera de 0,05 segundos?

O medir o didmetro das chumaceiras producidas
por unha empresa, estimase que a desviacion
tipica de dito didmetro é de 0,05 cm. Fixéronse
121 mediciéns.

¢Poédese afirmar, co 99% de confianza, que o
erro na estimacién da media non excederi a
0,01 cm?

As vendas mensuais dunha tenda de electrodo-
mésticos distribdense segundo unha lei normal,
con desviacién tipica 900 €. Nun estudio esta-
tistico das vendas realizadas nos tltimos nove
meses, encontrouse un intervalo de confianza
para a media mensual das vendas, con extremos
de 4663 € e 5839 €.
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a) ¢Cal foi a media das vendas nestes nove
meses?

b) ¢Cal é o nivel de confianza para este interva-
lo?

Suponse que os gastos correntes por emprega-
do dos distintos departamentos dunha empresa
seguen unha distribucién normal con desviacion
tipica 500 €. Dos datos disponibles para 16
departamentos, obtivose o seguinte intervalo de
confianza para estimar a media do gasto corren-
te por empregado da empresa: (1928,125;
2571,875)

¢Cal € o nivel de confianza, 1 - a, co que se
fixo a estimacién?

CUESTIONS TEORICAS

Cunha mostra de 500 individuos estimamos, cun
nivel de confianza do 90%, que a estatura media
dos soldados dun certo cuartel estd entre 174,3
cm e 175,1 cm.

a) Se.a desviacién tipica da poboacién era des-
cofiecida, indaga a media, x, e a desviacién
tipica, s, da mostra.

b) ;Cal seria o intervalo se a mostra fora de
tamafio a cuarta parte (500 : 4 = 125) e man-
tiveramos o nivel de confianza?

Supofiamos que, a partir dunha mostra aleatoria
de tamafio » = 25, se calculou o intervalo de
confianza para a media dunha poboacién nor-
mal, obténdose unha amplitude igual a + 4. Se
0 tamafio da mostra fora 7 = 100, permane-
cendo invariables todos os demais valores que
intervefien no cilculo, ;cal seria a amplitude do
intervalo?

A partir dunha mostra aleatoria, estimamos o
peso dos touros dunha manda mediante o inter-
valo (443, 528).

¢Cal é a media da mostra obtida?

Mediante unha mostra de 100 individuos esti-
mamos a estatura dun colectivo de persoas cun
nivel de confianza do 95%. O erro maximo
admisible obtido € E = 1,274. ;Cal é a desvia-
ci6n tipica da mostra obtida?




INFERENCIA ESTATiSTICA:
ESTIMACION DUNHA
PROPORCION

o unidade anterior aprendemos a estimar a media dunha po-

boacién a partir da media mostral, coa axuda da distribucién

normal. Cabe sinalar que isto s6 é posible cando a mostra de
que se dispdn é suficientemente grande. Para mostras pequenas a cur-
va normal falla e hai que recorrer a outra distribucién, que non estu-
diaremos neste curso, chamada t de Student (Student era o pseudéni-
mo que utilizaba o seu inventor, Gosset, un quimico que traballaba na
fabrica de cervexa Guinness. Recorreu a un pseudénimo porque a sta
empresa non lle permitia publicar resultados de investigaciéns cientifi-
cas utilizando o seu propio nome).

Pois ben, hai outros parémetros que, ocasionalmente, deben ser esti-
mados mediante mostras. Nesta unidade dedicarémonos a un deles: a
proporcién de individuos dun colectivo que poste unha certa calidade
(ou, 0 que é equivalente, a probabilidade de que ocorra un certo suce-
s0).

A descricién das probabilidades dos distintos valores dunha propor-
cién realizase coa axuda da distribucién binomial e esta, & sta vez,
pode ser substituida en certos casos pola normal. De modo que, famén
nesta unidade, volveremos facer uso da distribucién normal para reali-
zar estimaciéns.

PARA EMPEZAR, REFLEXIONA E RESOLVE

¢Cantas caras cabe esperar?

Para entender estes paragrafos, € necesario que domi-
nes a distribucién binomial que aprendiches no curso
pasado. Se non € asi, repdsaa nas paxinas 300 € 301.

Lanzamos 100 moedas correctas. ¢Cantas caras cabe
esperar que saian? Como sabes, 0 ndmero de caras
segue unha distribucién binomial con 7 = 100 e

p= % E dicir, x € B(lOO, %) e, por tanto, apro-

ximase a unha normal de media p = 100 - % =50

1 1
e desviacion tipica o = /100 - EREE \N25 =5,

En resumo, x € aproximadamente N(50, 5).

O intervalo caracteristico para esta distribucion, co-
rrespondente a unha probabilidade do 90%, é:

50 + 1,645 - 5 = (41,775; 58,225)

Isto significa que no 90% dos casos en que tiremos
100 moedas, o nimero de caras que obteremos sera
maior que 41 e menor que 59. Calquera outro resulta-
do serd un “caso raro” (chamando “casos raros” a ese
10% de casos extremos).

® Repite 0 razoamento anterior para descubrir cdn-
tas caras cabe esperar se lanzamos 100 moedas e
consideramos “casos raros” © 5% dos casos extre-
mos.




Un saco de feixéns

Temos un saco con 10000 feixéns. Deles, 9500 son
brancos e 500 negros. Estin ben mesturados.

Extraemos 600 feixdéns.

(Cantos feixéns negros cabe esperar que haxa entre

eles?

B Resolve o problema anterior considerando “casos
raros” s6 o 1% dos casos extremos. Para iso:

a) Indaga a proporcién, p, de feixéns negros no
saco.

b) Considera a distribucién B(600, p) e calcula a
sua media p = 600p e a sta desviacién tipica

o= V600 - p(1 - p).

©) Considera a distribucion N(u, 6) e calcula o
seu intervalo caracteristico correspondente a
unha probabilidade do 99%.

d) Decide, como consecuencia do resultado ante-
rior, entre qué valores se encontra o nimero de
feixéns que cabe esperar.

NESTA UNIDADE VERAS

O itinerario que seguimos na unidade anterior para
estimar a media dunha poboacién a partir da media
dunha mostra, seguirémolo nesta unidade para esti-
mar proporciéons nunha poboacién: a proporcién
de dalténicos entre as persoas, a proporcion de pa-
rafusos defectuosos nunha produccién ou a proba-
bilidade de que ocorra un suceso (a probabilidade &
a proporcion de veces que ocorreria tal suceso se a
experiencia se repetira indefinidamente).

B Comezaremos revisando as ferramentas basicas.
Neste caso, a distribucién binomial, a sia
aproximacion 4 normal e, por tanto, a posibilida-
de de obter intervalos caractetisticos correspon-
dentes a unha certa probabilidade.

B Veremos que, para unha certa proporcién na po-
boacién, as proporciéns mostrais (as propor-
ciéns nas distintas mostras) distribdense de forma
normal, cuns pardmetros perfectamente determi-
nados.

“

UNIDADE [ Sl
J

Peixes nun pantano

Para estimar o nimero de peixes que hai nun panta-
no, procédese do seguinte modo:

¢ Péscase unha certa cantidade deles, por exemplo,
349, marcanse e devolvense 6 pantano. (Para mar-
calos existen unha tintas indelebles que son resis-
tentes 4 auga).

* O cabo de varios dias, vélvese pescar outro mon-
ton e indigase qué proporcién deles estin marca-
dos.

Supofiamos que nesta segunda pesca se obtiveron
514 peixes, dos cales hai 37 marcados.

W Cos datos anteriores, descubre cintos peixes hai,
aproximadamente, no pantano.

Este problema resolverase de forma completa (me-
diante un intervalo de confianza) 6 terminar a unida-
de. Agora s6 se pretende que deas un valor aproxi-
mado.

B Finalmente, pasaremos dos intervalos caracteristi-
COS para as proporciéns mostrais a intervalos de
confianza para a proporcién poboacional. Desta
forma obtemos o procedemento para a inferencia
dunha proporcién.

_BINOMIAIS B (:0,2).
| |
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13.1 DISTRIBUCION BINOMIAL.

EXEMPLO

Se o 3% das persoas son dalténicas e lle
chamamos A 6 suceso “unha persoa é
dalténica”, tense P[A] = 0,03 e

P[A] = 0,97.

NOTACION

p = P[A] é a probabilidade de éxito en
cada unha das experiencias.

n é o nimero de veces que se repite a
experiencia.

0,4

037

w

REPASO DE TECNICAS BASICAS PARA A MOSTRAXE

Se nunha experiencia aleatoria destacamos un suceso A e prestamos
atencién, exclusivamente, a se ocorre A ou o seu contrario, A, trita-
se dunha experiencia dicotémica. O suceso A adoita chamirselle
éxito e 4 sGa probabilidade, p. A probabilidade do seu contrario € 4.

E dicir, PlA]=p, PlAT=1-p=q.

Distribucién binomial

Repitese 7 veces unha mesma experiencia dicotémica. Preguntamo-
nos polo niimero, x, de éxitos. A variable x € unha variable dis-
creta e pode tomar o valores 1, 2, 3, ..., n.

A distribucién de probabilidade da variable x chimase distribucion
binomial B(#, p).

A probabilidade de que x tome o valor k é&:

Plx=H = (Z)pk gk

Os pardmetros desta distribucién son: | = np, 6 = Vnpg

Se no exemplo da marxe tomamos 6 azar 7 persoas € nos preguntamos
polo nimero delas que son dalténicas, enton tritase dunha distribucién
binomial con #=7 e p=0,03. Edicir, x é B(7; 0,03).

5

2) 0,032+ 0,97° = 0,01623

P[2 dalténicas] = Plx= 2] = (

Os pardmetros da distribucién son:

p=np=7-003=021, c=Nnpg =7-003-0,97 =0,4513
A distribucién binomial aproximase é normal

Unha distribucién binomial parécese a unha normal tanto mais canto
maior é o producto #np (ou ng se g<p).

Cando np e ng son ambos maiores que 3, a aproximacién € bas-
tante boa. E se superan a 5, a aproximacion € case perfecta.

Naturalmente, a curva normal 4 cal se aproxima a B(n, p) ten a
mesma media p = #np e a mesma desviacion tipica 6 = \npq :
B(n, p) = N(np, \npq )

Na aproximacién de ambas as distribuciéns hai que ter en conta que
a binomial é discreta e a normal, continua.

Se no mesmo exemplo en vez de 7 tomamos 200 persoas, o nimero de
dalténicas, x, € unha distribucién binomial B(200; 0,03) cos parame-

tros son p =200 0,03=6 e o =200 0,03 0,97 = 241.

Aproximase a unha normal cos mesmos parametros: N(6; 2,41)
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Célculo de probabilidades nunha binomial
mediante a aproximacién é normal

__ LEMBRA A variable x distribiese B(n, p), p=mnp, o= \npq.
Se x é Bin, p} e A variable x' distribiese N(np, Vnpq).

x" é Ninp, V\npq), entén:

Plx =K = Plk-0.5 < x' < k+0,5] Se mp25 e ng25, estas dias distribuciéns son case idénticas sal-

vo que x é discreta (toma valores 0, 1, 2, ..., %) mentres que x' é
continua. Esta diferencia apréciase cando Calculamos probabilidades,
que debemos indagalas do seguinte modo:

Plx =kl =Plk—05 <x'< k+0,5] (ver figura na marxe)

/1/ Como x € discreta e toma valores puntuais: 0, 1, 2, ..., & ..., 6 pasar
AN a x' continua, asdciaselle un intervalo unidade centrado no punto
k-05 k405 correspondente:

A drea da parte gris, de base 1, é
aproximadamente igual & lonxitude da
barra vermella.

_ e Pla<x<bl=Pla-0,5<x"<b-0,5]
k—)[k 0,5,/@"‘5] {P[a<be]=P[ﬂ+075<xl<b+0;5]

Esta € a formulacion correcta, como a aprendiches o curso pasado. Non
obstante, para simplificar o proceso que se segue nos proximos aparta-
dos (xa de por si algo complicado), déixase de lado esta diferencia entre
as variables x binomial e x’ normal e calcularanse as probabilidades
de intervalos de x directamente na curva normal.

EXERCICIOS RESOLTOS

\. Unba maquina fabrica x: nmamero de parafusos defectuosos nunha caixa de 400.
parafusos. O 5% deles son x € binomial, con # =400 e p = 0,05 B(400; 0,05)
defectuosos. Empaquétanse en ’ )
caixas de 400. Calcula a Os seus pardmetros son: = 400 - 0,05 = 20; & = V400 - 0,05 - 0,95 =436

probabilidade de que nunba

e bRt 20 A distribucién x € moi parecida a unha normal: x’' é N(20; 4,36)

defectuosos, x B(400; 0,05 3 x N(20. 4.36)
Pla> 30] = P[ 304 620 = Plz>2,29] = 1 - 0,9890 = 0,011

) O correcto serfa proceder asi

X B(4(3f); 0,05) | Plx>30] = Plx'> 30,5] = P[ZZ 30,453—620 -

X' NQ0; 4,36) | =Plz>241]1 =1 - ¢(2,41) = 1 - 0,9920 = 0,008

Sen embargo, xa advertimos que imos simplificar o proceso identificando, sen
mdis, x con x'

4D EXERCICIOS PROPOSTOS

I. A variable x ¢é binomial, con % = 1200 e 2. Se temos un dado correcto e o lanzamos 50 veces:
b= 0.0008 ) iCal € a probabilidade de que “o 1” saia mais d
a) Calcula a probabilidade de que x sexa maior ) ¢val © a probabllidade de que "o 17 safa mais de

10 veces?
que 100.
b) Determina o intervalo caracteristico para unha b) ;Cal € a probabilidade de que saia “miltiplo de
probabilidade do 95%. 3”7 6 menos 20 veces?

¢




13.2 DISTRIBUCION DAS PROPORCIONS MOSTRAIS

TEN EN CONTA

Nunha certa poboacién, a proporcién de
individuos que poste unha certa
caracteristica ¢ p. Consideramos todas as
posibles mostras de tamafio n que se
poden extraer desa poboacién. En cada
unha das mostras haberd unha proporcién
pr de individuos con esa caracteristica.
3Como se distribGen todos os posibles
valores de pr2 E o que se estudia nesta
paxina.

NOTA IMPORTANTE

A proporcién pr é unha variable discreta.
Para calcular probabilidades de pr (e
infervalos caracteristicos) deberian facerse
as correcciéns correspondentes é paso a
unha continua. Sen embargo, para non
complicor o proceso, trataremos pr como
se fora continua.

Estudio dun exemplo

O 15% dos mozos de 18 a 25 anos son miopes (este dato non é real). Pro-
poriémonos elixir 6 azar 40 mozos e preguntdmonos qué proporcion, pr,
de miopes haberd nesa mostra.

Para cada individuo da mostra (ainda non extraida) a probabilidade de
ser miope é p = 0,15.

Como na mostra hai 7 = 40 individuos, o nimero x de miopes segue
unha distribucién binomial B(40; 0,15).

Posto que #p = 40 - 0,15 = 6 € maior que 5, B(n, p) ~ N(np, Nnpq).
Por tanto, o nimero x de miopes en cada mostra aproximase a unha
distribucién normal con:

w=40-0,15=6 e o= 40-0,15- 0,85 =226
x = “n? de miopes nunha mostra” é: N(6; 2,26)

A proporcion de miopes nunha mostra €:

pr= __ndmero de miopes na mostra _ _ X
40 40
6 226

Por tanto, pr é N( ——) = N(0,15; 0,0565).

407 40
Vimos, pois, que a proporcion de miopes nunha mostra ainda non ex-
traida, de tamafio 40, segue unha distribucién normal de media

pr=p=0,15 e desviacién tipica p7q = 0,0505.

Distribucién das proporciéns mostrais. Se nunha poboacién a
proporcién de individuos que poste unha certa caracteristica C é p,
a proporcién, pr; de individuos con dita caracteristica nas mostras
de tamafio 7 segue unha distribucién normal de media p e des-

viacion tipica \’Eng— E dicir, pr é N(p, \’Bnq—)

Para xustificalo, repitamos o razoamento do exemplo en forma xeral.
x = nimero de individuos da mostra que tefien a caracteristica C.

x é B, p)

Senp=5 e nqgz5, entéon x € Nnp, W)
pr = proporcion de individuos da mostra que tenen a caracteristica C.

nimero de individuos coa caracteristica C _ x
namero de individuos da mostra ”n

Como pr = , a distri-

bucién de pr serd como a de x, pero cos parametros media e desvia-
cion tipica divididos por 7. Por tanto:

pr é N(—”—p, —‘”pq) =N(p, ‘\/M—)
n 7 n




EXERCICIOS RESOLTOS

-

|
UNIDADE _

1. Unba mdquina produce
Dparafusos. Sabese que o 5% deles
son defectuosos. Empaquéianse
en caixas de 400.

a) ;Como se distribiie a
proporcion pr de parafisos
defectuosos nas caixas?

b) Encontra un intervalo no cal
se encontre o 90% duas
Droporcions de parafusos
defectuosos.

¢) Encontra un intervalo no cal
se enconire 0 99% das
broporcions de parafusos
defectuosos nas caixas.

a) A totalidade dos parafusos producidos pola mdquina € a poboacién.
A proporcion de parafusos defectuosos na poboacién é p = 0,05,
Cada caixa é unha mostra de 400 elementos: 7 = 400

Como acabamos de ver na péxina anterior, a proporcién de parafusos
defectuosos nas caixas segue unha distribucién normal.

0,05 - 0,95

Media p=10,05. Desviacién tipica \/p7q = '\j 400 = 0,011

b) Unha probabilidade do 90% significa:
1-a=09 > a/2=0,05 > 2y, = 1,645
O intervalo correspondente é:
(0,05 + 1,645 - 0,011) = (0,05 + 0,018) = (0,032; 0,068)
Isto quere dicir que 0 90% das caixas tefien unha proporcién de para-
fusos defectuosos comprendida entre 0,032 e 0,068.
© O 99% significa: 1 -a=0,99 — a/2=0,005 — Zys = 2,575
Zy, " 0 =2575- 0,011 = 0,028
O intervalo correspondente é:

(0,05 - 0,028; 0,05 + 0,028) = (0,022; 0,078)

2. Suporiamos que o 15% dos mozos
entre 18 e 25 anos son miopes.

*

a) j;Como se distribiie a
proporcion pr de mozos
miopes en mostras de 40
individuos?

b) Calcula o intervalo
caracteristico das
proporcions mostrais
correspondente 6 80%.

EXERCICIOS PROPOSTOS

a) p=0,15; n=40; media = p =0,15; desviacién tipica = \,p7q = 0,0565
pr énormal N(0,15; 0,0565).

b) Comecemos por calcular o valor critico Zy, correspondente a
1-a=0,8:

Plz>2z,,1=01 > Plz<z,,1=09 — Z,,=1,28

O valor critico-correspondente a 1 - o = 0,8 é Zy., = 1,28

Por tanto, o intervalo serd (0,15 + 1,28 - 0,0565) = (0,078; 0,222)

E dicir, o 80% das mostras de 40 mozos de-
sas idades contefen unha proporcién de
miopes comprendida entre 0,078 e 0,222.

1. Como sabemos, nun dado correcto
cion de veces que sae 0 5 € 1/6 = 0,16. Calcula ca-

tes 6 90%, 95% e 99% para a “proporcién de cin-
cos”, en series de 100 lanzamentos dun dado co-

a propor-

da un dos intervalos caracteristicos corresponden- rrecto.

¢




13.3 INTERVALO DE CONFIANZA PARA UNHA PROPORCION OU UNHA PROBABILIDADE

PROPORCION <> PROBABILIDADE

Dicir que a probabilidade dun suceso é p é
o mesmo que dicir que na poboacién que
resulta de repetir esa experiencia aleatoria
unha infinidade de veces, a proporcién de
ocasiéns na que se dé o suceso é p. Por
tanto, unha probabilidade pode ser
considerada como unha proporcién nunha
poboacién infinita.

—

N

p- Za/z\/g pH Za/z\/g

*

Deséxase estimar a proporcién, p, de individuos cunha certa carac-
teristica que hai nunha poboacién. Para iso recérrese a unha mostra
de tamafio 7, na que se obtén unha proporcién mostral pr.

O intervalo de confianza de p cun nivel de confianza
(1-a)  100% é:

,pr(l — pr) ’pr(l —pP
pr_zot/z. n ! p7'+Za/2' 1

Demostracion

A proporcién, pr, en mostras de tamafno 7, distriblese segundo
rq

N(p, Nl

O intervalo caracteristico de pr para unha probabilidade 1 -oa é:

,"pq ,Jpq
(p_zcx/Z ' _’}’l—’ Ptz 7)

E dicir:

1qu
P[|pr—p| <2y, 7]=1_a
Por tanto: P[p e(pr—za/z- \"D—Z, pr+zy, '\’p—f)] =1-q

A igualdade anterior pretende servir para estimar o valor de p median-
te un intervalo.

o . A }Pq . .
O erro maximo admisible, E =z, - ., » ten o grave inconvenien-

te de que esta dado en funcién de p. Por tanto, unha vez extraida a
mostra e obtida a proporciéon mostral, pr, debemos estimar os valores
N

PN
de pe gast: p=pr, g=1-pr

Deste modo, o erro maximo admisible (cota de erro) para a estimacion

de p &

prl —pr)
E=zyp N

Obtense asi o intervalo de confianza de p.

No razoamento anterior hai que engadir que tanto p - # como g - 7
tefilen que ser maiores ou iguais que 5 para que, realmente, pr se dis-
tribtia normal.

Ademais, para poder estimar p por pr na construccion do erro maxi-
mo admisible, é necesario que a mostra sexa “grande” (n > 30).




EXERCICIOS RESOLTOS

UNIDADE [E
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1. Tomada unba mostra de 300
Ppersoas maiores de 15 anos

nunba gran cidade, encontrouse

que 104 delas lian o xornal
regularmente. Determina, cun
nivel de confianza do 90%, un
intervalo para estimar a

Dproporcion de lectores de xornais

entre os maiores de 15 anos.

Nivel de confianza do 90% (1 - 0. = 0,9) — o =0,1 — Zy /= 1,645

A proporcién mostral é pr = 104 _ 0,347.

300

O erro miximo admisible (cota de erro) é:

f r(1 — pr) JO,347 - 0,653
E==z," ﬂ—nﬂ' = 1,645 - T 300 - 0,045

O intervalo pedido é: (0,347 - 0,045; 0,347 + 0,045) = (0,302; 0,392)

Conclusion: Cun nivel de confianza do 90%, a proporcion de lectores de
xornais, no colectivo total, estd entre 0,302 e 0,392.

2. A vista do resultado do problema

anlerior, preténdese repetir a

experiencia para conseguir unha

cota de erro de 0,01 co mesmo
nivel de confianza do 90%.
(Cantos individuos debe ter a
mostra?

By prl —pr
Na expresion da cota do erro, E = Zo2” N, temos que cal- 1

cular # e cofiecemos Zy, = 1,645, E =0,01.

O valor de pr non podemos obtelo a partir da mostra, pois ainda non
se extraeu (non esquezamos que estamos calculando o tamafio que de-
be ter). Tomaremos como referencia os resultados previos (problema
anterior) e valoraremos pr = 0,347.

0,347 - 0,65 2
0,01 = 1,645 - \(__n—_é > n= (IOL(flS) 0,347 - 0,653 = 6 131,6

Haberi que tomar unha mostra de 6132 persoas. Nela calculamos a pro-
porcion, pr,, dos que len o xornal habitualmente. Con pr, formamos
o intervalo (pr, - 0,01; bry +0,01) dentro do cal se estima, cunha con-
fianza do 90%, que estari a proporcién p buscada.

344 partir dunba mostra de 100
individuos estimouse unha
proporcion mediante o intervalo
de confianza (0,17- 0,25),

¢Cal é o nivel de confianza co
que se fixo a estimacion?

A partir do intervalo obtemos:
pr € o punto medio do intervalo: pr = 0,21

E ¢ a metade da lonxitude do intervalo: E = 0,04
prl —pr 0,21 - 0,79
E==z," V—n—— = 004=2," T 100 7 Zanz =098 ‘
Plz> 2z, = = — Plz> 098] = 1 - $098) = 0,1635

% =0,1635 - o =0,3270 - 1-o0 =0,6730

A estimacion de p mediante (0,17; 0,25) reali-
zouse cun nivel de confianza do 67,30%.

0,98 |
i
|

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Lanzouse un dado 400 veces e obtivose 72 veces o 2. Cantas veces temos que lanzar un dado, que su-
valor 4. Estima o valor da probabilidade P4] cun ponemos levemente incorrecto, para estimar a pro-

nivel de confianza do 90%.

babilidade de “6” cun erro menor que 0,002 e un

¢

nivel de confianza do 95%?




1. Distribucién das proporciéns mostrais

Nunha empresa que fabrica mi-
crocircuitos comprobouse que
o 4% destes son defectuosos. Un
cliente vai comprar un paquete
de 500 microcircuitos proce-
dentes da fabrica. Determina:

a) O nimero esperado de mi-
crocircuitos non defectuosos
nun paquete de 500.

b) A distribucion da propor-
cion de microcircuitos defec-
tuosos nas caixas de 500 mi-
crocircuitos.

c) A probabilidade de que o nai-
mero de microcircuitos de-
fectuosos (nun paquete de
500) estea entre 20 e 30.

. Estimacién dunha probabilidade

a) A probabilidade de que un microcircuito sexa defectuoso € p = 0,04.
O ndmero de microcircuftos defectuosos nun -paquete de 500 segue
unha distribucién binomial B(500; 0,09): O nimero esperado-de mi-
crocircuitos defectuosos € 500 - 0,04 = 20. Por tanto, 0 nimero espe-
rado de microcircuitos non defectuosos €: 500 = 20 = 480

b) A distribucién das proporcidns de microcircuitos defectuosos en mos-
tras de tamafo 7 = 500 é unha normal de media p = 004 e
pq 0,04 - 0,96

desviacion tipica \[©- =
esviacion tpica n 500

E dicir, pr é N(0,04; 0,00876).

= 0,00876.

¢) Dicir que o nimero de circuitos defectuosos nun paquete de 500 es-
tea entre 20 e 30 é o mesmo que dicir que a sda proporcién estd en-
tre 20/500 e 30/500. £ dicir, que pr € (0,04; 0,06).

0,04-0,04 ___ 006-004]_
0,00876 0,00876

- Pl0<z<228 =228 -05=
= 0,0887 — 0,5 = 0,4887

P[0,04 < pr < 0,00] = P[

Lanzouse 100 veces unba moe-
da obténdose 62 caras. Estima
a probabilidade de “cara” me-
dz;ante intervalos de confianza:

a) do 90%.
b) do 95%.
c) do 99%.

Consideramos unha poboacion infinita consistente nunha serie reiterada
de lanzamentos con esa moeda. A proporcién, p, de caras nesa poboa-
cién é a probabilidade de “cara” para esa moeda.

Dispofiemos dunha mostra de 100 individuos coa cal obtemos o pard-
metro pr= 0,62 a partir do cal estimaremos p.

(1 — pr
A desviacidn tipica é: s = \’f__n_P_ =

D1-a=090 — z,,= 1,645
A cota de erro é: E = 1,645 - 0,0485 = 0,080

0,62 - 0,38

100 = 0,0485

Co que o intervalo de confianza correspondente a un nivel de con-
fianza do 90% queda:

(0,62 + 0,08) = (0,54; 0,70)

B1-a=095 - z,,=19
A cota de erro & E = 1,96 - 0,0485 = 0,095
Intervalo de confianza:

(0,62 + 0,095 = (0,525; 0,715)

D1-a=09 = zy,=2575
A cota de erro é; E = 2,575 - 0,0485 = 0,125 |
Intervalo de confianza: (0,62 + 0,125) = (0,495; 0,745)




3. Tamaiio da mostra para estimar unha proporcién

Basedndonos na experiencia do
problema anterior, pretende-
mos estimar a probabilidade de
‘cara” cun erro menor que
0,002 e un nivel de confianza do
95%.

Cantas veces teremos que lan-
zar a moeda?

. prid—pn
Na expresion da cota de erro, E = Zy ” , coflecemos:

E=0,002, z s, = 1,96 (correspondente a 1 — a, = 0,95), pr=10,62 to-

a,
mado da experiencia anterior.

De ai podemos despexar n:

_ 2y% pr - pn

= 1,962 - 0,62 - 0,38
0,0022

0,000004

= 226 270,24

Teriamos que lanzar a moeda 226271 veces para estimar a probabilida-
de con menos de dias milésimas de erro e cun nivel de confianza do
95%.

Se a proporcién de caras obtida nesa mostra é bry, asegurariamos
cunha confianza do 95% que a probabilidade de “cara” estarfa no inter-
valo (pr, - 0,002; pry +0,002).

4. Estimacién dunha proporcién (resolucién do problema inicial)

Para estimar o nimero de pei-
xes que bai nun pantano procé-
dese do seguinte modo: péscase
con rede unha certa cantidade
deles, 349, mdrcanse (bai
unbas tintas indelebles que re-
sisten d auga) e devolvense ¢
*pantano. O cabo de varios dias
volvese pescar outro monton
deles e obsérvase qué propor-
cion estdn marcados. Nesta se-
gunda pesca obtivéronse 514
peixes, dos cales bai 37 marca-
dos. )

a) Calcula un intervalo de con-
Jianza, 6 90%, para a pro-
borcion de peixes marcados
no pantano.

b) Calcula un intervalo de con-
Jianza, 6 90%, para o total de
Peixes do pantano.

a) A mostra consta de 514 peixes. Deles, hai 37 marcados.

A proporcién de peixes marcados na mostra é: pr= 37 0,072.

514

Para calcular un intervalo de confianza para a proporcién p na po-
boacion, a partir da proporcién pr obtida na mostra, o maximo erro
admisible é:

r(1 - pr) 0,72 - 0,928
E=z,," \/E—n—p— = 1,645 - \HT = 0,019

Por tanto, o intervalo de confianza para p, 6 90%, é:

(0,072 £ 0,019) = (0,053; 0,091)

b) Para determinar o intervalo de confianza para o namero total, N, de
peixes no pantano, temos en conta que a proporcién de peixes

. 349
d ===
marcados € p N
349 349
0,053 =—= - N, = 22 ~(585
Ny t0,053 l Observa que aqui invér-
tense os extremos do in-

- 349 _ 349 _ tervalo:
0,091 N, - N, 501 ~ 3835 ‘

Temos un nivel de confianza do 90% de que o ndmero de peixes do

4

pantano esta no intervalo [3 835, 6 585].




EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS .
e W A AR

PARA PRACTICAR 6 | O 42% dos habitantes dun municipio € contrario
4 xestion do alcalde e o resto son partidarios
Distribucién das proporciéns mostrais. deste. Se se toma unha mostra de 64 individuos,
Intervalos caracteristicos ccal é a probabilidade de que gafien os que se
opofien ¢ alcalde?
glc,lzga ;omjrseadmtcr;ll))(l)l:géanss peroalzorl;lc:)zgzsm(fe_ 7 A probabilidade de que un bebé sexa home é
s a1d7 fib pﬂ ac Snlt)inuacién d 0,515. Se naceron 184 bebés, (cal € a probabili-
€ CESCRECIE ‘ dade de que haxa 100 homes ou mais?
Do |d|e | D Calcula o intervalo caracteristico correspondente
PROPORCION, b 6 95% para a proporcién de homes en mostras
NA POBOACION 0,51 06| 08|01 005015 de 184 bebés.
TAMARO, #, .
DA MOSTRA 10 | 20 | 30 | 50 | 100 | 100 intervalos de confianza
8  Realizéuselles unha enquisa a 350 familias pre-
Calcula os intervalos caracteristicos para as pro- guntando se posuian ordenador na casa, encon-
porciéns mostrais do exercicio anterior, corres- trandose que 75 delas posuiano. Estima a pro-
pondentes s probabilidades que, en cada caso, porcién real das familias que dispofien de orde-
se indican: nador cun nivel de confianza do 95%.
) 90% b) 95% ) 99% 9 Selecciénase aleatoriamente unha mostra de 600
d 95% e) 99% ) 80% 5 | persoas nunha cidade e pregintaselles se consi-
deran que o trafico nela é aceptablemente flui-
Catro de cada dez habitantes dunha determina- do. Responden afirmativamente 250 persoas.
da poboaci6n le habitualmente o xornal Z. ;Cal é o intervalo de confianza da proporcién de
Determina o intervalo caracteristico para a pro- cidadans desa cidade que consideran aceptable
porcién de habitantes desa poboacién que len o a fluidez do trafico, cun nivel de confianza do
xognal Z, en mostras de tamafno 49, correspon- 90%2
dente 6 95%.
N}Jn $aco mest.u/ramos feixons bmncos e feigéns PARA RESOLVER
pintos na relacién de 14 brancos por cada pinto.
Extraemos un pufiado de 100 feixdns 10 Sabemos que 6 lanzar 6 chan 100 chinchetas, no
95% dos casos, a proporcién delas que quedan
a) ;Cal ¢é a probabilidade de que a proporcién coa punta cara arriba estd no intervalo (0,1216;
de feixons pintos estea comprendida entre 0,2784). Calcula a probabilidade p de que unha
0.05 e 0.1? desas chinchetas caia coa punta cara arriba e
’ T comproba que a amplitude do intervalo dado é
b) Obtén un intervalo no cal se encontre 0 99% correcta.
das proporciéns das mostras de tamafo 100. 11 De 120 alumnos, a proporcion de que tefian
' . S  dous ou mais irmans é de 48/120. Indica os
N.L}nha localidade de 6000 habitantes, a propor- pardmetros da distribucién 4 que se axustarian
cién de menores de 16 anos é de 1500/6000. as mostras de tamafio 30.
;Cal é a distribucién d i6 -
) (Cal € a distribuci6n da proporciGn de meno 12 ' ;De que tamaflo convén tomar a mostra dunha

res de 16 anos en mostras de 50 habitantes
de dita poboacion?

b) Calcula a probabilidade de que, nunha mos-
tra de 50 habitantes, haxa entre 15 e 20 me-
nores de 16 anos.

lifia de produccién para ter unha confianza do
95% de que a proporcion estimada non difire da
verdadeira en mais dun 4%? Sabese, por estu-
dios previos, que a proporcion de obxectos
defectuosos é da orde do 0,05.
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Deséxase estimar a proporcién, p, de indivi-
duos dalténicos dunha poboacién a través da
porcentaxe observada nunha mostra aleatoria de
individuos, de tamafio 7.

a) Se a porcentaxe de individuos dalténicos na
mostra € igual 6 30%, calcula o valor de 7 pa-
ra que, cun nivel de confianza de 0,95, o erro
cometido na estimacion sexa inferior 6 3,1%.

b) Se o tamafio da mostra é de 64 individuos, e
a porcentaxe de individuos dalténicos na
mostra é do 35%, determina, usando un nivel
de significacién do 1%, o correspondente in-
tervalo de confianza para a proporcién de
dalténicos da poboacién.

Nunha mostra de 100 rétulos publicitarios obsér-
vase que aparecen 6 defectuosos.

a) Estima a proporcién real de rétulos defectuo-
sos, cun nivel de confianza do 99%.

b) ¢Cal € o erro maximo cometido 6 facer a esti-
macioén anterior?

©) ¢De que tamafio teriamos que coller a mostra,
cun nivel de confianza do 99%, para obter un
erro inferior a 0,05?

Tomada 6 azar unha mostra de 60 estudiantes
dunha universidade, encontrouse que un tercio
falaban o idioma inglés.

a) Determina, un nivel de confianza do 90%, un
intervalo para estimar a proporcién de estu-
diantes que falan o idioma inglés entre os
estudiantes desa universidade.

b) A vista do resultado anterior preténdese repe-
tir a experiencia para conseguir unha cota
de erro de 0,01 co mesmo nivel de confianza
do 90%. ;Cantos individuos debe ter a mos-
tra?

Para estimar a proporcion de habitantes dunha
determinada cidade que posien ordenador per-
soal, quérese utilizar unha mostra aleatoria
de tamafio 7. Calcula o valor minimo de #
para garantir que, cun nivel de confianza
do 95%, o erro na estimacién non sexa superior
6 2%.

& Como se descoriece a proporcion, tense que tomar
0 caso mdis desfavorable, que serd 0,5.

17 | Nunha enquisa realizada a 800 persoas elixidas

S

6 azar do censo electoral, 240 declaran a sia
intencién de votar 6 partido A. '

a) Estima, cun nivel de confianza do 95,45%,
entre qué valores se encontra a intedcién de
voto 6 susodito partido en todo o censo.

b) Discute, razoadamente, o efecto que teria
sobre o intervalo de confianza o aumento, ou
diminucién, do nivel de confianza.

18 | Unha recente enquisa, realizada nun certo pafs

19

20

sobre unha mostra aleatoria de 800 persoas, des-
taca o dato de que 300 delas son analfabetas.
Para estimar a proporcién de analfabetos do
pais obtivemos o seguinte intervalo de confian-
za: (0,3414; 0,4086)

¢Cal € o nivel de confianza co que se fixo a esti-
macion?

CUESTIONS TEORICAS

A partir dunha mostra de tamafio 400 estimase a
proporcion de individuos que len o xornal
nunha gran cidade. Obtense unha cota de erro
de-0,0392 cun nivel de confianza do 95%.

a) ;Poderiamos, coa mesma mostra, mellorar o
nivel de confianza na estimacién? ;Que lle
ocorreria 4 cota de erro?

b) ¢Saberias calcular a proporcién, pr, obtida
na mostra?

PARA PROFUNDAR

a) Un fabricante de medicamentos afirma que
certa medicina cura unha enfermidade do
sangue no 80% dos casos. Os inspectores de
sanidade utilizan o medicamento nunha mos-
tra de 100 pacientes e deciden aceptar dita
afirmacién se se curan 75 ou madis.

~

Se o que afirma o fabricante é realmente
certo, ¢cal é a probabilidade de que os ins-
pectores rexeiten dita afirmacién?

b) Se na mostra se curan 60 individuos, cunha
confianza do 95%, ¢cal é o erro miximo
cometido 6 estimar que a porcentaxe de efec-
tividade do medicamento é do 60%?




INFERENCIA ESTATISTICA:
CONTRASTES DE HIPOTESES

n 1710, o médico inglés John Arbuthnot estudiou o sexo das cria-

turas nacidas nunha certa localidade durante os 82 anos anterio-

res e advertiuv que a proporcién de homes foi sempre superior &
de mulleres. Con isto rebateu a crenza de que é igualmente probable ‘
que naza un home ou unha muller, argumentando do seguinte modo:
“Q resultado non pode ser casual, xa que, facendo corresponder HOME
e MULLER a CARA e CRUZ, dunha moeda, é absurdo pensar que exista tal
exceso de homes”.

Ainda que formulado de forma matematicamente insuficiente, pode
considerarse este o primeiro test de hipéteses da historia. {Arbuthnot,
ademais de médico, foi o creador do personaxe de John Bull, que per-
sonifica o pobo inglés do mesmo modo que o tio Sam personifica o es-
tadounidense).

Nun test de hipéteses emitese unha afirmacién estatistica (relativa 6
valor dun parémetro dunha poboacién) e mediante unha mostra esto-
diase se dita afirmacién (hipétese) é compatible co resultado da expe-
riencia (contraste).

O:s test de hipéteses foron creados por Neyman e E. Pearson cara a
1940 e desenvolvidos posteriormente por Abraham Wald.

PARA EMPEZAR, REFLEXIONA E RESOLVE

Mdquina empaquetadora

O fabricante dunha miquina empaquetadora afirma
que, se se regula para que empaquete sacos con 100
kg, os pesos dos sacos envasados por ela distribui-
ranse N(100,2).

a) Para probala, o posible comprador efectiia un em-
paquetado que resulta ter 101 kg. A vista deste re-
sultado, ;deberia desconfiar da afirmacién do fabri-
cante?

b) Para probar a mdquina, empaquétanse 50 sacos. O
peso medio dos 50 é 101 kg. Con este resultado,
scres que se deberia rexeitar o que afirma o fabri-
cante?

Pilas que duran e duran...

Unha fabricante de pilas afirma que a duracién media
das suas pilas, funcionando ininterrompidamente, é

de 53 horas como minimo e a stia desviacién tipica,
de 4 horas.

Di se rexeitarias ou non dita afirmacién en cada un
dos seguintes casos:

a) Se unha pila dura 48 horas.
b) Se a media das duraciéns de 100 pilas € 50 horas.

©) Se a media das duracions de 100 pilas € 56 horas.




éMoedas falsas?

Reflexionemos sobre cada unha das seguintes expe-
riencias:

a) Lanzamos unha moeda 10 veces e obtemos 6 ca-
ras.

b) Lanzamos unha moeda 100 veces e obtemos 60
caras.

¢) Lanzamos unha moeda 1000 veces e obtemos 600
caras.

® ;Podemos deducir dalgunha delas que a moeda é
incorrecta? ;Con cal delas chegamos a esa conclu-
sion con mais seguridade? (Responde intuitiva-
mente).

NESTA UNIDADE VERAS

A estatistica inferencial ten por obxecto o desen-
volvemento de técnicas que permiten cofiecer ou
comprobar o valor dos parimetros dunha poboa-
cion a partir dos datos obtidos dunha mostra. Os re-
sultados que se obtefien con estes métodos tefien
un certo grao de incerteza que se mide en termos
de probabilidade.

MOSTRA | ———————> |POBOACION
Inferimos

A estatistica inferencial ten ddas grandes ramas:

Estatistica inductiva, que ten por obxecto estimar
os parametros da poboacién. Dela ocupimonos nas
ddas unidades anteriores: a media (unidade 12) e
unha proporcién (unidade 13).

O valor do parametro (media, proporcién) estimase
mediante un intervalo de confianza e cun certo ni-
vel de confianza.

T —

UNIDADE [l

A graxa no leite

Os fabricantes dunha determinada marca de leite afir-
man que o contido de materias graxas, por termo
medio, é do 12% ou menos. A desviacién tipica é
2,2%.

Para estudiar se € certa ou non a afirmacién dos fa-
bricantes, témanse 50 envases e midese a porcentaxe
de graxa que hai no leite de cada un deles, obténdo-
se unha media de 12,6%.

B Reflexionando sobre o resultado anterior, jcres que
se debe rexeitar a hipétese feita pola empresa dis-
tribuidora de que o contido de graxas por termo
medio non supera o 12%, ou ben non hai motivo
suficiente para rexeitala?

Estatistica hipotético-deductiva, que ten por ob-
xecto comprobar, mediante métodos matemdticos,
hipéteses realizadas sobre o valor dalgin parime-
tro da poboacién a partir dunha mostra aleatoria ex-
traida dela. As catro experiencias descritas nestas
ddas paxinas son dese tipo:

HIPOTESE SOBRE
UN PARAMETRO DA | ———>
POBOACION MOSTRA

ACEPTAMOS OU
REXEITAMOS A
HIPOTESE

Nesta unidade dedicarémonos a aprender os pasos
necesarios para tomar decisiéns sobre hipéteses
estatisticas sinxelas relativas a valores da media ou
dunha proporcién da poboacién.

A esta rama da estatistica inferencial chamaselle, ta-
mén, teoria da decisién.




14.1 HIPOTESES ESTATISTICAS

Comecemos analizando dous casos concretos.
caso 1

Temos un dado que suporiemos correcto. Lanzdmolo 100 veces e obtemos
25 “civcos”. jPodemos dar por valida a suposicion (o dado é correcto) ou
debemos rectificala en vista dos resultados?

Neste exemplo dubidase sobre se o parametro £ [5] = p toma o valor de
1/6. Para sair de dibidas podese realizar, a partir do resultado dos 100
lanzamentos, un test estatistico.

Un test estatistico é un procedemento para, a partir dunha mostra
aleatoria e significativa, extraer conclusions que permitan aceptar ou
rexeitar unha hipétese previamente emitida sobre o valor dun pard-
metro descofiecido desa poboacion.

CASO 2

Hai cinco anos realizéuselle unbha proba de corniecementos a rolalidade
dos soldados dunba quinta. O resultado foi unha media | = 102 puntos
e unba desviacion tipica o = 11. Este ano paséuselle o mesmo test a
unba mostra de 400 soldados e a media foi x = 101 puntos.

;Podemos suporier que non houbo cambio nos coriecementos dos solda-
dos nestes cinco anos e que, por lanto, a diferencia observada é froito do
azar?

En ambos os exemplos hai unha hipétese de partida e uns resulta-
dos, obtidos a partir dunha mostra, que difiren da hip6tese. E pregunta-
monos se a diferencia é atribuible 6 azar.

RESULTADO A PARTIR DA
HIPOTESE YOS INTERROGANTE
O dado e.c.orrecto. Proporcion de “CN- | A diferencia obser-
cAso 1: {& pro?aﬁnhdade de | cos” na mostra: vada, jpode atribuir-
DADO CINCO™ € pr=10,25 se & azar? jPodemos
p=1/6=0167 supofier, razoable-
mente, que a mos-
. tra foi extraida da
Actualmente tamén . .
CASO 2: & Media da mostra: poboacién sobre a
SOLDADOS | B % =101 que fixemos a hipo-
p=102 tese?

A hipétese emitida designase por H, € chimase hipétese nula. A hi-
potese contraria designase por H; € chamase hipétese alternativa.

cAs0O 1 (DADO): Hy p=0,167, Hi:p# 0,167

CAsO 2 (sOLDADOS): Hy: w=102, Hpp# 102

NoTA: Dicir que nun dado a probabilidade de que saia “5” € 1/6 € 0 mesmo que
dicir que na poboacion resultante de lanzar o dado unha infinidade de veces a
proporcién de “5” € 1/6. Por tanto, compdrase o valor da proporcion de “cincos”
na poboacién coa proporcion de “ciNcos” na mostra.




0,094 ' 0,240

NOMENCLATURA

O nivel de significacién dunha hipétese,
a, é o valor complementario do nivel de

confianza dunha estimacién, 1 - q.
*

100,9 102 103,1

UNIDADE (7 Wl

Contraste de hipéteses

Para dilucidar se unha’ hip6tese estatistica é ou non certa danse unha
seriec de pasos que imos estudiar. Empezaremos resolvendo os dous
exemplos presentados na pidxina anterior.

€aso 1: ;Podemos suporier que é correcto un dado que, 6 lanzalo 100
veces, dd 25 “cINcos”?

A hipétese emitida (o dado é correcto) concrétase dicindo que:
p= P51 =1/6 = 0,167

Se a hipdtese fora certa, entén as proporcions, pr, de “CINcOs” nas mos-
tras de tamafo 100 seguirian unha distribucién normal:

\/ﬂ ‘ 0,167 - 0,833\ _
N(p, n)=N(0,167; . )—N(O,167; 0,037)

En tal caso, o 95% das proporciéns mostrais de “CINCOS” estarian no
intervalo caracteristico correspondente a 1 — o = 0,95:

0,167 + 1,96 - 0,037 = (0,094; 0,240)

(0,094; 0,240) chamase zona de aceptacion.
Posto que a proporcién obtida na mostra, pr = 0,25, queda féra do
intervalo, consideramos que serfa moi improbable que a mostra proce-
dera desta distribucién (¢ dicir, € moi improbable que cun dado correc-
to se obtefian vintecinco “cINCOs” en 100 tiradas). Por tanto, rexéitase a

hipétese cun nivel de significacién do 5%.

CASO 2: jPodemos suporier que a variable “coriecemento dos soldados”
ten os pardmetros p =102, ¢ =11, tendo en conia que a media de 400
deles é x = 1017

Se a hipétese € certa, a poboacién de partida ten p = 102, o = 11.

As medias das mostras de tamafio # = 400 distribGense asi:

% é N(102, 1—1) - N(102; 0,55)

V400

Obtemos o seguinte intervalo caracteristico 6 95%:
a=005 - z,=19
INTERVALO: (102 * 1,96 - 0,55) = (100,9; 103,1)

O 95% das mostras de tamafio 400 tefien a sia media neste intervalo
(zona de aceptacion para o = 0,05).

x =101 estd no intervalo. Por tanto, acéptase a hipétese cun nivel de
significacion o = 0,05, pois s6 rexeitamos como improbables o 5%

dos casos mais extremos.




Método para contrastes de hipoteses estatisticas

1¢ Enunciacién. Entinciase a hipétese nula, H,. Consiste en atri-
buirlle un valor a un parimetro de certa poboacion. (Neste cur-
so s6 emitiremos hipéteses sobre a media, u, € sobre a propor-
cién, p).

2 Deduccién de conclusiéns. Se a hipétese nula fora certa, tal pa-
cametro da mostra distribuiriase de forma cofnecida. En conse-
cuencia:

__ FElixese un nivel de significacién. Son os mais comuns
a = 0,10; a =005 a =001

__ Constriese a zona de aceptacion. E o intervalo fora do cal s6
se encontran o o - 100% dos “casos méis raros”.

32 Verificacion. Extraese unha mostra, o s€u tamafio decidimolo no
paso anterior, e dela obtense o correspondente parametro.

42 Decisién. Se o valor do parametro mostral cae dentro da zona de
aceptacién, acéptase a hipotese cun nivel de significacién a. Se-
nén, rexéitase.

EXERCICIOS RESOLTOS

1. Explicita os catro pasos anteriores caso 1 CASO 2
na resolucion dos dous
problemas estudiados na paxina 12 Hy p=0167; H:p# 0,167 1¢ Hy p=102; Hy:p# 102
anterior. — ) = ==
2¢ As proporciéns mostrais, pr, 2% As medias mostrais, x, distri-
distribuirfanse: buirianse:
. N(0,167; 0,037) N(102; 0,55
Nivel de significacién: a = 0,05 Nivel de significacién: o = 0,05
Zona de aceptacion: Zona de aceptacion:
(0,094; 0,240) (100,9; 103,1)
32 Extriese a mostra e calcilase o 3% Extriese a mostra ¢ calcilase o
valor do parametro: valor do parametro:
25 =
r=—— =0,2 x-=101
p 100 25
42 0,25 non estd na zona de acep- 42 101 si estd na zona de acepta-
tacion. Por tanto, rexéitase a cién. Acéptase a hipdtese.
hipotese. Os cofiecementos dos solda-
O dado non é correcto. dos son os mesmos que hai
cinco anos.
4) EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Repite, paso a paso, 0 CASO 1 para un nivel de sig- 2. Repite, paso a paso, O CASO 2 para un nivel de sig-

nificacion o = 0,01. nificacién a = 0,10.
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14.2 CONTRASTES DE HIPOTESES PARA A MEDIA

Imos sistematizar os pasos que se dan para realizar contrastes de hipéte-
ses sobre a media da poboacién, distinguindo os casos en que a hipéte-
se nula € do tipo p = p, daqueles outros nos que na hipétese nula se
aceptan desigualdades: u>p, ouben p<p,.

Contraste bilateral: p = 4

12 paso. Hipotese H, u=p, H:p#p,

A hipétese nula consiste en atribuirlle un certo valor 4 media da poboa-
cion. Este método € o que se desenvolve no caso 2 das pixinas anterio-
res.

22 paso. Deduccién de conclusiéns. Obtencién da zona de acepta-
cion

Ben cando 7 230 ou ben para calquera valor de 7 se a poboacién de

partida € normal, as medias mostrais distribiense N(p,, 6,/ ).

Por tanto, a zona de aceptacion para un nivel de significacion o ¢ o in-

o/2 .
tervalo caracteristico correspondente:

~— ZONA DE ACEPTACION —»

%o o o . 5 + . So
Mo~ Zar Mo Zur = Ho = Zg/2 N Ho * 2q/2 In
VALORES CRITICOS MAIS USUAIS 3?2 e 4° pasos. Verificacion e decisién
@ | 010] 005 | 001 Extriese a mostra, calcilase x e comprébase se esta dentro ou féra da
Zy | 1,645 1,96 | 2,575 zona de aceptacion.
EXERCICIOS RESOLTOS |
L. Crese que o cociente intelectual 12 paso. Hy p =3, H:p#113 1

medio dos estudiantes durha , ‘
. A 22 paso. Posto que o tamafio da mostra, n = 180, ¢é maior que 30, as
universidade é 113, cunha p q que 3 ‘

ol 5 medias mostrais distribuirianse asi (se a hipotese fora certa),
desviacion tipica de 7. Para

contrastar a bipotese, extraese N{113, A Y (113; 0,52). Construimos o intervalo de aceptacién:
unba mostra de 180 estudiantes :

V180

e obtense neles un cociente a=005 - z,,=196 Intervalo: 113 + 1,96 - 0,52 = (111,98; 114,02)
intelectual medio de 115.

3? paso. Nunha experiencia real, serfa agora cando se extraera a mostra

sPodemos aceplar a hipotese cun P - =
el aeen /4 e se obteria nela o valor da media x = 115.

nivel de significacion do 5%?
42 paso. Posto que 115 non pertence 4 zona de aceptacién, rexeitamos
a hipotese. E dicir, non podemos dar por bo que o C.I. medio dos estu-
diantes desa universidade sexa 113.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. a) Nunha poboacién para a cal é ¢ = 29, contras- individuos na que se obtén x = 352.

ta a hipétese de que p = 347, cun nivel de sig- b) Repite o contraste para o = 10%.
nificaciéon do 1%, mediante unha mostra de 200

¢




ATENCION

Nos contrastes unilaterais os valores criticos
son z,.

Estes son os mdis usudis:

VALORES CRITICOS
a | 010 005|001
z, | 1,28 [1,645| 233 |

Ho

[e7
llo‘za"o
Vn

{—— ZONA DE ACEPTACION ———>

EXERCICIOS RESOLTOS

Contraste unilateral: p <py o p=1pg

12 paso. Hipétese H,(u < u, ou ben p > py)

As correspondentes hipéteses alternativas son W > Hg  OU, respectiva-
mente, K < Ug.

22 paso. Zona de aceptacion

ACEPTACION

0 Z,

Nestes casos, toda a cola (intervalo de non aceptacion ou de rexeita-
mento) esta nun dos extremos da distribucion. Os valores criticos da
taboa da esquerda obténense directamente da taboa N(O, 1.

A zona de aceptacion €:
HIPOTESE | ZONA DE ACEPTACION | H: ALTERNATIVA

Sy
n> g (uo—za~ —\/7&00) w< py

Sy
ppy (- g2, T B>
0 ( 0 a n) 0
e

32 e 42 pasos. Verificacion e decision

Extriese a mostra, calcilase X e comprébase se esta dentro ou féra da
zona de aceptacion.

1. O peso dos polos dunba granxa é
normal con media 2,6 kg e
desviacion tipica 0,5.
Experiméntase un novo tipo de
alimentacion con 50 crias.
Cando se fan adultos, pésanse e
obtense unha media de 2,78 kg.
Imos contrastar a bipotese de que
o peso medio da poboacion non
aumenta, cun nivel de
significacion do 1%.

g» EXERCICIOS PROPOSTOS

Hy p<2,6. Hipotese alternativa Hj: p > 2,6

a=001 — z,=233

99%

Zona de aceptacion:
1%

ACEPTACION

0,5 - I
—o0; 2,6 + 2,33 - 2= = (~0; 2,76 ' '
( @) 270 26 5764278

O valor obtido mediante a mostra, 2,78 kg, queda féra da zona de acep-
tacion.

Por tanto, rexéitase H, e acéptase H, (a poboacion aumentard de pe-
50 co novo tipo de alimentacién) cun nivel de significacién de 0,01.

2. Nunha poboacién para a cal ¢ ¢ =29, contrasta a cién do 1%, mediante unha mostra de 200 indivi-
hipétese de que n = 347 cun nivel de significa- duos na que se obtén x = 352.
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14.3 CONTRASTES DE HIPOTESES PARA A PROPORCION

Contraste bilateral: p = p,

TEN EN CONTA A hipétese nula consiste en atribuirlle un valor 4 proporcién de indivi-
—w duos que tefien unha certa caracteristica ou 4 probabilidade dun suceso
p pode ser unha proporcién ou unha nunha experiencia aleatoria.

probabilidade.

12 paso. Hipdtese. I p = p,; H;: p# p,

22 paso. Zona de aceptacion

Sabemos que se p = p, entén as proporciéns mostrais, pr, distribien-
po@o
se N (po, \’ n |

Por tanto, a zona de aceptacién para un nivel de significaciéon o é o
intervalo caracteristico correspondente:

A f-pqu \ 'poqo
(pO_Za/Z' n Pyt Zyn n )

32 e 42 pasos. Verificacion e decisiéon

Calcilase a proporcién, pr, na mostra e comprébase se estd ou non na
zona de aceptacién. (Véxase o caso 1 das piaxinas 312 e 313).

Contraste unilateral: p < p, o p > p,

12 HIPOTESE NULA Hy pLp, Hy p2p,y

s PASO | HIPOTESE ALTERNATIVA Hy: p>p, Hy: p < p,

22 PASO

ZONA DE ACEPTACION ¥

po pO

(—oo,p0+za~ \’p_(;lq_o) (po—za" \’%yﬂo)

Os pasos 3° e 4°, como sempre, consisten en extraer a mostra, calcular
o parametro pr nela e comprobar se pertence ou non 4 zona de acep-
tacion.

Recordemos os valores criticos correspondentes 6s valores de o mdis
utilizados:

NIVEL DE SIGNIFICACION, o 0,10 0,05 0,01
Contraste bilateral. z_ 1,645 1,96 2,575
Contraste unilateral: z, 1,28 1,645 2,33

VALOR CRITICO {




EXERCICIOS RESOLTOS

1. A unbas eleccions preséntanse a) Para A Para B Para C
trespama{os, 4, ? g & Un 12 paso. HIPOTESE Hyp=04 Hyp=z 0,4 Hyp=<04
comentarista politico afirma que
os electores se reparten do HIPOTESE ALTERNATIVA  H: p# 0,4 Hp: p < 0,4 H;:p>04
seguinte modo:

o ot 0 e, T AT T s

o 40% ou mdis; a favor de C, 0 ’ ’ T :

9 0,406

(G N(OA; ‘\f——-——zso ) = N(0,4; 0,03D

Preténdese contrastar estas bipote-

ses mediante unba mostra de 250 . d .

8 As respectivas zonas de aceptacion sof:

@) Calcula a zona de aceptacion A: Como ¢é un contraste bilateral (ddas
de cada unba delas, cun nivel «colas”), o valor caracteristico corres-
de significacion do 5%. pondente a & =005 € Zg = 1,9.

b) Unha vez extraida a mosird, . I 0,4 + 1,96 - 0,031 = (0,339; 0,461)
obiéiiense 132 a favor de A, 88 0,339 0,4 0,461
a favor de B e 30 a favor de C.

S l 30af ) B: Como ¢é un contraste unilateral (unha
T‘?"f“ decisions respecto ds Ires 95% scola™, o valor caracteristico corres-
hipoteses. 50 pondente a a =005 € 2, = 1,645.

(0,4 — 1,645 - 0,031; +o0) = (0,349; +00)
0,349 0,4
C: Analogamente: a.=0,05 = 2, = 1,645
95%
’ e 0,04+ 1,645 003D = 5 045D)
0,4 0,451
* b) 3¢ e 42 pasos
A B Cc
PROPORCIONS OBTIDAS 132/250 = 0,528 | 88/250 = 0,352 | 30/250 = 0,12
ZONAS DE ACEPTACION (0,339; 0,461 (0,349; +) (~o0; 0,451
ECISION Rexéitase Acéptase Acéprase
Pode resultar chocante que aceptemos a hipétese correspondente o
partido B (“a proporcion dos seus votantes supera ou iguala o 40%)
cando obtivemos unha proporcién inferior (35,2%).
Obsérvese que tamén teriamos que aceptar a hipotese seguinte para
B: “a proporcién de votantes é inferior ou igual 6 40%.”. Isto € debido
a que s6 rexeitariamos como improbables o 5% dos posibles resulta-
dos. Por iso, en lugar de dicir “acéptase a hip6étese”, serfa mais €O~
rrecto dicir “non hai motivo para rexeitar a hipotese”.

- EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Respecto a un certo dado, A opina que nivel de significacion de 0,10, sabendo que se
pl6] = 0,15, B opina que Pl6]l <0,15 € C opina lanzou o dado 1000 veces e se obtivo 183 veces o
que Pl6] > 0,15. Contrasta as tres hipéteses cun “6”.

¢




UNIDADE [V ¥

14.4 POSIBLES ERROS NO CONTRASTE DE HIPOTESES

O aplicar un test estatistico, podemos cometer dous tipos de erros:

ERRO DE TIPO 1. Cométese cando a hipotese nula é verdadeira e, como
consecuencia do contraste, rexéitase.

ERRO DE TIPO It. Cométese cando a hipotese nula € falsa e, como conse-
cuencia do contraste, acéptase.

Naturalmente, 6 aplicar un test ignoramos se cometemos erro ou non o
cometemos. O que si podemos ¢ intentar avaliar a probabilidade de
cometer erro dun ou outro tipo e desefiar o experimento de modo que
ditas probabilidades de erro se reduzan todo o posible.

Analicemos estas probabilidades sobre un exemplo:.

As estaturas das alumnas de COU eran, en 1990, de media 167 cm e des-
viacion tipica 7 cm. Emitimos a hipdtese de que as actuais alumnas de
2° de Bacharelato tefien a mesma media Hy,: u = 167. Imos contrastar
a hipotese mediante unba mostra de tamavio n = 60 e cun nivel de sig-
nificacion o = 0,10.

7
V60

Se 6 extraer a mostra obtemos x = 168,72 rexeitamos a hipotese. Pe-
ro podemos estar equivocados. E dicir, podemos cometer un erro de
tipo L.

Obtense a zona de aceptacion (167 + 1,645 - ) = (165,51; 168,49).

Se 6 extraer a mostra se obtivera x = 168,12 aceptariamos a hipotese.
Se estamos equivocados, estariamos cometendo un erro de tipo 1L

Probabilidade de cometer erro dun tipo ou outro

A probabilidade de cometer ERRO DE TIPO I € precisamente o, o nivel
de significacion, pois se a hipétese é verdadeira, expofiémonos a rexei-

tar o o - 100% das medias mostrais. Esta probabilidade non depende
p— do tamafio da mostra.

A probabilidade de cometer ERRO DE TrPo 1t depende do verdadeiro valor
de p e do tamafio da mostra. Se u é o verdadeiro valor da media e
Ho © que lle atribuimos mediante a hipétese (H: p = p), na realida-
OO de son distintos, xa que supofiemos que estamos cometendo erro de |
ACEPTACION i . ! . . X . .
tipo II. A verdadeira distribucién das medias mostrais vén dada polas

curvas vermellas (media p).

As curvas-negras son-as supostas distribucions (media py). Sobre elas
constriense os intervalos de aceptacion. A drea vermella danos, en cada
caso,.a proporcidn de mostras para as cales se aceptaria a hipétese

EP- Ho

[ E Ho E “
R L = 1, e, por tanto, a probabilidade de cometer un erro de tipo II. E
N, E o - .
ACEPTACION claro que para mostras grandes esta probabilidade ¢ moito menor.

ERRO TIPO L. Rexeitar H,,

A si ilidk S .
o R e stia probabilidade é o. Non depende de n

ERRO TIPO II. Aceptar H,, | A sda probabilidade depende do verdadeiro valor
sendo falsa do pardmetro. Faise tanto menor canto major sexa 7.




1. Test de hipéteses sobre unha probabilidade (bilateral)

Reflexionamos sobre cada unha
das seguintes experiencias:

a) Lanzamos unba moeda 10
veces e obtemos 6 caras.

b) Lanzamos unba moeda 100
veces e obtemos 60 caras.

¢) Lanzamos unba moeda 1 000
veces e obtemos 600 caras.

;JPodemos deducir dalgunba de-
las que a moeda é incorrecta?

(Problema proposto, para ser
resolto intuitivamente, nas pd-
xinas iniciais da unidade: pdxi-
na 311).

12 paso: Hipotese
En calquera das tres experiencias, queremos contrastar:

Hy p= % (é dicir, “a moeda é correcta”) fronte a Hy: p# %

22 paso: Deduccién de conclusions. Obtenciéon da zona de acepta-
cion

Posto que en todos os casos np =1 - —;— > 5, a distribucién de propor-

ciéns mostrais serfa:
1/2) - (1/2
Nl, 1R(/) (1/2) =N0,S;£
2 n "n

As zonas de aceptacion, para un nivel de significacién o = 0,01, son:

(0,5 £ 2575 95)

Vn

r " 10 100 1000 .
05+ 041) | (05+013) | (05004
009,091 | (037;063) | (0,46 0,59

ZONA DE ACEPTACION

3¢ paso: Verificacion

Agora é cando se supén que se extrae a mostra € s€ calcula a propor-
cién de caras.

Nos tres casos obtivose pr = 0,6 6 ou 00 ou _600_
10 100 1000

42 paso: Decisiéon

0,6
7= 1 000 F——t 1

ZONAS DE

= Ty
n =100 ACEPTACION

n = 10! "

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

O valor de pr obtido nas mostras (pr = 0,6) cae dentro da zona de
aceptacién para #n =10 e n =100, pero cae féra da zona de acepta-
ci6n para n = 1000.

S6 rexeitamos a hipétese de que a moeda sexa cOrrecta no caso o).




Observemos que o resultado desta proba é acorde coa intuicién: se ob-
temos 6 caras en 10 tiradas, parécenos un resultado do mais razoable.
Seguramente admitiriamos como non sorprendente calquera resultado
entre 2 e 8 caras en 10 tiradas.

En 100 lanzamentos xa nos custa mdis admitir certas desviaciéns sobre a

proporcién %

E en 1000, ainda sendo tan permisivos como o € o tomar o = 0,01,
non resulta admisible considerar que, por azar, 0 60% dos lanzamentos
dunha moeda correcta sexan caras. jA moeda ten que ser incorrecta!

2. Test de hipéteses para a proporcién (unilateral)

Nas iiltimas votacions, bai un 12 paso: Hipotese
ano, 0 53% dos votantes dunba

localidade estaban a favor do QUEeMmOs contrastar:
alcalde. Acaba de realizdrselles

H.:.p=
unba enquisa a 360 persoas eli- 0 £ 2053
xidas 6 azar e 176 delas esta- (A proporcién de votantes favorables 6 alcalde € igual ou supera
ban a favor do alcalde. a das dltimas elecciéns).

JPodese afirmar, cun nivel de
confianza do 90%, que o alcalde
non perde popularidade?

fronte a H;: p<0,53

22 paso: Zona de aceptacién

* Dody
s B

Do =053 q,=1-053=0,47; n=360

Para o =0,09 - z,=1,28

(0,53 -1,28 - \’%&W, +oo) = (0,496; +w)

3¢ paso: Verificacion

Na mostra obtense unha proporcién pr = 176 _ 0,489.

360

4° paso: Decision

A proporcién de partidarios do alcalde na mostra cae féra da zona de
aceptacion. Por tanto, rexéitase a hipétese nula: non podemos conside-
rar que o alcalde non perda popularidade. E dicir, admitimos que perde
popularidade.

@




EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS
AR e

PARA PRACTICAR

Contraste de hipéteses para a media

Realiza en cada caso o contraste de hipéteses
coas condiciéns que se dan a continuacién (en
todos os casos supofiemos que a poboacion de
partida é normal):

Hy o o ”n X
2| u=12 [ 6=15 | a=0,01 10 11
b)) | u=145|06=024 | a=005| 16 1,6
¢)| pu<il c=406 | a=0,05| 100 12
dD| pu=15 G = oa=0,1 150 14,5

Un fabricante de ldmpadas eléctricas estd
ensaiando un novo método de produccién que
se considerard aceptable se as ldmpadas obtidas
por este método dan lugar a unha poboacién
normal de duracidén media 2400 horas, cunha
desviacién tipica igual a 300.

Témase unha mostra de 100 ldmpadas produci-
das por este método e esta mostra da unha dura-
cion media de 2 320 horas. ;Pode aceptarse a
hipétese de validez do novo proceso de fabrica-
cién cun risco igual ou menor 6 5%?

Sabése por experiencia que o tempo obtido
polos participantes olimpicos da proba de 100
metros, na modalidade décathlon, é unha varia-
ble aleatoria que segue unha distribucién nor-
mal con media 12 segundos e desviacion tipica
1,5 segundos. Para contrastar, cun nivel de sig-
nificacién do 5%, se non variou o tempo medio
na ultima Olimpiada, extraeuse unha mostra ale-
atoria de 10 participantes € anotouse O tempo
obtido por cada un, cos resultados seguintes, en
segundos:

13 12 11 10 11
11 9 10 12 11

a) ;(Cales son a hipdtese nula e a alternativa do
contraste?

b) Determina a rexion critica.
©) Realiza o contraste.

d) Explica no contexto do problema, en qué
consisten cada un dos erros de tipo 1 e 1I.

Comprobouse que o tempo de espera (en minu-
tos) ata ser atendido, en certo servicio de urxen-
cias, segue un modelo normal de probabilidade.

A partir dunha mostra de 100 persoas que foron

atendidas en dito servicio, calculouse un tempo
medio de espera de 14,25 minutos e unha des-
viacién tipica de 2,5 minutos.

a) sPoderiamos afirmar, cun nivel de significa-
cién do 5% (o = 0,05), que o tempo medio
de espera, nese servicio de urxencias, non €
de 15 minutos?

b) ;Que poderiamos concluir se o nivel de signi-
ficacién fose do 0,1% (o = 0,001)?

¢) ¢Existe contradiccion en ambas as situacions?

Xustifica as respostas.

A duracién das lampadas de 100 watts que fabri-
ca unha empresa segue unha distribucién nor-
mal cunha desviacion tipica de 120 horas. A sda
vida media estd garantida durante un minimo de
800 horas.

Escollese 6 azar unha mostra de. 50 lampadas
dun lote e, despois de comprobalas, obtense
unha vida media de 750 horas. Cun nivel de sig-
nificaciéon de 0,01, shaberia que rexeitar o lote
por non cumprir a garantia?

Unha empresa asegura que unhas determinadas
pastillas de xabdén duran mais de 11 dias. Para
comprobalo, realizase unha enquisa en 100

' casos. Estas son as respostas:

DURACION (dias) 529 |10a14|15a19(20a 24

RESPOSTAS 24 46 19 11

;Pédese dar como vilida a afirmacién da empre-
sa, para un nivel de significacién de a = 0,05?

Unha enquisa, realizada a 64 empregados unha
fabrica, concluiu que o tempo medio de dura-
cién dun emprego nela era de 6,5 anos, cunha
desviacién tipica de 4.

;Serve esta informacién para aceptar, cun nivel

- de significacion do 5%, que o tempo medio de

emprego nesa fibrica é menor ou igual que 6?

Xustifica adecuadamente a resposta.



A Concellerfa de Xuventude manexa o dato de
que a idade 4 que os fillos se independizan é
unha variable normal con media 29 anos e des-
viacion tipica 3 anos. Ainda que a desviacién
tipica non presenta dubidas, si se sospeita que a
media descendeu, sobre todo pola politica de
axuda 6 emprego que levou a cabo o concello.
Asi, dun estudio recente sobre 100 mozos que
se acaban de independizar, obtivose unha media
de 28,1 anos de idade.

a) Cun nivel de significacién do 1%, ¢pode de-
fenderse que a idade media non diminuiu,
fronte a que si o fixo como parecen indicar
os datos? Presenta o contraste ou test de hi-
poéteses e resélveo.

b) Explica, neste problema, en qué consisten
cada un dos erros do tipo I e 1II.

Contr. de hipéteses para a proporcion

Realiza en cada caso o test de hipéteses coas
condicidéns que se indican:

Hy a n pr
)| p=05| 001 1000 0,508
m| p<06 | 005 600 0,61
Ol p=03 0,1 200 0,25

Un dentista afirma que o 40% dos nenos de 10
anos presentan indicios de carie dental. Tomada
unha mostra de 100 nenos, observouse que 30
presentaban indicios de carie.

Utilizando a aproximacién normal, comproba, a
nivel de significacion do 5%, se o resultado per-
mite rexeitar a afirmacién do dentista.

Unha empresa de productos farmacéuticos afir-
ma na sia publicidade que un dos seus medica-
mentos reduce considerablemente os sintomas
da alerxia primaveral no 90% da poboacién.

Unha asociacién de consumidores experimen-
tou dito firmaco nunha mostra de 200 socios,
obtendo o resultado indicado na publicidade en
170 persoas.

Determina se a asociacién de consumidores po-
de considerar que a afirmacién da empresa é
estatisticamente correcta ¢ nivel de significacion
de 0,05.

12
S

Affrmase que, nunha determinada cidade, 6
menos o 30% das familias posden ordenador.
Témase unha mostra aleatoria de 200 familjas da
cidade e resulta que 50 posien ordenador.

A un nivel de significacion de 0,05, ;hai sufi-
ciente evidencia para refutar a afirmacién?

- O 42% dos escolares adoitan perder 6 menos un

dia de clase a causa de gripes e catarros. Sen
embargo, un estudio sobre 1000 escolares reve-
la que no Wltimo curso houbo 450 en tales cir-
cunstancias. As autoridades sanitarias defenden
que a porcentaxe do 42% para toda a poboacion
de escolares se mantivo.

a) Contrasta, cun nivel de significacién do 5%, a
hipétese defendida polas autoridades sanita-
rias, fronte a que a porcentaxe aumentou
como parecen indicar os datos, explicando
claramente a qué conclusion se chega.

b) (Como se chama a probabilidade de concluir
erroneamente que o tanto por cento se man-
tivo?

PARA PROFUNDAR

Nun test de hipéteses para estudiar se o cocien-
te intelectual medio dos estudiantes dunha uni-
versidade é 113, seleccionamos unha mostra ale-
atoria de 180 estudiantes, obtendo unha media
de 115. A zona de aceptacién obtida foi o inter-

' valo (111,98; 114,02) e sabemos que a desvia-

cion tipica € o = 7. Por tanto, rexeitamos a
hipétese.

¢Cal € a probabilidade de que rexeitaramos a hi-
potese, cando en realidade era verdadeira? ;Co-
mo se chama este tipo de erro?

Nunha determinada provincia, a nota media en
matematicas dos alumnos de 2° de Bacharelato
do curso pasado foi de 5,8, cunha desviacién
tipica de 2,3 puntos. Cun nivel de significacién
de 0,05 e supofiendo que a desviacién tipica
segue sendo a mesma, queremos contrastar a
hipétese de que a media non variou. Para iso,
imos extraer unha mostra aleatoria de tamafio
100. Asi, a zona de aceptacion serd o intervalo
(5,35; 6,25). Se 6 final a media real fora de 5
puntos, cal é a probabilidade de obter unha
media mostral que nos leve a cometer un erro
de tipo IT (€ dicir, aceptar H, sendo falsa)?




PARA MELLORAR A TUA FORMACION,
ORGANIZA AS TUAS IDEAS EN ESTATISTICA

MOSTRAXES
ESTATISTICAS

= Mostraxe aleatoria.

m Distribucién das medias
mostrais (Teorema Cen-
tral do Limite).

= Distribucion das propor-
ciéns mostrais.

CALcuLO INFERENCIA
DE PROBABILIDADES ESTATISTICA
® Sucesos. Probabilidade. ® Estimacién de u.
u Lei de Laplace. = Estimacién de p.
® Experiencias compostas. # Test de hipoteses sobre W
= Probabilidade total. # Test de hip6teses sobre p.

® Férmula de Bayes.

® Distribucién normal.
Intervalos caracterfis-
ticos.

® Distribucién binomial




EXPERIENCIAS ALEATORIAS. SUCESOS

EXPERIENCIAS ALEATORIAS. SUCESOS

serven para conceptos asociados é especialmente importante

® Estudiar e describir fen6-  ® Sucesos aleatorios. = Manexar as operacions con
menos relacionados co azar. sucesos e as propiedades
g T sdas probabilidades.
® Analizar as probabilidades g Propiedades da probabili- das p
e as suas leis. dade ® Utilizar con destreza o dia-

T rama en drbore para des-
= Calcular plrol?ab'xhdades de @ [eide Laplace. gribir eXperiencgis com.
SHCEsOs LA Lotos, ® Probabilidade condicionada. postas e calcular as stas

® Probabilidade total. probabilidades.
# Probabilidade “a posteriori”.

¥ Lei dos grandes nimeros.

Consellos utiles
® Son especialmente importantes as seguintes propiedades dos sucesos e as probabili-
dades:
P(AUB) =P + PB)—P(ANB)
PAY=1-PA)
“uB'=ANB, AUNB'=4UB
P(A/B) = P(AN B)/P(B) ou a equivalente: P(A4 (| B) = P(B) - P(A/B) = P(4) - P(B/A)
A e B independentes <> P(A() B) = P(4) - P(B)
Procura entendelas e aprendelas. (Véxanse os exercicios 2 e 3 da paxina 254; 12 e 13

da péaxina 258; 39, 40, 41, 42 e 43 da péxina 261).

m Utiliza o diagrama en 4rbore para calcular a probabilidade total ou probabilidades “a
posteriori” en experiencias compostas. O seu manexo destro permite ver con clarida-
de o proceso, e prescindir das férmulas ou ratificar o resultado obtido por medio de-
las. (Véxanse os exercicios resoltos 1 e 2 e o proposto 1 da paxina 253; o 5 da paxina
255; 19, 20 e 26 da péxina 259; 32 e 33 da paxina 260).

DISTRIBUCIONS BINOMIAL E NORMAL

DISTRIBUCIONS BINOMIAL E NORMAL

serven para técnicas asociadas é especialmente importante

® Describir situacions aleato- ~ ® Manexo das tdboas da dis-  ® O cilculo de probabilida-

rias moi frecuentes nas cien- tribucién N(O, 1). des nunha distribucién nor-
cias e na natureza. ® Relacion da distribucion bi- mal calquera,

® Facer inferencias fiables pa- nomial coa normal. ® A obtencién do intervalo
ra a poboacién a partir du-  w Construccion de intervalos caracteristico, asociado a
nha mostra. caracteristicos. unha probabilidade, nunha

distribucién N(u, ).




Consellos dtiles

As distribuciéns normal e binomial son instrumentos imprescindibles para manexarte
con soltura no traballo con mostras, fundamentalmente para a inferencia. Por iso debes,
ademais de entender o que fas, adquirir gran destreza no seu uso:

@ Calcula probabilidades nunha distribucion N(0,1), facendo uso das tidboas, visuali-
zando sobre a grifica o que conseguiches. (Véxanse paxinas 276 e 277).

E Acostimate a automatizar o proceso de tipificacién da variable para calcular probabi-
lidades nunha distribucién normal calquera, N(u, o).

Plh<x<hkl=P b—I < 22| 50 caledlase nas tiboas (paxina 278).
c c .

B Familiarfzate coa nomenclatura dos intervalos caracteristicos: valores criticos, 2,
probabilidade, 1 - a, ... e intenta memorizar os valores criticos correspondentes s
probabilidades 0,9; 0,95; 0,99. (Véxase paxina 279).

Aprende a calcular destramente intervalos caracteristicos para distribuciéns normais
N0, 1) e N(u, o). (Véxase paxina 280).

m Distingue en qué casos unha binomial estd préxima a unha normal e calcula os seus
parametros. (Véxanse paxinas 300 e 301).

MOSTRAS ESTATISTICAS

MOSTRAS ESTATISTICAS

‘ serven para conceptos e técnicas asociados  é especialmente importante
B En xeral, indagar caracte-
risticas dunha poboacién
analizando un reducido nd-
mero dos seus elementos

(mostras).

® Mostraxe: aleatoria simple,
sistemdtica e estratificada.

B Cofiecidos os pardmetros
dunha poboacion, definir a
distribucién das medias
mostrais, x, e calcular in-
tervalos caracteristicos.

# Mostraxe mediante nime-
ros aleatorios.

B Distribucién das medias

¥ En particular, inferir o va-
lor dos pardmetros da po-
boacién a partir dos co-
rrespondentes parimetros
dunha mostra.

Consellos Gtiles

mostrais: teorema central
do limite. Consecuencias.

® Distribucién das propor-
cions mostrais: consecuen-
cias.

® Cofiecida a probabilidade
P[C] na poboacion, defi-
nir a distribucién da pro-
porcién de € nunha mos-
tra, pr, e calcular interva-
los caracteristicos.

B Practica a descricion da distribucion das medias, x, das mostras de tamafio # extra-
idas dunha poboacién de parimetros cofiecidos p e o

Se 7z 230 ou a poboacién é normal, entén x &€ N(u, o/ n).

m Reflexiona sobre o feito de que a desviacién tipica das medias mostrais se pode facer
tan pequena como se queira ¢ aumentar o tamano, #, da mostra.




® Calcula os intervalos caracteristicos para X en poboaciéns concretas e para mostras
de tamafo determinado. (Véxanse paxinas 281 e 282).

W Practica a descricion das proporciéns, pr, (de individuos cunha certa caracteristica

C) das mostras de tamafio 7 extraidas dunha poboacién na cal P[C] = p € cofieci-
da:

Se mp=25 e ng>S, entén pr é N(p, P751)

W Reflexiona sobre o feito de que a desviacién tipica de pr se pode facer tan pequena
como se queira 6 aumentar o tamano # da mostra.

® Obtén intervalos caracteristicos para pr en poboaciéns concretas e para mostras de
tamafio determinado. (Véxanse paxinas 302 e 303).

INFERENCIA ESTATISTICA
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serve para técnicas asociadas é especialmente importante

® Estimar, mediante uninter-  ® Obtencién do intervalo de  ® Comprender, aprender e uti-
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m Os intervalos caracteristicos para x (U £ 2/, - 6/ Vn) obténense a partir dos pardme-
tros da poboacion. Os intervalos de confianza para p (x * z_,, - 6/ \Vr) obtéfiense a
partir da media x dunha mostra concreta. Debes entender as stias similitudes e as su-

as diferencias. Analogamente para p e pr. (Véxanse pixinas 286 e 287).

® Aprende a automatiza a utilizacion das expresiéns E =z, - 6/Vn para p (e a co-
rrespondente a p) e utilizaas con destreza non sé para calcular E, sendn tamén pa-
ra obter o tamano da mostra, #, ou o nivel de confianza, 1 - a.

® No desefio dunha hipétese estatistica estimoslle supofiendo un valor a un parimetro
(n ou p). Todo o estudio faise dando por bo dito valor e, s6 6 final, o valor obtido na
mostra servira para decidir se a hipdtese é boa ou non o é.

Aprende e automatiza os catro pasos que hai que dar. Distingue entre contrastes bila-
terais e unilaterais. Recorda que nestes os valores criticos son distintos, pois s6 hai
unha cola.




PROBA DE AUTOAVALIACION

OPCION A

1 Nunha academia de Huelva con 80 estudiantes impdrtanse tres idiomas: inglés (D),
francés (F) e aleman (A). Hai 48 estudiantes matriculados en I, 20 en F e 12 en A. Por
outra parte, as probabilidades de que un estudiante da academia viva en Huelva son
0,4 para os de I; 0,6 para os de F e 0,8 para os de A. Elixese 6 azar un estudiante da
academia:

a) ¢Cal é a probabilidade de que viva en Huelva?
b) Se a persoa elixida vive en Huelva, ¢cal é a probabilidade de que estudie francés?

2 O nivel de protrombina nunha poboacién normal é de 200 mg/100 m/ de plasma,
cunha desviacién tipica de 4.

a) Se consideramos mostras de 50 individuos, scal € a distribuciéon da variable aleato-
ria media mostral, x?

b) Calcula a probabilidade de que, nunha mostra de 50, o nivel medio de protrombi-
na sexa maior de 201 mg/100 ml.

3 O peso dun determinado colectivo dunha poboacién segue unha distribucién normal
cunha desviacion tipica de 8 kg. Nun estudio realizado cunha mostra aleatoria de 81
persoas dese colectivo, obtivose un peso medio de 65 kg.

a) Obtén un intervalo de confianza 6 99% para o peso medio do colectivo.

b) Calcula o tamafio minimo que deberia ter a mostra no caso de admitir un erro maxi-
mo de 1,5 kg, cun grao de confianza do 95%.

OPCION B

1 Extrdese unha carta 6 azar dunha baralla espafiola de 40 cartas e, sen devolvela 6
% mazo, sdcase outra carta, tamén 6 azar. Calcula as probabilidades de cada un dos
seguintes sucesos:

a) A = “6 menos unha das ddas cartas é de OUROS”.
b) B = “as ddas cartas son do mesmo pao”.
) ANB dAUB e)AUB
2 Nunha determinada rexién hai catro lugares préximos: L1 con 6500 habitantes, L2 con

3000, L3 con 8000 e L4 con 5000. Vaise realizar un estudio na rexién baseado nunha
mostra de 450 persoas.

a) ;Que tipo de mostraxe se debera realizar se queremos que estean representados os
catro lugares?

b) ;Cantas persoas de cada lugar se deben seleccionar, atendendo a razéns de pro-
porcionalidade?

¢) ¢Como seleccionarias as persoas de cada lugar?

3 Nun estudio realizado nunha cidade hai cinco anos sobre o numero de horas sema-
nais dedicadas a practicar algin deporte (en mozos de entre 15 e 20 anos), obtivose
unha media de 7,2 horas e unha desviacion tipica de 3. Para ver se a media variou,
elixiuse unha mostra de 80 mozos, obtendo unha media mostral de 7,6 horas (supo-
fiemos o = 3). Contrasta, cun nivel de significaciéon do 5%, a hipétese de que o tempo
medio segue sendo o mesmo, fronte 4 hipdtese de que variou.




