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1. AINTEGRAL INDEFINIDA

1.1. DeriNnicion DE INTEGRAL INDEFINIDA

Sexan f:A=IR e F:A-=R duas funcidéns definidas nun conxunto AcIR; di-se que F é
unha primitvade f: © VY xe€ A F'(x)=f(x).

Se a funcion F é unha primitiva de f , entén calquer outra funcién resultado de sumar-lle
a F unha constante é tamén unha primitiva de f . Isto permite definir o conceito de

integral indefinida dunha funcion, que se representa da forma ff(x) dx , como segue.

Se F é unha primitiva da funcién f, entdn define-se a integral indefinida de f como o
conxunto de todas as primitivas de f, é dicer ff(x) dx:={F(x)+C | CeR}.

Esta expresion toma, por simplicidade, a forma ff(x) dx=F(x)+C , onde C é calquer
namero real, e di-se que a funcién f é integrabel no dominio correspondente.

Nesta Ultima expresion, a funcion f(x) recebe o nome de integrando, F(x) é unha
primitva de f e C é a constante de integraciéon. A expresion dx é o elemento
diferencial e o papel que xoga no proceso sera exposto no seu momento.

Ex 1 Comprobar se a funcién F(x)=x*~4 é unha primitiva de f(x)=3x? e obter a integral indefinida da funcién f .

A derivada da funcién F(x)=x’-4 é F'(x)=3x°, que coincide coa funcién f ; polo tanto F é unha primitiva de f .

En realidade, calquer funcion que se obtefia a partir de F sumando unha constante ten tamén por derivada a funcion
f : polo tanto todas as funciéns do tipo F(x)=x’+C , onde C R , son primitivas de f .

O conxunto de todas estas primitivas de f chama-se integral indefinida de f , e expresa-se da forma:
[ 3x?dx=x’+C, CeR.

1.2. PRropRIEDADES

Dunha forma imediata pode demostrar-se que a integral indefinida ten un comportamento
linear, é dicer, conserva a suma de funciéns e o produto de funcions por escalares:

i. Se f e g son duas funcions integrabeis nun mesmo dominio, entén asumade f e
g é unha funcién integrabel e [f+g=[f+[ g . Esta propriedade pode extender-se

desde logo & diferenza: [f—-g=[f—[g.
ii. Se f é unha funcién integrabel e k € R, entéon a funcién k-f é integrabel e

[kf=k-[f.

Ex 2 Obter a integral indefinida das funciéns f(x)=cosx—2x e g(x)=

x |on

Sabemos que a derivada do seno é o coseno, asi que f(cosx—2x) dx:f cos X dx—fo dx=senx—x’+C .

Afuncién Inlx| ten derivada % , polo tanto f% dx=5-f % dx=5-In|x}+C .

1
> Inx se x>0 ) _|x ¢ x>0 .
Nota: A funcién In|x| pode ser expresada como e a sua derivada sera , que coincide
In(—x) se x<O 1 oo x<0
X

., 1 L. ., 1 . . . .
coa funcion PR Como o dominio da funcién X é IR—{0} , a sua integral debera ter o mesmo dominio, e por iso

faremos f% dx=In|x|+C . Se facemos f%dx:lnx+c , obtemos unha integral con dominio (0,+x) diferente do

dominio da funcién integrando.
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Ex 3

2. MEeETtobos DE INTEGRACION

2.1. CaLcuLo DE INTEGRAIS IMEDIATAS

Pola definicion da integral indefinida, se f é a derivada de F, entén a funcion F é unha
primitiva de f e polo tanto ff(x) dx=F(x)+C . Asi, as formulas do calculo de derivadas
proporcionan as correspondentes férmulas para o célculo de integrais indefinidas, tal
como aparece no anexo de integrais imediatas.

Obter a integral indefinida de f(x)=senx—5x+x’+2sec’x .

Utilizando as férmulas de derivacion e as propriedades da integral indefinida resulta:

2 4
[ (senx -5 x+x’+2sec’x) dx = senx dx—5 [ x dx+ [ x° dx+2 [ sec’x dx:—cosx—57X+X7+2tgx+C

2 4
X . : -
+7+2tgx+c ; @ comprobacién consiste en verificar

Logo calquer primitiva de f serd da forma F(x)=—cos X_5;<

que F'=f:

3
F'(x)=—(-sen x)—lOTX+4TX+2-seczx:sen x—5x+x°’+2sec’x ;logo F'=f , asi que a integral é correcta.

2.2. METopo DE INTEGRACION POR PARTES

A formula de Leibniz permite obter a derivada do produto de duas funcions. Se u e Vv
son duas funciéns, a diferencial do produto u-v é d(u-v)=du-v+u-dv , e integrando esta
expresion obtén-se:

d(u-v)=duv+u-dv = [d(uv)=[duv+[udv = vv=[duv+[uadv =

= fu'dv:u-v—fdu-v ; esta Ultima expresion cofiece-se como formula da integracion
por partes.

Nesta formula, du e dv denotan as funcions diferenciais de U e Vv, respectivamente:
du=u'-dx e dv=v'-dx.

O método de integraciéon por partes utiliza-se normalmente para calcular a integral de
funciéns que vefien expresadas como un produto de funcions elementares de tipo
potencial, exponencial, logaritmico, trigonométrico e trigonométrico inverso. O método
consiste en identificar cada un destes factores cos elementos U e dv da formula. Unha
vez realizada esta identificacion procede-se a aplicar a féormula, de maneira que o
resultado que se obtén no segundo membro contén unha integral que ha de ser mais facil
de calcular que a integral orixinal.

Para que tal identificacibn produza realmente unha diminucién da dificuldade da
integracion utiliza-se normalmente o critério que segue. O elemento U da formula de
integracion por partes identificara-se co factor da funcion integrando segundo a seguinte
orde de preferéncia: factor de tipo logaritmico, factor de tipo trigopnométrico inverso e
factor de tipo potencial ou irracional. No caso de non existir nengun factor de algun dos
trés tipos anteriores, a escolla é, en principio, indiferente. En todo caso, sempre que ao
aplicar a formula se produza unha integral mais complicada que a inicial, é posibel
realizar a escolla contraria e observar o resultado.

En ocasidns serd necesario aplicar a férmula véarias veces consecutivas para lograr
rebaixar o nivel da integral a un tipo mais acesibel.



Ex 4 Obter as integrais indefinidas i. fxz-lnx dx eii. fxz-senx ax .

u=inx
dv=x? dx

U

i. Identificando , € aplicando a féormula obtemos:

2 g & &
Inx—J % dx="gInx—"5+C="-

9 3 e

1
MX—S

3 3
2 X nx— XL gx=
fx “In x dx—3 Inx fg x dx=

=x? [du:2x dx

=
dv=sen x dx [v:fsenx dx=—cos x

ii. Identificando , € aplicando a férmula obtemos:

[ x*-senx dx=—x’cos x+ [ 2 x-cos x dx=—x*-cosx+2 [ x-cosx dx [1]
du=dx

=
v=f cos x dx=senx

resulta:

. . . - u=x
Se repetimos o proceso na integral fx-cosx dx , identificando = T G

f X COS X dx:x-senx—fsen X dx=x-senx+cosx

E volvendo & expresion [1] obtemos:

| x*senx dx=—x-cosx+2 [ x-cosx dx=—x’-cos x+2(x-sen x +cos x)+C=—x"-cos x +2 X -sen x+2 cos x +C
2.3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABEL

Este método consiste en mudar a variabel independente da funcion por outra, de forma
que a funcién resultante na nova variabel resulte mais comoda que a inicial. E de uso
frecuente na integracion de expresions nas que aparecen composicions de funcions,
ainda que o maior partido obtén-se en integraciéns de tipo non imediato.

Asi, para utilizar este método hai que escoller de forma apropriada unha expresion dentro
do integrando que pasard a ser a nova variabel independente, asignando-lle un nome a
tal expresion. Unha vez identificada esta nova variabel coa expresién que representa,
realizan-se os cambios oportunos no integrando (incluindo o elemento diferencial dx)
para que pase a vir expresado en funcion da nova variabel. O obxectivo que se persegue
€ o de lograr unha integral na nova variabel que sexa mais facil de obter. Calculada por
fin a integral da funcion a respeito da nova variabel, a funcidén obtida ha de ser expresada
en termos da variabel orixinal; este ultimo proceso chama-se "desfacer o cambio”.

O fundamento do método € que se a funciébn F & unha primitiva da funciéon (fou)-u',
entén a funcion Fou™' € unha primitiva de f .

ax

Ex 5 Obter as integrais indefinidas i. fx e dx eii. 172 .
1+cos“x

i. Facendo o cambio t=1-x? e diferenciando, obtemos dt=—2x dx < X dXZ—% dt | e asi:

1-x? _ _i t __1 t :_i 1-x?
[xe ™ ax= 5 e dt=—5 e+C=—5 e +C

ii. Neste caso o cambio é menos evidente: t=tgx. Polas férmulas trigonométricas sabe-se que

2. _ 2 2., _ 1 2., _ _ 1
sec x=1+tg°x < CcOS“X= >— , e como t=tgx , obtemos COS"X= —=—.
1+tg°x 1+tg°x 1+t
.. . _ 2 - 2 ] _ 2 _dt
Ademais diferenciando obtemos dt =sec”x dx=l1+tg” x|dx=(1+t")dx = dX_1+t2 )
dt
. o dx 1+t d 1 t
Substituindo na expresion inicial resulta: = = =—-atg—+C
P fl+coszx f 1 f2+t2 V2 g«/2
1+ %
1+t
dx 1 1 tg x

+C .

Devolvendo finalmente a expresion a variabel orixinal resulta: f m=ﬁ'atg TZ’fC:TE'aTQ

V2



2.4. INTEGRACION DE Funcions Racionals

Para a integracion de funcidéns racionais que non son imediatas utiliza-se 0 seguinte
meétodo. En primeiro lugar, se a funcion a integrar ten numerador de grau maior ou igual
gue o denominador, por médio da division euclidiana, obtemos unha nova expresion
equivalente a inicial, en forma de suma dun polindmio mais unha funcion racional na que
o numerador € agora de grau inferior ao denominador. Realizado este proceso prévio, se
fose necesario, o obxectivo é expresar a fracion resultante como suma de varias fracions,
de xeito que cada unha delas tefila como denominador unha poténcia dun polinbmio
irreducibel de primeiro ou segundo grau. Consegue-se asi transformar a integral inicial en
suma de varias integrais de tipo logaritmico, potencial e arco-tanxente.

4 x? X
Ex6 integrais indefinidas i. | ————dx ii. [—5—"—— dx eiii. [ 5 _— dx.
x 6 Obter as integrais indefinidas i f P12 x_3 , i f Z—2x+1 e i f 2+ dx 4

i. Como o grau do numerador € menor que o do denominador, procedemos directamente a factorizar o denominador,
co que obtemos, x°+2x—-3=(x—1)(x+3) e, por ser dous factores de grau 1 e multiplicidade 1 , faremos:

4 A . B A-(x+3)+B-(x—1)
X+2x—3 x—1 x+3  (x—1)(x+3)

o 4=A-(x+3)+B:(x-1) V x €R

Para x=-3: 4=—4B & B=-1 epara x=1: 4=4A & A=1

4 1 1 x—1
= — = = —dx dx Inix—1|—In|x+3+C = ln‘— C
Logo Sz ox—3 x—1 x+3 fx+2x 3 x=] x=2l=lnix-+31 3

ii. Como o grau do numerador € maior que o do denominador, procedemos & division euclidiana

3
x°=(x*-2x+1)(x+2)+3x-2 , e asi: fzxi dx=/(x+2) dx+f SX=2 =X +2x+f SEE
X

—_— 7dx [1]
—2Xx+1 2x+1 —2x+1

3x-2
Para calcular fxi

2
—2x+1
ao ser un factor de grau 1 e multiplicidade 2 , a fracion descompora-se en:

dx faremos a descomposicion factorial do denominador, que resulta x°-2x+1=(x—1)°, e

3x=2 __A B __AU-IMB o sA(x—1)+B V x €R
x°=2x+1 x-1 (x-1) (x—1)

Para x=1 obtemos: 1=B
Para x=0 obtemos: —2=—A+B = A=2+B=3

3x-2 3 1 1
i 4 dx = dx + dx=3In|x—1|—-——+C
Logo esta integral sera f —ox+1 f X—1 f (X_l)g | | X—1 .

x?3 x? 3x-2
————— dx="+2x+
—2x+1 2 f

X2
dx="—+2x+3Inlx—1|- +C .

Volvendo & expresion [1] obtemos: —
p [ ] f X2—2X+1 2 x—1

iii. O grau do numerador € menor que o do denominador, logo omitimos a division euclidiana dos polindbmios.
Factorizando o denominador resulta: x°-x’+4x—4=(x—1)-(x’+4) .

Ao resultar dous factores irreducibeis de grau 1 e 2, ambos con multiplicidade 1 , descomporemos a fracién en:

2
. 2x __A +M)§+N:A(X +4)+(MX+2-N) (x—1) o x=A(x*+4)+(Mx+N)(x—1) V x € R

X =x°+4x-4 X—1 x°+4 (x=1)-(x*+4)

1
Para x=1 obtemos: 1=5A < Azg
Para x=0 obtemos: 0=4A—-N = N:4A:%

_,. 5.8

Para x=-1 obtemos: _,; -, -1 _on M=—1—52A+2N= 25 5=_é



1 .4

1
p— __X —_—
Logo esta integral sera X _[(_5 5 65 . 1 1 1 x=
fx3—x2+4x—4 =] —1° I x*+4 >3 » 5f

4 4 1]
4

A primeira integral desta suma ¢ do tipo logaritmico: fxlTl dx= xlTl dx=Inlx -1

2 - . x—4 L .
A segunda é do tipo neperiano-arcotanxente: f rd dx . Para resolvé-la imos transformar o numerador de xeito que

se poda expresar a fracion en suma de duas: nunha delas o numerador sera a derivada do denominador (tipo
neperiano) e na segunda o numerador sera unha constante (tipo arcotanxente):

n=l (2

2x8 _1
‘[x+4 T2

(2]

x+4

2
Operando dentro da paréntese, a primeira integral € imediata (tipo neperiano): f x2f4 dx=In (X2+4) [3]

1

E a segunda é tamén imediata do tipo arcotanxente: f dX 8f dX g1 at92 =4 atg2 [4]

Incorporando as integrais [3] e [4] na expresion [2], obtemos:

x—4 . _1[¢r 2x _r_8
J‘x2+4 dx—2 fx2+4 o J‘x2+4 ox

1 2 X
=21 4)-4atgX
2n(x+) ag2

1 2 X
=L In(x?*+4)-2atg X
Lin(x*+4)-2atg %

E volvendo & expresion [1] obtemos finalmente a integral pedida:

J' X = 1 1 X — 1 x —4
X —x’+4x—4 59 x-1 5

dx —ln|x 1- —ln(x +4)+ atg > XiC



Ex 7

3. AINTEGRAL DEFINIDA

3.1. Derinicion pE INTEGRAL DEFINIDA

Sexa f unha funcién definida positiva nun intervalo [a,b], é dicer, f(x)>0 V x €a,b]
. Nestas circunstancias é posibel referir-nos ao recinto delimitado pola grafica de f, o
eixo OX e as abscisas x=a e x=b . A area deste recinto denomina-se integral definida

-, . b .,
da funcién f no intervalo [a,b], e representa-se por faf(x) dx . Nesta expresion os
valores a e b chaman-se limites de integracion.

De forma analoga, se f é unha funcién definida negativa, define-se a integral definida de
f no intervalo [a,b] como a area (con signo negativo) delimitada pola grafica de f, o
eixo OX e os extremos a e b do intervalo. Por ultimo, se f é unha funcién que toma
valores de signo oposto no intervalo [a,b], entende-se por integral definida de f no
intervalo [a,b] a suma das integrais definidas de f (cada unha co seu signo
correspondente) nos subintervalos nos que a funcién f é definida positiva ou definida

. ., . . b
negativa. En todos os casos a expresion coa que se representa esta area € [_f(x) dx .
Obter as integrais definidas f§(2X—4) dx , f:(2x—4) dx e f:(2x—4) dx .

A funcién f(x)=2x—4 é unha recta de pendente m=2 e ordenada na orixe b=—4 . As integrais pedidas son as
areas sinaladas mais abaixo. Ao seren poligonos, esas areas poden calcular-se utilizando as férmulas da xeometria
plana. Nos dous primeiros casos son trapécios, polo que a area serd a o produto da base pola semisuma dos
segmentos laterais:

5 1 0 1
. (2x-4) dx=5+(2+6)-2=8 u® I, (2x-4) dx=5(-8-4)2=-12
6 A o,B /
3 B 1 /2 3
o a—-‘lz

filx) 2zx—4
-9
No terceiro caso hai dous triAngulos e debemos considerar a area de cada un 6 /
deles co signo correspondente, positivo se o recinto estd no semiplano y>0 e 5
negativo se esta no semiplano y <0 . 4
1 1 A
O primeiro triangulo ten area A1:§-4-(—8):—16 e o segundo A2:§~3-6:9 , 2
logo: 1
9 Allilg B
432-1.10%2_?34557

& 2
[, (2x—4) dx=A+A,=—16+9=—-7 u

AW oN

7
= 2x—4
8




A obtencion da integral definida € un proceso complexo, que comeza coa definicion de
particion dun intervalo e culmina na definicibn da Integral de Riemann. Tal proceso
desefia-se inicialmente para unha funcién continua e positiva no intervalo [a,b], e
finalmente extende-se de forma natural a funciéns non positivas e incluso non continuas.

Chama-se particion dun intervalo [a,b] atodo conxunto finito P={x,, X;,X,, ..., X,} € R
tal que a=X,<x;<X,<...<Xx,=b. Asi, unha particion representa unha divisiébn dun
intervalo nunha cantidade finita de subintervalos.

Dada unha funcién continua e positiva en [a,b], polo Teorema de Weierstrass, a funcion
alcanza un maximo e un minimo en cada subintervalo determinado pola particion P . Se
identificamos estes extremos da forma M, para os maximos en cada subintervalo e m,
para os minimos, definen-se as sumas inferior e superior de Riemann da funciéon f no
intervalo [a,b] da seguinte forma:

I. suma inferior de Riemann: L f P Z xk_l);

n
ii. suma superior de Riemann: U(f,P): Z — X )
Pode demostrar-se que estas duas sumas de Riemann representan cotas inferior e
superior, respectivamente, da area que estamos a calcular, € dicer, da integral definida

[P7(x) dx: L(F,P)<[" F(x) dx <UL, P).

Di-se que unha funcion f , continua e positiva no intervalo [a,b] é Riemann-integrabel
= sup|{L(f,P)l=inf{U(f,P)] . Neste caso, define-se a integral de Riemann de f no
intervalo [a,b] como sup({L(f,P)}, ou ben, inf{U(f,P)}, tendo en consideracion que
estas duas cantidades coinciden para unha funcion Riemann-integrabel.

Por fin, o problema orixinal da obtencion da area fa f(x) dx para funciéns continuas e

positivas no intervalo [a,b] reduce-se & obtencion da integral de Riemann, que en diante
chamaremos simplesmente integral definida de f en [a,b]. Como x& se dixo
anteriormente, este proceso extende-se sen dificuldade ao caso de funciéns non positivas
e incluso a funcions non continuas.

Ex 8 As sumas inferior e superior de Riemann converxen & integral definida cando a particion se fai extremadamente fina.

O intervalo [a,b] ten unha particion P formada e
por seis subintervalos. A &rea en cor rosa
representa a suma inferior L(f,P) .

b
Esta area recubre parcialmente a area fa f(x)dx,

representada en azul, e esta Ultima recubre a sua
vez a area en cor salmon, que se corresponde coa
suma superior U(f,P) .

b
Resulta evidente que L(f,P)<j'af(x) ax<u(f,P),

e que cando se afina a particibn P, estas trés
areas tenden a coincidir no valor da integral

f:f(x)dx

No caso dunha particion extremadamente fina, os
rectangulos tefien base dx e altura f(x); logo a
area de cada un deles sera f(x)-dx . Asi a integral

b
faf(x)dx representa a suma das areas dos
infinitos rectangulos que recubren a rexion.




3.2. ProprrIEDADES IMEDIATAS DA INTEGRAL DEFINIDA

As seguintes propriedades derivan-se da definicion e son validas nos intervalos en que as
funciéns son integrabeis:

. b c b
I fa f= fa f+fC f (Nota: no caso de que a<c<b ¢ evidente, ainda que tamén é vdlida a
propriedade no caso de que ¢ ¢ (a, b))

i. [Tf=0

. a permuta dos limites de integracion alterna signo da integral definida: fo:_faf

[
. .. . p . . , b b b
iv. se f e g son funciéns integrabeis no intervalo [a,b], enton fafig:faftfa g

V. se k € R, entén ka-f:k-fo

Nota: referimo-nos a estas duas Ultimas propriedades como propriedades lineares da integral definida, que
tamén se cumpren no caso das derivadas e da integral indefinida.

3.3. Teorema po VaLorR MEbio bo CALcuLo INTEGRAL

Teorema do Valor Médio do Calculo Integral

Sexa f unha funcién continua en [a,b], entén 3 c e(a,b] / f:f(x)dx:(b—a)-f(c) :

Demostraciéon

Se f é unha funcion continua en [a,b], o Teorema de Weierstrass asegura que f
alcanza neste intervalo un valor maximo e un valor minimo. Chamaremos M e m,
respectivamente, a estes extremos absolutos de f no intervalo [a,b]. E imediato que se

cumpre a seguinte desigualdade: (b—a)-m<f:f(x)dx<(b—a)-M :

Dividindo os trés termos desta desigualdade entre a expresion (b—a) resulta
b

mséafaf(x) ax<M .

Ademais, polo Teorema de Darboux, por ser unha funcién continua, f alcanza todos os
valores entre o] maximo M e 0 minimo m, polo tanto:

1 b . .
dcela,b]/ f(C)ZE-faf(x) dx , o que implica que fif(x) dx=f(c)-(b—a) q.e.d.

Interpretacion xeométrica

A integral definida no intervalo o
fechado [a,b] é a é&rea
delimitada pola curva nese
intervalo. E posibel determinar un
rectangulo que tefia como base o
mesmo intervalo [a,b] e érea
igual ao valor da integral definida.
E evidente que tal rectangulo
debera ter unha altura
comprendida entre os valores
minimo e maximo que alcanza a
funcion nese intervalo.




Ex 9 Calcular o ponto ao que se refire o TVMCI para a funcion f(x)=x2+3x no intervalo [1,4].

4

34
2

3.77|
2

4°
=|—+
3

3 2
Aintegral é fj(x2+3x) dx 2| X3

1°
+
3 2 3

1
[1] O proceso para obter esta integral require da Regra de Barrow, que se expon mais adiante (ver o exemplo 11).

O teorema afirma que 3¢ €[1,4] / _[jf(x)dx:f(c)-(4—1)=3-f (c), logo sera: 8—27:3-f(c) = f(c):%:%

O valor de ¢ obteremo-lo resolvendo a ecuacion:

— 2_ . ol — —_ —_ —_
23x=29 o 2x?+6x-2920 o xo 8%V6°~4:2:(-29) —6+y36+232 _—6+1268 _ 31;@

4 4 4

—3+/67

Dos dous valores posibeis admitimos a solucién c¢= 5

~2,59 €[1,4], xa que a outra posibilidade fica féra do

intervalo.

3.4. Teorema FunbAMENTAL Do CALCULO INTEGRAL

Teorema Fundamental do Calculo Integral

Sexa f unha funcién continua no intervalo
[a,b], sexa x€[a,b]; entén a funcion ),
F(x)::f:f(t)dt (chamada  funcion I

integral de f no intervalo [a,b]) é unha
funcién derivdbel en [a,b] e ademais a sua
derivada é a funcién f:
F'(x)=f(x) ¥ x €la,b].

Antes de pasar a demostracion do teorema
convén destacar que a funcion integral
definida no enunciado representa a éarea
determinada pola grafica de f no intervalo
[a,x]. E polo tanto unha funciéon que toma 0
valor O para x=a, e para X=b toma o ¢ /

valor da integral definida fz f(x) dx . A vista

disto, o teorema afirma que esta funcion é
unha primitiva de f, ou equivalentemente, que a derivada da funcién integral F é a
funcion f .

ﬂﬁll‘

>

flz) = 2* -T2 +16x -9

Este teorema da solucién ao problema de obter a integral definida (o célculo de areas)
pofiendo-o en relacién coa técnica do calculo de primitivas (integral indefinida).

Demostracion

Define-se a funcién integral como F(x)::f: f(t) dt, e utilizando a definicién de derivada

x+h X x+h
. _ f(t)dt—| f(t)dt f(t)dt
obtén-se: ,:'(X):/imF(X+h) FX) _ jim Jo flode-J, ro =lim J. 1) -

h=0 h h=0 h h=0 h

Polo Teorema do Valor Médio do Calculo Integral para a funcion f no intervalo [x,x+h]
X+h
sabemos que 3¢ €[x,x+h] / fx f(t) dt=f(c)(x+h—x)=f(c)h.

Xx+h
f(t)dt .
Logo F'(X):/im .[x h( ) :Ilmf(C) h:/Imf(C):f(X) qed

h=0 nso h h-0




Ex 10 Dada a funcién F(x):fj(t2—4)dt ,calcular F(1), F'(1) e F'(x).

A funcién F(x):fj(t2—4)dt ¢ a funcién integral de f(x)=x’-4, logo polo Teorema Fundamental,
F'(x)=Ff(x)=x’—4.

Asi temos F(l):fi(t2—4)dt:0, pola prépria definicién da integral definida, e F'(x)=x’-4 polo teorema. En
particular F'(1)=1°-4=-3

3.5. Recra be Barrow

Como consecuéncia da relacion estabelecida polo Teorema Fundamental entre a integral

definida e a integral indefinida, a Regra de Barrow proporciona a férmula para o calculo
da integral definida (area) a partir da integral indefinida (calculo da primitiva):

Regra de Barrow
Sexa f unha funcién continua no intervalo [a,b], e sexa G unha primitiva calquer de f
no intervalo [a,b]; entén f:f(x) dx=G(b)-G(a) .

Demostracion

Polo Teorema Fundamental sabe-se que a funcion integral F(x):f:f(t)dt € unha

primitiva de f no intervalo [a,b]. X& que a funcion G ¢é tamén unha primitiva de f , as
funcions F e G distinguen-se nunha constante: F(x)=G(x)+C, con C e R . Para
x=a temos que F(a)=G(a)+C=0 & C=-G(a). E para x=b temos que

F(b):fo(t) dt , que é o valor da integral definida no intervalo [a,b]. E asi resulta que
F(b)=G(b)+C=G(b)-G(a) e polo tanto finalmente fo(x) dx=G(b)-G(a) g.e.d.
Ex 11 Calcular f;(Zsenx—x) ax .

A integral pedida calcula-se a partir da Regra de Barrow obtendo en primeiro lugar unha primitiva calquer da funcion
2

f(x)=2senx—x : f(2sen X—x) dx=—2cos xfx?+C

Como podemos traballar con calquer primitiva, escollemos por comodidade a que ten C=0, que é
2

G(x)=—2cos x= X
2

Esta primitiva € a que nos da a area pedida (integral definida) a través da férmula de Barrow:

@ 2 02 2 2
— = _ e S O P _Y (o T |_(—2)=g_T 2
f0(2$enx x) dx=G(n)-G(0)=|-2cosn > 2¢0s0 2) 2-5 (-2)=4 Su
Na prética, este calculo fai-se de xeito rapido como segue:
fH(ZSenx—x) dx 2 —2cosx—X—2 i 2 _2cos - |- —26030—0—2 o2 —(—2):4—“—2 u*, onde o paso [1]
0 2|, 2 2 2 2 7

representa a obtenciéon da primitiva e o paso [2] corresponde ao céalculo de Barrow.

10



4. CALcuLo be Areas E VoOLUMES

4.1. CaLcuro pe Areas be Recintos PLanos

Unha das principais aplicaciéns, que esta ademais na orixe do calculo integral, consiste
na medicion de areas de recintos delimitados por curvas, que non € outra cousa que 0
calculo da integral definida, ainda que habera que ter en conta varios casos.

Para unha funcién f positiva no intervalo [a,b], a area da rexion delimitada pola funcion
neste intervalo é exactamente a definicion de integral definida, e polo tanto esta area sera

b
S=[_f(x)adx.
Mas no caso de que a funcion sexa negativa nese intervalo, a integral daria como
resultado unha cantidade asimesmo negativa, polo que neste caso a area sera o valor

. b
absoluto desta integral S:Uaf(x) dx|

gue tamén se pode expresar, utilizando as
propriedades basicas da integral definida, como S:—f:f(x) dx ou incluso
S=[,f(x)dx.

Finalmente, no caso de que a funcién tome valores de distinto signo, distinguiran-se os
intervalos nos que a funcién é positiva e aqueles nos que é negativa, para calcular por
separado as areas correspondentes a uns e a outros, en valor absoluto, e sumar
finalmente. Para isto dividiremos o intervalo inicial tendo en conta os pontos de corte co
eixo OX e as posibeis discontinuidades que se produzan no intervalo.

Ex 11 Calcular a area do recinto delimitado pola grafica da funcién f(x)=x°-4x’+3x e o eixo OX .

Procede-se en primeiro lugar a estudar os pontos de corte
co eixo OX para estudar o signo da funcién:

-

OX

x=0
x=1, e como
Xx=3
a funcién é continua teremos que determinar o signo nos
intervalos (—,0), (0,1), (1,3) e (3,+x).

f(-1)=—8<0, f(%):gw, f(2)=—2<0 e f(4)=12>0,

x’—4x°+3x=0 o x:(x-1)(x-3)=0 =

asi que f(x)<O en (-»,0)u(1,3) e f(x)>0 en
(0,1)U(3,+x) .

Logo o recinto a medir € o determinado pola funcién nos
intervalos [0,1] e [1,3] e calcula-se:

4 3 21
A:A1+A2:J'2(x3—4x2+3x)dx+‘fj(x3—4x2+3x)dx‘:); = RO

_(1 4 3) (81 108 27) (1 4 3)_5 27 5‘_5 32|_5 .32 _37 ,
S|t = ||t |=—F———|=—H|——|=—F+ —=—u
4 32/ \4 3 2)\4 32|12 12 127127 12| 12 12" 12

11



Ex 12 Calcular a area do recinto plano delimitado polas graficas das funciéns f(x)=4-x e g(x)=4x"—x>.

Igualando as duas expresions obtefien-se os pontos de %) glx) = 4a° — 2
AE oo flx) =d—=
corte de ambas graficas: 9
4X°—xX°=4-x o X°—4x?—x+4=0 < 8
X:—l i
o (x+1)(x—1)(x—4)=0 & |x=1
XxX=4 6
Asi que os intervalos de integraciéon son [—1,1] e [1,4]. 5
No intervalo [-1,1] temos O0e(-1,1), f(0)=4 e i 4
g(0)=0 , logo pola continuidade das funciéns resulta :
f(0)>g(0) = f(x)>g(x) V x €(-1,1) P "
I 1)
E no intervalo [1,4], 2€(1,4), f(2)=2 e g(2)=8, asi i 2 E
que: f(2)<g(2) = f(x)<g(x) V x €(1,4) : |
1 1 I
1 ]
Asi no mtervalo [~1,1] calcularemos S Tog X5
A= )| dx e no intervalo [1,4] 5 -4 3 2 Y AT J[\s
A,

JA dX polo que & area sera entén:

A:A1+A2:fi1[f(x)—g(x)] dx+fj[g(x)—f (x)] dx:fil(x3—4x2—x+4) dx+f;J (=x*+4X°+x—4) dx=

11_2( 3x*—16x°—6x?+48 x| +|~3 x*+16 x*+6 x>~ 48x ):

:11—2[(3—16—6+48)—(3+16—6—48)+(—768+1.024+96 -192)—(-3+16+6-48)|=

2L 29+35+160+29)=223 2

[29 (—35)+160 —(—29)|= >

12 12

42 CALcuLo pe SuperFicies E VoLuMes be CorrPos bE REvoLUCION

Outra das aplicacidons do calculo integral é a de medir as superficies laterais e os volumes
de corpos obtidos por xiro dunha curva arredor dun eixo.

De xeito resumido, unha funcién f definida nun
intervalo [a,b] é unha curva finita que ao xirar arredor
do eixo OX descrebe un corpo, chamado corpo de
revolucién. A forma de obter a superficie lateral e o
volume deste corpo consiste en “corta-lo” ao longo do
eixo OX en infinitos discos de espesor infinitesimal,
igual que facemos con un chourizo ao paséa-lo pola
cortadora de fiambre. Cada un destes discos

infinitesimais ten as seguintes dimensions: o raio €
f(x) e asecciéon € dx . Asi, o volume de cada disco é
dv=n[f(x)?dx e a sua superficie lateral €

dS=2mnf(x)V1+[f'(x)F

O corpo reconstrue-se "pegando" todos os discos, polo que o volume e a area lateral
obtefien-se integrando as expresions anteriores no intervalo [a,b]:

- volume: V:on-[f(x)]Z ax

. arealateral: S= fznf \/1+

12



5. Anexo: FOrMULAS DE INTEGRACION IMEDIATA

Nesta relacion aparecen as primitivas das principais funciéns elementares clasificadas
por tipos (12 coluna) e as formulas correspondentes & composicion de calquer funcion u
coas funcidns elementares (22 coluna).

Vi.

Vil.

viii.

Xl.

Tipo potencial [a#—1]: fx‘adx:a

. Tipo logaritmico:

Tipo seno:
Tipo coseno:

Tipo tanxente:

Tipo cotanxente:

Tipo arco-seno:

. Tipo arco coseno:

. Tipo arco tanxente:

Tipo neperiano—arcotanxente:

a+1

X
+1+C

fidx:ln|x|+c
%

iii. Tipo exponencial [a>0]: [e*dx=€"+C

X

a
Ina

f cosxdx=senx+C

+C

[a*dx=

fsende:—Cosx+C
[ sec?xdx=tgx+C
[ (1+tg®x)dx=tg x+C

f 12 dx=tgx+C
cos” x

[ esc?x dx=—ctg x+C

[ (1+ctg®x)dx=—ctg x+C

|

>—adx=—ctgx+C
sen” x

dx=asenx+C

1
j\/l—x2
J‘ -1

Vi—x?

1
dx=atg x+C
J.1+x2 9

dx=acos x+C

1 1 X
dx=—-atg—+C
[ zox=3ag

J' Mx+N
ax’+bx+c

a+1

u

fua-u' dx= g

+C

fu—dx=ln lul+C
u

[e"u'dx=e"+C

u

a
Ina

fcosu-u’dx:senu+c

+C

[a"u'dx=

fsenu-u "dx=—cosu+C
[ sec?u-u'dx=tgu+C
[ (1+tg®u)-u'dx=tgu+C

J -

cos’u

dx=tgu+C

[ esc?u-u'dx=—ctgu+C

[ (1+ctg’u)-u’ dx=—ctgu+C

f U2 dx=-ctgu+C
sen“u

dx=asenu+C

I

—u'
f dx=acosu+C

Ji-u?

ul
dx=atgu+C
fl+u2 g

u' 1 u
dx==—-atg—+C
| zo=gatgy

dx=neperiano+arco tanxente+C

sempre que M#0 e que ax’+bx+c sexa un polindmio de 2° grau irreducibel.
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Teys 2 [ CAeuie |

1. A INTEGRAL INDEFINIDA

GRAL

1. Calcular as seguintes integrais de tipo imediato:

Vi.

Vil.

f%dx

X

Vi.

Vil.

viii.

|

1

ax
2+42x%°

f—dx

[ Ixax

15x2+3x—6

ax
X2

Calcular polo método de substitucion:

| cos (5x )dx

1
f 2x—3 dx
[3e™dx
[V3x—5dx

3x°+2
xX+2x
X
———adx
I (x*+1Y
f xX+1

ax

PP
33X +6x+2

Viii.
iX.
X.
Xi.
Xii.
Xiii.

Xiv.

XV.

fsenx~cosx dx
[ sen(3x+4) dx
fsen x-cos® x dx

fx-ex2 dx

1
———ax
J cos® (5x)

[ x-sen(x*+4) dx
[ e*-sen(e*) dx
f sen%x

Calcular polo método de integracic')n por partes:

fx~ex dx
[ Inx dx
fx-lnx ax

fx-senx ax

V.

Vi.

Vii.

viii.

fex-cosx dx

X
‘[ cos® x ox

fxz-lnx dx
| x*-e* dx

g

x

Xi.

Xii.

XVi.

XVii.

XViii.

XiX.

XX.

XXi.

Xi.

OIEUEIONS

asenx
f \/l x°

f (x—1)3x*-2 x dx
f/nx

1+2 x

ax
Vx+x2

COS X
adx

J1—sen?x
eatgx

1+x

f e”-sen x dx

[ sen’x dx

J‘ X asenx

i ©
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4. Calcular as seguintes integrais de tipo racional:

. fji);dx V. I%dx Viii. f3§ziixdx

i [ i [ . [ 28 o
ii. f)):idx vii, fmdx X. fx-(xf;;-%ms’)dx
Iv. fxzfﬁ

5. Calcular as seguintes integrais polo método mais conveniente:

. e*+1 2x+3
. ) —5———dx
L eX+de vi. | X°+3x+1
Inx . 2x+5
i. ) — ————adx
i. f Z dx iX. fX2+2X—3
ii f dx X. ftgx ax
- Y xInx »
i f 242)- Xi. ¢ ax
iv. | (x°+2)-cos x dx 112
v. [ Unx) dx xii, [2x-e* dx
. COoS X 1
—dX
V- I2x/senx xil. f\/g_x2dx
2
vii. | Xf+2dx xiv. [ x-1+3x° dx

xv. [ (3cosxsen’x+4senxcos’x) dx

6. Obter unha primitiva F da funcion f(x)=x*—3x+4 tal que F(1)=0.

X
7. Obter unha primitiva F da funcion f(X)=X2_16 tal que F(2)=-3.

2. A INTEGRAL DEFINIDA

8. Calcular o valor das seguintes integrais definidas:

. f:x dx vi. jj x2X—1 dx X. ﬁ sen’ x dx
T d . 11
i fo sen x dx i fl I . xi. J, o dx

T o .2

iii. | cosx-e*™ dx X"=x-2 o
LT Xii. f sen3x dx

_ L, . vii. fﬁn sen x dx -

iv. [2sen’x-cos”x dx

0
3 1 XIlI. sen x dx
3 ix. [, o B
V. fg X“-senx dx Xx-In" x
. In5 eX
9. Calcular a integral fo (1+e'F ax .

16



10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

T
Calcular o valor da integral fﬁn sen’x dx sen utilizar a Regra de Barrow.
Pode aplicar-se o Teorema do Valor Médio do Céalculo Integral a funcion

X
f(X):W no intervalo [0,1]7? No caso afirmativo, comproba-lo.
+X

Comprobar que a funcién f(x)=senx esta nas hipoteses do Teorema do Valor
Médio do Calculo Integral no intervalo [0, t] e obter o valor de x previsto na tese
deste teorema.

Comprobar que a funcién f(x)=2x’+2x esta nas hipéteses do Teorema do Valor

Médio do Calculo Integral no intervalo [0,1] e obter o valor de x previsto na tese
deste teorema.

., X t
Dada a funcion F(x):fl SN L dt | calcular F'(n) e F''(m).
, . x 1
Calcular a derivada da funcién G(x)= FE dt

: . 6
Calcular a derivada da funcion H(x):fx (t+sen® t)dt .
x* 1

11+t

Calcular a derivada da funcién F(x)= dt .

x° 1
at
14?7

Calcular a derivada das funcions F(x)=] G(x):fjxe’“ dt e

xInt
H(X):flet

. . 5
Calcular de duas formas diferentes a integral f_5 x| dx .
Representar a gréfica de f(x)=|x’—4| no intervalo [—3,3] e calcular a sua integral
nese intervalo.

Calcular o valor do elemento ¢ do Teorema do Valor Médio do Calculo Integral,
para a funcion y:3x2 no intervalo [—4,—1].

Sexa f(x) unha funcién continua en [0,1] e derivabel en (0,1), tal que f(1)=0 e
fz 2x-f'(x) dx=1 . Calcular f;f(x) dx .

Sexa f:[-2,2]»R, continua no seu dominio, tal que f:if(t) dt:fjf(t) dt . Pode-
se asegurar que existen b e ¢ pertencentes ao intervalo [—2,2], de maneira que
b<—1,c=1e f(b)=f(c)?

Calcular, sen utilizar a integral indefinida, o valor de fr_rﬂ(x3+sen x)dx .

sennx se x<-1

Determinar @ e b para que a funcién f(x)={ax+b se x € (—1,0] sexa continua
x°+2 se x>0

en todo o seu dominio e calcular a sua integral definida entre os valores —2 e 2 .
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26.

27.
28.

2"+a se x<-1

Determinar a e b para que a funcién f(X)=lax+b se x €(—1,0] sexa continua
3x°+2 se x>0

en todo o seu dominio e calcular a sua integral definida no intervalo [—2,2].

Calcular o valor da integral definida fioo

100 (X2 +5EN™ X ) X -

Calcular un polindbmio p(x) de terceiro grau que tefia un maximo relativo en x=1,
. . 1 5
un ponto de inflexion en P(0,1) e tal que fop(x) dx:Z .

3. CALcuLo pe Areas E VoLUMES

29.
30.
31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

18

Calcular a area delimitada pola grafica de y=x’-9 e o eixo de abscisas OX .
Calcular a area delimitada pola grafica de y=1—x e o eixo de abscisas OX .
Calcular a area da rexion delimitada por y=e*—e cos eixos de coordenadas.

Calcular a area da rexion delimitada pola gréafica da funcion f(x)=Inx, o eixo OX
e arecta de ecuacion x=e .

Determinar a area da rexion limitada pola grafica da funciéon f(x)=x’+x+5, 0 eixo

1
OX e asrectas X:_f e y=x+6.

A &rea do recinto limitado pola grafica de y(x)=t’-x* co eixo de abscisas é 36
unidades de superficie. Calcular o valor de t .

Calcular o valor de k para que a area delimitada polas gréaficas de y(x)=k—-x° e
arecta y=0 sexa de 4 unidades de superficie.

Calcular o valor de m>0 tal que a area comprendida entre y=x" e y=mx sexa
de unha unidade.

Sabendo que a area da rexion comprendida entre a curva y=+x e arecta y=>bx
€ 1, calcularovalorde b.

Calcular a area do recinto plano delimitado pola grafica da funcion f(x)= >——,0

) 1
eixo OX e arecta XZE.

Calcular a area dos recintos cerrados delimitados polas graficas de:

y=x2-2x+1 o ly=x"+5x y=x°
_ iil. 5 V.
y=1 y=—Xx"+3x+4 y=+x
y=x"-5 - ly=x*
y=2x+3 Vol =x
1 .
Representar graficamente a funcion f(X)=m. Calcular a integral

definida entre os valores 0 e 1 e observar se esta integral definida coincide coa
area.



41.

42.

43.

44,

45,

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Representar graficamente a funcion f(x)= . Calcular a integral definida

x°~5x+6
entre os valores —1 e 1 e observar se esta integral definida coincide coa area.
Calcular a area do recinto determinado polas intersecions das parabolas y?=2x e
X2:2y .

Calcular a area do recinto limitado pola bisectriz do primeiro cuadrante e a grafica
de y=27x".

Calcular a area do recinto limitado polo eixo de abscisas e a grafica de
f(x)=xV1-x.

Calcular a é&rea do recinto limitado polo eixo de abscisas e a gréafica de

3
—3,2_X
f(x)=3x >

Calcular a area do triangulo determinado polos eixos coordenados e a recta
tanxente & hipérbole de ecuacion xy=1 en calquer ponto da grafica.

Calcular o numero >0 tal que o valor da area da rexion limitada pola recta y=a
e apardbola y=(x—2) sexa 36 u’.

Calcular o valor de neIN sabendo que a area comprendida entre as curvas
-, 3
Calcular o volume do corpo de revolucion determinado pola curva de ecuacion
y=e *,0eixo OY earecta x=3 ao xirar arredor do eixo OX .
2
L, - . X
Calcular o volume do corpo de revolucion delimitado pola elipse 7+y2:1 ao dar

unha volta completa arredor do eixo OY .

Calcular o volume do elipsoide de revolucién xenerado por revolucion da elipse
2x°+y?=1 ao xirar sobre o eixo OX .

Calcular a superficie lateral dos corpos sélidos xenerados nos trés problemas
anteriores.

Obter a formula que expresa o volume dun casquete esférico en funcidén da altura
do casquete e do raio da esfera.

Obter a formula que expresa o volume dun casquete esférico en funcidén da altura
do casquete e do raio da sua base.

Define-se a integral f:of(X) dx como o limite de f:f(x) dx cando A-+w. A

+o0

. N 1
vista desta definicion, calcular fo Tox’

+o ]
dx e fl ?dx_

Observando a definicion anterior, dar a definicion de J"f f(x)dx € adefinicion de
o 1
© 1+x°

Ii: f(x)dx . Calcular o valor das integrais definidas ff e dx e f_ ax .
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4. SoOLUCIONS

1..

Vi.

2.i.

Vi.

Vil.

20

2In|x|+C

X

e

i. —+C

2

—£x2+C

2
3inlx+1]+C

1

— ati C
2agx+
2Jx+C

ésen(5 x)+C

1
= In|2x—3|+C
2n|x |+

3
— C
2t

§VBX—5f+C

Inlx®+2x|+C
1

2
——Xx+C
2

%ln|3x2+6x+2|+c

e’ (x—1)+C
x-(Inx—-1)+C
X2

7(2/[7 X—1)+C

senx—x-cos x+C

—x—2 In|x-1|+C

1 X—4
In|——+C
8 X+4
X+lnX_ +C
x+1
1 xX—-2
=1
5 MaaltC

X+X—+— In|x+1|—— In|x—2|+C

3 3 3

vii, 3%+
4
vii. 5x+3ln|x|+g+c
iX. 65x+C
X. e"+3x+C
Xi. e’+e*+C
xii. 3in|x — 2|+———In|x+1|+C
viii. L sen?x+C XV. —2c0SVX+C
2 o1 »
1 XVI. Easen x+C
iX. —= cos(3x+4)+C
3 . 3
1 xvii. o V(x*—2x)"+C
X. =3 cos’x+C
1 XViii. %ln2x+c
Xi. > e’+C
XiX. 2Vx+x°+C
N |
Xii. E tg(5x)+C xX. X+C
1 xxi. e +C
xiii. > cos (x°+4)+C
Xiv. —cos(e*)+C
eX . eX
V. ?(senx+cosx)+c iX. ?(senx—cosx)+c
Vi. x-tg x+Inlcos x|+C “ é(x—senx-cosx)+c
3
.. X
vii. —(3Ihx—-1)+C .
9 \ ) Xi. x—asenx1—x’+C
viii. e*(x°-2x+2)+C
Vi. /n|x +2x+17\—— atg| —— X+ 1 +C
x> 3x 1
vii. Zr5 3 In|x—1|+4 In|x—2|+C
viii, %§+mu+1)c

5

iX. & In |x|—g In|x*-2 x+5\+§ atg

x—1

C
> +




X. % In|x|—ln|x+1|+% In|x+3|+C

5.. Inle*+x|+C ix. zl—lIn|x+3|+%/n|x—l|+c

1
i _;.(/n|x|+1)+C X. —In|COSX|+C

ii. In|in|x||+C xi. atg(e*)+C
iv. x2senx+2x cosx+C xii. e“+C

2
V. x:In’[x|-2x-In|x|+2x+C Xiii. asen§+C

vi. Vsenx+C

13
Vii. %ln\x3+2|+c Xiv. 5\/(1+3x)+c
Viil. In|x*+3x+1/+C XV. %sen5x—cos4x+c
3 2
_X 3 17
6 F(X)——g = 4x 3

8.i. 0 v. m—2 viii. O i. 4£
i. 2 .1, 8 11( 1 1 ~
vii =In—< =. - xii. 0
ji. 0 2 3 " 3\m’2 1’3
5 2 P Xiii. —2
N, S vii. ——= In2 <
V. 35 3 X. 3

ns g% 1
dx==
o o e *73

10. [* sen’xdx=0

11. Afuncién cumpre as hipéteses, polo tanto si que € de aplicacion o Teorema.
12. c:asen§~0,69 e [0,x]

13. c=1.

2

\/%—1)%541 e [0,1]

14. F'(n)=0 e ,:u(ﬁ):_%
1
1+x°

15. G'(x)

16. H'(x)=-sen’x—x

2X
F'(x)=
17 (x) 1+x*
3 1 e Inx
1 . F'X: _ . 1 - 4X_ X H’X:
8 ()1+x6 1+X2,G(x) 2% _e; ()—X
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25.

26.

27.
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29.
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31.
32.

33.

34.
35.
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37.
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5
Lb_ Ix| dx=25
3 46
I, X2 —4 dx:?
c=—\7~-2,646 € [-4,—1]
1 1
fo f(x) dXZ_E
A existéncia de b e ¢ nestas condiciéns é consecuéncia directa do Teorema do

Valor Médio do Célculo Integral.
f:[ (x*+senx)dx=0

a=b=2 e ffzf(x) dx:%+i’—3w8,303

3
a=7 e b=2; [ f(x)dx~14,736

fi?)o (x**+sen® x) dx=0

p(x):—éx3+gx+1

Adreaé 36 U°.

, , 4
A area é §u2.

Adreaé 1u°.

Adreaé 1u°.

i , 179 ,
—u-.

Aarea é 12
t=3
k=39
m=36

_1
b=6 3
Aéreaé ln\/2—3NO,144.
As 4 . 4, 5 , 1 5, 1,

S areas son respectivamente: §u , 36 U7, 9u”, EU , §U .

1 4

A area e a integral definida coinciden: fo f(x) dx:ln§NO,288 u’.
1 3

A area e a integral definida coinciden: _l:l f(x) dx:ln§~0,405 L

, . 4
A area é §u .



43.

44,

45,
46.
47.
48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

2
30U.
4 2
15U.

Adrea é 54 u°.

A area é

A area é

A area é 2 y? independentemente do ponto escollido.

o=9
n=4
, JU 1 3
O volume é = 1——6)~1,567 u’ .
2 e

1
O volume é %~16,755 u’.

4n\/§
3

O volume é ~5924 u°

As areas son respectivamente:

i

~6,978 U .
> u

2w

1
1—=
P

~5,97 u?

2n°~19,738 U?

e

2
A férmula é V(r,h):%-(f)’r—h), onde r representa o raio da esfera e h a

altura do casquete.
_nh

A formula é V(R,h)=——(h+3R?), onde R representa o raio da base e h a

6
altura do casquete.

+00 1 +o ]
dx=Z = dx=1
.,"0 1+X2 X 2 e J‘l X2 X .
1

1+x°

fio e’ dx=1 e fiz dx=m .
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