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1. Funcion ReaL be VARIABEL REAL

1.1. DeriNnicioN bE FUNCION

Entende-se por funcion unha aplicacion entre conxuntos numéricos, na que unha variabel
(a imaxe da funcion) toma valores que dependen de outra variabel (orixe da funcion).
Tradicionalmente a imaxe da funcién identifica-se coa letra y e denomina-se variabel
dependente, en tanto que a orixe da funcion identifica-se coa letra x e denomina-se
variabel independente. De forma mais precisa, unha funcion real de variabel real define-se
como segue: sexa A un subconxunto de R, di-se que f:A->IR ¢é unha funcion real de

varidbelreal : YV x€ A I yeR |/ f(x)=y.

O conxunto A no que toma valores a variabel independente x, chama-se dominio da
funcién e representa-se por Dom f . Para cada elemento x do dominio, existe un unico
ndamero real y relacionado con el, e di-se que y é a imaxe de x pola funcién f. O
conxunto de todos os elementos que son imaxe de algun elemento do dominio chama-se
conxunto imaxe e representa-se da forma Im f ou tamén f(A)=|f(x), x€A|.

Dado un elemento y do conxunto imaxe, existira polo menos un elemento x do dominio
que esta relacionado con el, e diremos que X ¢€ a anti-imaxe de y . Existe a posibilidade
de que un mesmo elemento y sexa imaxe de varios elementos do dominio, polo que

designaremos por f”(y) ao conxunto de todos os elementos do dominio que tefien

como imaxe o elemento y : f'(y)=|x € Dom f/ f(x)=y|.
Obter as imaxes dos elementos 0, —2

1
2 , 1 e

1 :
. , — , as anti-
x°—1 3

imaxesde —7, 2 e 0 eoconxunto Imf .

Como non se indica nada sobre o dominio, 3
entenderemos que Domf €& o maior

subconxunto de IR no que a férmula esta

ben definida, neste caso, todos os valores de

X coa unica condicién de que non se anule 2
o denominador.

labscisa: x = 1.5

Domf=|x € R | x’~1#0=R—

[
l
tamén Dom f=(—o0,—1)U(=1, 7)U(1,+x) ordenada: y = 0.81 1{y

1
0°—1

As imaxes son: f(0)= =—1;
1 _1.

(~2f-1 38"

f(~2)=

En xeral a ant-imaxe de y é f'(y)=|xeDomf / f(x)=y , asi que para obter f'(—1) faremos
21 =—1 o x=0, logo f”(—1):0. De igual forma: 21 =2 o 2x*-3=0 < x:i\/g, asi que
x—1 X —1 2

1

2

=i .Epara x=0: =0 = 1=0 epolotanto f'(0)=9 .

Imf é o conxunto de todos os valores de Yy que son imaxe de algun valor de X , é dicer, os elementos

YyER [/ AxeDomf f(x)=y: 21 =y o x=x 1+%. Esta expresion ten sentido se y#0 e se o radicando &
X

—1
maior ou igual que 0, polo tanto: 1+;1>0 < %2—1 .Logo Im f=(—,—1]U(0,+x)=R—(-1,0].
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Chama-se grafica dunha funcién f ao conxunto dos pares Hx f(x)|, x € Dom f} , € dicer,

o conxunto formado por todos os pares de elementos que estan asociados en virtude da
relacion de dependéncia entre a variabel independente e a varidbel dependente. A grafica
dunha funcién é un conxunto que se pode representar nun sistema de coordenadas
cartesianas, no que a variabel independente x (a abscisa) ocupa o eixo horizontal (eixo
de abscisas) e a variabel dependente y (a ordenada) ocupa o eixo vertical (eixo de
ordenadas). Desta forma a informacion numérica que proporciona a expresion alxébrica
da funcién transforma-se en informacién grafica, que é o que se cofiece como
representacion grafica dunha funcién. A gréfica resulta de muita utilidade para observar o
comportamento da funcion ao longo do seu dominio de existéncia.

Dada a funcién f(x):x2+2 , obter as ordenadas correspondentes aos pontos de abscisa x=2 e x=—1 e representa-
los no plano cartesiano. Obter tamén a abscisa correspondente aos pontos de ordenada y=4 e y=0 e representa-
los. Estudar se o ponto P(3,—2) pertence a gréfica e estudar se existe algin ponto da grafica que tefia ordenada 10 .

Para x=2 temos que:
f(2)=2°+2=6 ,logo a ordenada é y=6 e o
ponto A(2,6) esta na gréfica.

Para x=-1:
f(-1)=(—1)’+2=3, logo a ordenada é
y=3 e B(-1,3) esta na grafica.

Para y=4:

f(x)=x?+2=4 o x=+\2,logo as abscisas
son x=—V2 e x=y2 e os pontos
C(—V2,4) e D(V2,4) estan na grafica.

Para y=0:

f(x)=x*+2=0 = x=+V-2¢R , logo non i ox
hai nengun ponto de ordenada 0 , é dicer, % 5 4 3 2 4 . 0 1 ?2 3 4 5 6
0¢Imf . |

O ponto P(3,—2) estara na graficase f(3)=—2: f(3)=3°+2=112—-2 = P non esta na gréfica da funcién.

f(x)=10 o x*+2=10 < x’=8 < x=+V8,logo os pontos E(—V8,10) e F(V8,10) pertencen a grafica.

1.2. OpPERACIONS cON FUNCIONS

Dadas duas funciéns f(x) e g(x) definidas no mesmo dominio, a suma de f(x) e
g(x) é unha funcién que se denota por f+ g, e define-se como (f+g)(x):=f(x)+g(x).
De xeito similar pode definir-se a diferenza de funciéns: (f—g)(x):=f(x)—g(x).

Nas mesmas circunstancias, o produto de f(x) e g(x) € unha funcién que se denota por
f-g, definida como (f-g)(x):=f(x)-g(x) . Define-se o cociente de f(x) e g(x) comoa
funcion f/g, tal que [f/g)(x):=f(x)/g(x), sempre que g(x)#0.

Estas catro operacions posuen as mesmas propriedades que as operacions numericas
homdlogas.

Chama-se composicién de duas funcions f(x) e g(x), e representa-se como gof a
operacion definida como: (gof)(x):=g[f(x)]. A funcion asi obtida chama-se funcion
composta de f e g. E evidente que para que a composicién de funciéns estea ben
definida é preciso que f(x)€ Dom g .
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E importante destacar que esta operacion é claramente non comutativa, xa que en xeral
gof#fog.

Chama-se funcion reciproca de f, e denota-se por f ', a funcién tal que composta con
f resulta a funcion identidade, de forma que (fof 7)(x):=x etamén (f "of )(x):=x.

1

—1

Ex 3 Dadas as funciéns f(x)=x’-3 e g(x):;,obteras funciéns f+g, f-g, f-g, flg, fog, gof, f' e g

(F+g)(x)=F(x)+g(x)=x*~3+] (F-g)(x)=F(x)-g(x)=x*-3-1

1 3
f =f(x)-g(x)=(x*~3)| = |=x—=
(F-g)(x)=F (x) g (x)=(x*~3){ - |=x—>

1\_( 1) 1

fo =f =fl=|=| =] —3= -3
(Fog)(x)=flg (X)I=f||=| o

flt)=u o t*-3=u o t=+Ju+3 =
= ' (x)=+V/x+3

Afuncion f ten polo tanto duas reciprocas,
ambas con dominio |3+ .

_ 1_ _1 TR
glt)=u = FTU S =0 =g (x)=5;

logo a reciproca de g ¢é ela mesma.

1.3. Tiros be Funcions

Distinguen-se varios tipos de funcions elementares, e a partir delas, mediante as
operacions definidas anteriormente, obtefien-se unha grande cantidade e variedade de
novas funcions. Son os que seguen:

i. Funcién potencial

Vefien expresadas en forma de
poténcia na que a base é variabel:

f(x)=x".
A partir destas obtefien-se mediante

operaciébns basicas as funcions
polindbmicas e as funcions racionais.
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ii. Funcién exponencial

Poténcia de base un numero real
positivo a>0, e na que o exponente &
variabel: f(x)=a"

E de especial interese a funcién
exponencial con base o numero e,
que se representa f(x)=e* ou tamén
f(x)=exp(x).

Nota: todas as funcions exponenciais poden
obter-se a partir desta ultima.

iii. Funcion logaritmica
A funcidon logaritmo natural ou
neperiano representa-se da forma
f(x)=Inx, e é a funcion reciproca de
f(x)=e".

En ocasiébns manexan-se funcions
logaritmicas con base distinta do
numero e. Neste caso a expresion €
f(x)=log,x, con a>0. Nestas
funcidéns a variabel independente debe
ser un numero real positivo.

iv. Funciéns trigonométricas

Son aquelas nas que o argumento da
razén trigonométrica € variabel:

f(x)=sen x , f(x)=cos x e
f(x)=tg x .

E importante destacar que nas funciéns
trigonométricas a variabel
independente sempre se expresa en
radians.

v. Funciéns trigonomeétricas inversas

Son as funciébns reciprocas das

anteriores:

- f(x)=asenx, con dominio o
intervalo [—17,7] e imaxe o intervalo
_Jt .
[ 2 J 2 3

. f(x)=acos x , con dominio [-1,71] e
imaxe [0, n];

. f(x)=atg x , con dominio R e imaxe [—%%]
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Def 4

Def 5

2. Sucesions be Numeros REeais

2.1. DEFINICION DE SUCESION

Di-se que unha funcion real de variabel real € unha sucesién de numeros reais se 0 seu
dominio € o conxunto dos numeros naturais: s:IN=IR, onde IN é o conxunto dos
numeros naturais (entende-se que 0 € IN).

Chaman-se termos da sucesion os elementos do conxunto imaxe da sucesion: s(17),
s(2), s(3) ... Habitualmente os termos designan-se da forma s,, s,, S, .. e a

sucesion identifica-se normalmente co conxunto dos seus termos, de maneira que nos
referiremos a unha sucesion como o conxunto ordenado sn:{s,, S,, S; } cR.

A expresidon s, designa tanto & sucesion como a expresion analitica pola que se obtefien

os seus termos (a férmula). Esta formula, cando exista, recebe o nome de termo xeral da
sucesion. En ocasions utiliza-se a expresion (s,) para evitar a confusion entre a sucesion

(conxunto de termos) e o termo xeral (formula).

2.2. MoNoTONIA E ACOTACION

Di-se que unha sucesion (s,) € mondtona crecente :=s .>s, V nelN e di-se que é
mondtona decrecente s <s, V nelN.

n+1

Di-se que unha sucesién (s,) é acotada inferiormente :>3a3melR / s,>m VY neN
e acotada superiormente = 3MeR / s,<M VYV nelN. No caso de que unha

sucesion sexa acotada inferior e superiormente, di-se simplesmente que € acotada. Os
elementos m e M chaman-se cota inferior e cota superior da sucesion,
respectivamente.

2.3. CONVERXENCIA DUNHA SUCESION
Di-se que un numero real L é o limte da sucesion (s,)

= Ve>0 An,eN / |s,—L|<e ¥Yn>n, . No caso de existir o limite, dira-se que a
sucesion (s,) é converxente.

Di-se que unha sucesién (s,) ten limite +w :» VKeR 3In,eN / s,>K Vn>n,
Di-se que a sucesion (s,) tenlimite —w :» VKeR 3In,eN / s,<K Vn>n,.

En calquer destes dous casos di-se que a sucesion (s,) € diverxente.

Os métodos para determinar o limite de sucesions son similares aos que se utilizaran
para calcular o limite de funciéns, que sera definido posteriormente. Por este motivo, o
calculo de limites de sucesidns non se trata neste momento.



2.4. Teoremas DE AcoTACION E CONVERXENCIA

Th 1| Teorema de Acotacion

Toda sucesidn converxente é acotada.
Demostracion

Sexa (s,) unha sucesién converxente e sexa L €lR o seu limite. Sendo asi, pola
definicion de limite ¥V ¢>0 In,e€N / |s,—L|<e ¥ n>n,. En particular, para e¢=1
In,eN / ¥ n>n, |s,—L|<1. De aqui deduce-se que V n>n, L—1<s,<L+1 e polo
tanto o maximo do conxunto {L+1, S/, S,, S5 ... sn,,}- € unha cota superior da sucesion e
0 minimo do conxunto {L— 1,8,,8,, S5 ... sn_,} € unha cota inferior, asi que a sucesion é
acotada.

Th 2| Teorema de Converxéncia

Toda sucesion monodtona e acotada é converxente.

[Nota: Deixa-se sen demostrar.]

1+2n

Ex 4 Dada a sucesion s, = , indicar cal € o termo 25° e

estudar a sua monotonia, acotacion e converxéncia.

. 1+2-25 51 3 . i

Otermo 25° é s,.= ==——=204.
©25 2% 0 O NN (R 7T B (R
2
Para estudar a monotonia tomamos dous termos xenéricos - =
consecutivos s, e s,,; € comparamo-los: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o
1+2-(n+1 2n+3)-n—(1+2n)-(n+1
Spe1—Sp= ( )_1+2n:( 3) ( )( )=_ 21 <0 V neNN.
n+1 n n-(n+ 1) n°+n

S$1—S,<0 V neN & s,,,<s, V neN, logo s, é mondtona decrecente, xa que cada termo é menor ou igual
que o anterior.

E evidente que 0<s,<3 V¥ nelN,logo m=0 é unha cota inferiore M=3 €& unha cota superior da sucesion.
Por ser unha sucesion monoétona e acotada, € converxente. Os seus termos aproximan-se a 2, logo diremos que o

.. ., ) . 1+2n
limite da sucesion s, cando n tendea +x é 2, e escrebe-se lim ———=2.

n>+o N
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Def 6

Def 7

Def 8

3. LimiTe buNnHA FuNciON NUN PonTO

3.1. DerinicioN pe LimiTe

Limite dunha Funcién nun Ponto e Limites Laterais

Sexa g€ R, sexa f:A-IR unha funcion definida nun entorno de a (agas posibelmente
o préprio @) e L IR un numero real; di-se que L é o limite da funcién f cando x
tendea a o Ve>0 38>0 / Vx#a |x—al<d=|f(x)-L|<e.

Na pratica esta idea expresa-se da forma: L=/im f(x) .

xX=>a
Esta definicion resulta tan dificil de comprender como dificil foi o proceso histérico que
deu lugar a ela. De maneira intuitiva, a idea de limite representa a tendéncia dos valores
da funcion (os valores que toma a variabel dependente y ) cando os valores de x se
aproximan ao valor a.

Define-se o limite dunha funcion nun ponto pola esquerda, e expresa-se da forma
lim f(x), como o limite dos valores que toma a funcion cando x se achega a a con

x->a

valores menores que o proprio a . De igual forma, o limite pola direita /im f(x) entende-

xa

se como o limite cando x se achega a a con valores maiores que a .

A existéncia de limite dunha funcién en a equivale a que existan os limites laterais e que
ademais coincidan: lim f(x)=L < lim f(x)=/lim f(x)=L.

x=a x2a x»a’

Limites Infinitos e Limites no Infinito

Di-se que unha funcibn f ten limite infinito cando x tende a a
o VK>0 38>0 / Vx=#a |x—alkd=>|f(x)|>K .

Tamén se poden definir de maneira semellante os limites no infinito.

Di-se que wunha funcién f ten |Ilimite [e€lR <cando x tende a +w
o Ve>0 Ix,eR [ VY x>x, |f(x)-Ll<e .

Di-se que f tenlimite L € R cando x tendea —oo
o Ve>0 IAx, R/ YV x<x, |f(x)—L|<c.

Por ultimo, di-se que unha funcion f ten limite infinito cando x tende a +
o VK>0 3Ix,€R | Vx>x, [f(x)>K.

E analogamente, di-se que f ten limite infinito cando x tendea —«
o VK>0 Ix,€R | Vx<x, [f(x)>K.

[Nota: E importante destacar que a idea de limite non depende en absoluto do valor da funcién no préprio
a, onde a funcién pode incluso non estar definida.]



3.2. ProrRrIEDADES DAS OPERACIONS cON LiMITES
As seguintes propriedades son validas para o calculo de limites cando x> A , onde A
pode representar un numero real ou o .

i. Suma ou diferenza de limites: lim f+g=Ilim f+lim g

XA XA XA

ii. Produto de limites: lim f-g=Ilim f-lim g

XA XA XA
f lim f
iii. Cociente de limites: lim —=2>2— sempre que lim g#0 .
x»a g lim g XA

XA

lim
iv. Poténcia de limites: fim f 9=lim £, se f(x)>0.

XA XA

Debido a que a maior parte das funcions que se manexaran son continuas en case todos
os pontos (o conceito de continuidade precisara-se un pouco mais adiante), o método
para o calculo de limites comeza sempre por substituir a variabel x por A , é dicer, para
calcular lim f(x), introduce-se o valor A na expresién da funcién f. No caso de

X=>A
obtermos un ndmero real ou un infinito, ese sera o limite buscado.

Para iso utilizaremos as propriedades anteriores e tomaremos en consideracion as
seguintes formulas, nas que L representa calquer numero real:

i. Suma de infinitos:
(oo (0)=en, (=o0)4(—am)=—c0, Lt (+0)=t 20, L+ (—en)=—co.
ii. Produto de infinitos:
(oo o)t o0, co)(—on)=—co, (~eo}(~a)=+ o0,
L(+w)=+w se L>0 e L(+w)=—wx se L<O0.
iii. Outros casos:
L

=0, %:oo se L#0, %Zoo, L™ =+w se L>1, L""=0 se O<L<1.

Ex 5 Calculo de limites |

* lim(x’~2)-cosx=(0°~2)-cos 0=—2-1=-2

x=0

e [im 3 = 3 = 3 = 3 :i:
X—0 1—X3 1—(—00)3 1_(_00) T+o *®

0

X 2 2 i
£ 5= ° 3:e_:oo; X2 > x>2 = x°>8 = 8-x°<0 = lim -2 3
x»2" 8—x" 8-2 0 x»2° 8—X

=-—00



Def 9

Def 10

3.3. INFINITOS E INFINITESIMOS

Di-se que f(x) € un infinito para x> A se lim f(x)=+=«, onde A representa un

XA

numero real ou ben oo .
Dadas duas funcions f(x) e g(x) tais que lim f(x)=xw e lim g(x)=%w, di-se que:

XA XA

f(x) € uninfinito de orde superior a g(x) para x> A se lim i:ioo;

XA

son infinitos da mesma orde se /im i:k;«é 0;

XA g

son infinitos equivalentes se /im T _1 . Neste ultimo caso escrebe-se f(x)~g(x).

XA g

Exemplo de infinitos equivalentes son calquer par de polindmios do mesmo grau e mesmo

coeficiente  principal: se  f(x)=5x’-3x+4 e g(x)=5x>, resulta que
. f . 5x’-3x+4_

lim == lim ==—=—""=1,

x»+0 J  xo%ow 5x

Di-se neste caso que f(x) e g(x) son infinitos equivalentes en +oo .

Di-se que f(x) € un infinitésimo para x> A se lim f(x)=0.

XA

Dadas duas funcions f(x) e g(x) tais que lim f(x)=0 e lim g(x)=0 , di-se que f(x)

XA XA

e g(x) son infinitésimos equivalentes para x- A se sucede que /im i:1 . Representa-

XA g

se tamén da forma f(x)~g(x).

Os que seguen son exemplos de infinitésimos equivalentes:

i. x~sen x en x=0 V. x~In(1+x) en x>0
i. x~tgx en x=0 vi. x~e*—1 en x>0

i. x~asenx en x>0 . X2

_ Vii. Z=~1—-cosx en x=0
iv. x~atg x en x>0 2

O interese dos infinitos e infinitésimos € que poden ser substituidos por outros
equivalentes sen que isto altere o valor do limite.



3.4. |INDETERMINACIONS

Ao calcular un limite obtefien-se en ocasidns certas expresions que denominamos
indeterminacions. Unha indeterminacion € unha expresion que a priori non proporciona o
valor do limite, se € que existe. Esa expresion non € polo tanto o limite que se esta a
buscar, nen informa tampouco da sua existéncia.

: 0 o
Son os seguintes casos: 5, 0 P -0, 17, 0° e «°,
Resolver a indeterminacion consiste en transformar estas expresions en outras que nos
permitan obter o valor do limite buscado, para o que se utilizan os seguintes critérios:

- a suma de infinitos é equivalente ao infinito de maior orde;

substitucion de infinitos ou infinitésimos equivalentes;

divisién de polindmios dunha fracion alxébrica pola maior poténcia da variabel,

simplificacion de fracions alxébricas;

multiplicacion pola expresion conxugada;

uso de logaritmos;
- cambios de variabel.
E de especial interese a indeterminacion do tipo 7”, que se produce, entre outros casos,

X

ao calcular o limite lim . Pode-se demostrar que esta expresion ten como limite

X+ ©

1+l
X

X

onumero e: [lim =e.

X >+ 0

1+ —
X

X

Mediante diversas transformaciéons sabe-se tamén que I/im =e, € en xeral, se

X>—

1+l
X

1
lim f(x)=0,enton lim (1+f|"=e .
XA XA

A resolucion de indeterminacions do tipo 717, realiza-se normalmente transformando a
expresion en outra equivalente na que apareza algun dos limites anteriores, ou aplicando
o calculo de logaritmos.

Ex 6 Calculo de limites Il

o limx*+x—x

X >+o0

E un caso de indeterminacion do tipo -, que resolveremos multiplicando polo conxugado:

_ [v2r v v\ (y2 2, .2
fimm A xPx—x= fim OX X=X VXX 4X)_ o x4 1
X400 X+ \/x2+x+x X400 \/X2+X+X X+ \/X2+X+X X-)+oc\/1+l+1
X
. i X=ix*6
x=3 X_3

E un caso de indeterminacion do tipo = , que resolveremos utilizando a multiplicacion polo conxugado:

0
- X—x+6 . (x—Vx+6)-(x+Vx+6) x*—(x+6) _,. xX*-x—6 . (x+2)(x-3)
= . TV ire e B O N P e B e Ve e ] Y e

, X+2 5
=lim

x>3 X+\/X+6:E
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4. CONTINUIDADE

4.1. DeriNnicion bE CONTINUIDADE

Def11 Sexa f unha funcion e sexa x, un elemento do dominio de f; di-se que f ¢é continua
en x, :< limf(x)=f(x,). Desta definicion deduce-se que para que unha funcién sexa
X 2X
continua no po:1to X, han de dar-se as seguintes condicions:
i. f debe estar definidaen x,;
ii. ten que existir o limite de f en Xx,;

iii. o limite ha de coincidir co valor da funcién en x, .

Di-se que f é continua pola esquerdaen x, :< [limf(x)=f(x,) .

XX,

De igual forma di-se que f é continua pola direita en x, :< lim f(x)=f(x,) .

XX,
E imediato comprobar que a continuidade dunha funcién f nun ponto equivale a que a
funcion sexa continua pola esquerda e pola direita nese mesmo ponto. Nese caso
resultara suficiente afirmar que a funcion é continua nese ponto. En caso contrario sera
necesario estudar o continuidade lateral, que pode indicar comportamentos diferentes da
funcion a cada un dos dous lados do ponto X, .

7

Di-se que unha funcion f é continua nun intervalo aberto (a,b) « Domf se f é
continua en todos e cada un dos elementos do intervalo. Unha funcién f é continua nun
intervalo pechado [a,b] € Dom f se f é continua en todos os elementos do intervalo
(a,b) e é continua pola direita en a e pola esquerdaen b.

Ex 7 Estudar o valor de b para que a funcién f(x)= 2x+b s x<O  soya continua en todo o seu dominio.

x’+2x+3 se x>0

Ao ser duas expresions polinémicas, e polo tanto continuas en todo o seu dominio, a funcién f so6 pode presentar
discontinuidades en x=0 .

En x=0 temos limf(x)=b e lim f(x)=3 .

x>0 x>0
Para que exista o limite en x=0 han de coincidir ambos, polo que b=3.

Asiresulta que lim f(x)=lim f(x)=f(0)=3 ,logo f é continuaen R .

x>0 x>0"

12



4.2. DISCONTINUIDADES

A non continuidade dunha funcién nun ponto pode dar-se por varias circunstancias, que
provocan diferentes comportamentos graficos da funcion nese ponto.

- Se os limites laterais son numeros reais iguais pero o valor da funcién no ponto
non coincide con eles, di-se que a funcion ten unha discontinuidade evitabel:
lim f(x)=1lim f(x)=f(a) .

x=a x-a
[Nota: E posibel que non exista f(a) , é dicer, que a & Dom f .]

- Se ambos limites laterais son numeros reais distintos, di-se que a funcion presenta
unha discontinuidade de salto finito: /im_f(x);é/im+ f(x).

- Por ultimo, se algun dos limites laterais (ou incluso ambos) son infinitos, di-se
enton que a funcién presenta unha discontinuidade de salto infinito:
lim f(x)=o ou lim f(x)=co.

x>a x>a"

Discontinuidade
de salto infinito

Discontinuidade

1 Discontinuidade evitabel i de salto finito

i 3 -2 1
: 0 ." !
2 -1 L] b | 2 £l 4
2
Ex 8 Estudar a continuidade da funcién f(x)= k§+28 e estender o seu dominio de continuidade no caso de ser posibel.

Ao ser un cociente de duas funciéns polinémicas, e polo tanto continuas en R, a funcién f é tamén continua e
derivabel no seu dominio, que é R—{-2} .

En x=—2 temos: limf(x) = it

X>-2 0

Este limite € o se 4k—8+#0 < k#2 , caso no que a funcién f presentara unha discontinuidade de salto infinito, e
polo tanto non evitabel.

2
No caso de que 4k—8=0 < k=2, Iim 2;(;28 € indeterminado do tipo % e pode-se resolver simplificando a fracién
X=>-2
alxébrica:
2 2
fim 2X =8 _ im 2 =4 _ o 2x=2)(x+2) _ 5 o) _g
x+-2 X+2 x»-2 X+2 x»-2 X+ x3-2

A estensién da continuidade require que a discontinuidade sexa de tipo evitabel, asi que ten que ser k=2, e a funcion

2
sera f(x):2:+_28 . Para estender f a R, abonda con definir f(—2):=—8 e daquela f convirte-se nunha funcién
continuaen R .
N 2x°-8 2 "
A funcién estendida & f(x)={" y+2 S8 Xz—c que tamén se pode expresar de xeito mais sintético 7(x )=2x—4 ,
-8 se x=-2

que é por suposto continuaen R .

13



4.3. VArios ResuLtabos RELATIVOS A CONTINUIDADE

i. Se f é unha funcion continua en x, e f(x,)#0,
enton existe un entorno de x, no que f toma
valores do mesmo signo que f(x,) .

i. Se f €& unha funcion continua en x,, entén
existe un entorno de x, no que f esta acotada,
é dicer, f toma valores dentro dun intervalo finito.

iii. Teorema de Weierstrass

Se f € unha funcién continua no intervalo [a,b],
entdn f alcanza nese intervalo un valor maximo e
un valor minimo.

Th3| jv. Teorema de Bolzano

Se f é unha funcion continua nun intervalo
[a,b] e f toma valores de signo oposto nos
extremos deste intervalo, entdn existe algun
elemento no intervalo aberto (a,b) no que a
funcién se anula: 3ce(a,b) / f(c)=0.

v. Teorema de Darboux

Se f é unha funcién continua en [a,b], entén f
alcanza todos os valores comprendidos entre
f(a) e f(b).

[Nota: No caso do Teorema de Darboux, en realidade f

alcanza todos os valores comprendidos entre 0 maximo e o
minimo aos que se refire o teorema de Weierstrass.]

ox,

Ex 9 Estudar se a ecuacion e*=2-—senx ten algunha raiz real e procurar un intervalo no que se localice esa raiz.

A ecuacion e¢*=2-senx é equivalente a e*+senx—2=0, logo traballaremos coa funcién f(x)=e*+senx—2 , que é
continuaen R.

En x=0 temos f(0)=e’+sen0-2=1-2=-1<0 een x:%, f(%):e§+sen(%)—2:e§+1—2:e5—1>0.

Asi que, aplicando o teorema de Bolzano, 3 ¢ E(O,g) / f(c)=0 = ¢ é unha solucién da ecuacién, que esta

localizada no intervalo (0%) :

14
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5. DerivADA DUNHA Funcion NuN PonTo

5.1. Taxa pe VARIACION MEDIA

Dada unha funcién f, entende-se por incremento de f en x, a variacion experimentada
pola funcién cando x, varia. De forma mais concreta: chamaremos A x ao incremento

experimentado pola variabel independente e, de xeito similar, chamaremos Af a
diferenza f(x,+ A x)—f(x,) .

E

'Def12 Denomina-se taxa de variacion média da funcion f no intervalo de extremos x, e
, f(x,+ Ax)—f(x
X,+ A X ao cociente AT _ X, J=f 0).
A X A X
Este cociente representa a pendente do segmento de extremos (xo,f(xo)) e
(x0+Ax,f(x0+Ax)) e interpreta-se como a variacion média da funcion no intervalo
(X, X+ AX) .

[Nota: Para evitar complicacions inecesarias, suporemos que A X ¢é positivo.]

@ Calcular a taxa de variacion média da funcién f(x)=6-x> no intervalo —2,% e o angulo formado pola recta s,
secante a curva nos pontos x=—2 e x=% co eixo de abscisas e a ecuacion de s .
f(-2)=6-(-2)’=6-4=2 e
3 3¢ . 9_15
fl2l=6—2| =6-2="2
2) 2 Vi logo os pontos

de abscisas x=-2 e x=% son A(-2,2)

e B(g E) ; a taxa de variacion média é

2’ 4
8 15 7
f2l-f(-2) 15, 7
Af _ (B2 22 1 45
Ax 2_(_2) 772
2 2 2

A taxa de variacion média € a tanxente
trigonométrica do angulo, polo tanto
0(s,0X)=atg 0,5~0,46 , e como a recta s
pasa polo ponto A(—2,2) e ten pendente
1

TR a sua ecuacion é
y —_—

(x=(=2)) = y=lx+3.

2= >

N


file:///home/pepe/Documentos/en%20proceso/Curso%202020-21/2bac/geogebraslivro/CDIF/figuras/09taxvarmed.ggb
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5.2. DervaDA DUNHA FUNCION NUN PoNTO

Na anterior definicion da taxa de variacion média, se chamamos h ao incremento A x e
calculamos o seu limite cando este incremento tende a cero, resulta a expresion
. Af .. f(x,+h)—f(x

lim =—:=lim (xg* h)—1 0).
hso h h>0 h

Atendendo a este limite, di-se que f ¢é wunha funcion derivabel en x,

fo 3 Ilm f(x0+h)_f(x0) .
h>0 h

Se existe, este limite denomina-se derivada da funcién f no ponto Xx,, e designa-se

f'(x,): f'(x,):=lim flxg+ h)=1 () :

h>0 h

A derivada dunha funcién f no ponto X, representa a pendente da sua grafica no ponto
de coordenadas (xo,f (xo)) e interpreta-se como a taxa de variacion instantanea da
funcion en Xx,.

Calcular a derivada da funcién f(x)=x’-2x+3 en x=2 utilizando a definicion de derivada, e calcular tamén as
ecuacions das rectas tanxente e normal & curva f(x) no ponto x=2.

f h)—f
f '(xo):=limM ,ecomo f(2)=3, resulta:
h->0

2 2 2
£1(2):=lim f(2+h)—f(2):”m (2+h) —2(2+h)+3—3:”m 4+4 h+hh—4—2h:”.m 2h+h” _ o p= o

h=0 h>0 h h=0 ns0 h h=0

Para o calculo do angulo faremos:
tg0=f'(2)=2 = 0=atg2=1,11 rad

A ecuacion da tanxente sera
y—f(2)=f'(2):(x—2), logo neste caso
resulta y—3=2-(x-2) & y=2x—1.

Esta tanxente é unha recta que ten a mesma
pendente que a propria curvaen x=2.

A recta normal é unha recta perpendicular a
tanxente, polo tanto a sua pendente sera a
oposta da inversa da pendente da propria

1 R
tanxente, logo m=—§ e a ecuacion €

—_ 1 g __1
y—3= 2(X 2) o y= S X+4.
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Ex 12

5.3. DervaDAS LATERAIS

Definen-se as derivadas laterais de f en x, da seguinte forma:
f(X0+h)—f(X0)

f'(x,):=lim » ¢ a derivada lateral de f en x, pola esquerda e
h>0
. . f h)—f , . .
f'(x,):=lim xo* 2' (xo) ¢ a derivada lateral de f en x, pola direita.
h-0"

Estes limites representan a pendente de f no ponto (xo,f(xo)), considerando de
maneira diferenciada os valores de x menores que X, (derivada lateral pola esquerda)
ou maiores que X, (derivada lateral pola direita).

Desde logo, unha funcién f é derivabelen x, < f'(x,)=f"(x}).

A derivabilidade dunha funcién nun ponto implica a continuidade no mesmo, xa que:

f’(xo)::limf<xo+h)_f(x") ER = limf(x,+h)—f(x,)=0 = limf(x,+h)=Ff(x,) =

h0 h h-0 h=0

= lim f(x)=f(x,),logo f é continuaen x,, e polo tanto, x,<€ Dom f .

X=X,
O reciproco non é certo, xa que € posibel que unha funcién continua nun ponto non sexa
derivabel. Asi a derivabilidade dunha funcién €& unha condicion mais forte que a
continuidade.

Di-se que unha funcién f é derivabel nun intervalo aberto (a,b) ¢ Domf se f é
derivabel en todos os elementos do intervalo e di-se que é derivabel nun intervalo
pechado [a,b] ¢ Dom f se é derivabel no intervalo (a,b) e ademais é derivabel pola
direita en a e pola esquerdaen b.

_|mx—1 se x<3

p sexa continua en todo o seu dominio e estudar nese
14—x" se x>3

Calcular o valor de m para que a funcién f(x)

caso a derivabilidade en x=3.

Como f(x)=mx-1 V x€&(-=»,3) e f(x)=14—x? ¥V x €(3,+x) , ambas continuas nos seus dominios, temos que f
é continuaen R—|3 .

Ademais f sera continuaen x=3 < limf(x)=Ilimf(x) & 3m—-1=5 & m=2.

x>3 x»3"

Para m=2 temos que:

£1(3):=lim f(3+hll_f(3)=/im 2(3+hl)1_1_5:1im %:2
h>0 h>0" h0
2 2
F(3):=fim TB*N=F(3)_ o 14=(B+h)=5_ . ~6h=h"_ .0 o p_ ¢
h>0" h h>0" h>0" h> 0"

Logo, como f'(3)#f'(3"), a funcién non é derivabel en x=3 .

17



5.4. Funcion DerivaDA

Dada unha funcién f, pode-se pensar na existéncia de outra funcion que, para cada
elemento x do seu dominio, proporcione a derivada de f nese ponto. Este conceito é o
que se cofiece como funcion derivada de f e representa-se por f'(x).

De forma similar pode definir-se a funcién derivada de f'(x), que se cofiece como a
derivada segunda de f: f'’(x) . E sucesivamente poden definir-se as derivadas terceira,

cuarta ... e, en xeral, a derivada de orde n: f”(x).

Ex 13 Calcular a funcion derivada de f(x)=x’-x+2 e asderivadasde f en x=-2 e x=% .

3 3 3 2 2 3 3

L f(x+h)—f(x):ll.m (x+h)’—(x+h)+2—(x —x+2):h.m X"+3X°h+3xh"+h"—x —h+2—x"+x—2 _

h=0 h0 h h=0 h

2 2 3
=i SX M3 XOH =N _ iy 5321 3xh+ 12— 1=3 3%~ 1

h-0 h=0
Logo a funcién derivadade f é f'(x)=3x*—1.
2
As derivadas pedidas son f'(-2)=3-(-2)°~1=11 e f' Dozl o9=3 =13
4 4 16 16

18



5.5. A Funcion DIFERENCIAL

Entende-se por funcién diferencial unha recta que aproxima a variacion producida no valor
dunha funcién por unha pequena variaciéon no valor da variabel independente. Se f é
unha funcion derivabel no ponto X, , a funcién diferencial de f en x, representa-se por

df outamén dy , e a sua expresion é dy=f'(x,)-dx . Os elementos que aparecen nesta
definicion tefien o seguinte significado:

i. dx €& a variabel independente desta funcién, e mide a variacién experimentada na
entrada do valor de x, é dicer, a diferenza entre o valor aproximado de x, e o

proprio X, ;
i. f'(x,) € o valorda derivada da funcién f no ponto x,, e asi, a funcion diferencial é
unha recta de igual pendente que a que ten a funcion f en Xx,;

iii. dy é a variabel dependente desta funcion e da o valor aproximado da variacion
sufrida polo valor de f debido a desviacién de x a respeito do seu valor inicial x, .

A diferencial permite aproximar funcions mediante calculos simples, € dicer, pode calcular-
se o0 valor aproximado que ten unha funcion f en x, proximo a x,, do seguinte xeito: se

dx € a desviacién de x a respeito de Xx,, que se mide restando x—x,, entén
f(xy+ dx)~F(x,)+ f'(x,)dx.

Ex 14 Calcular a diferencial da funcién f(x)=vx en x=4 e obter de xeito aproximado o valor de V4,05 utilizando a

diferencial.

A diferencial de f en x=4 ¢é a recta 3
dy=f'(4)-dx ; nesta recta dy representa a

sua variabel dependente e dx a sua variabel =5
independente. Hxotdx)

flxo)

1 , 1 1 15
=4 f =———=— |
2% = =g =g logo a

recta é dy:%dx, que é unha recta de

f'(x)

1 .
pendente 2 e que pasa pola orixe de
Qf .-k
coordenadas. R e [JRRSER B el e i

diferencial

Para calcular V4,05 faremos x,=4 e
dx=0,05 .

Asi, v4,05=f (4,05):f(4+0,05)~f(4)+f'(4)~0,05:\/2+%~0,05=2+0,0125:2,0125 ,logo v4,056~2,0125 .

Se comparamos este valor aproximado co real, podemos observar que € unha mui boa aproximacion:
V4.05=2,01246118...~2,0125 .

19



5.6. Recras be DERIVACION

No que segue dan-se algunhas propriedades do calculo de derivadas, asi como varias
regras de tipo pratico, validas para valores de x que pertenzan aos dominiosde f e g .

i. As operacions suma, diferenza e produto de funciéns derivabeis € unha funcioén
tamén derivabel.

Se f(x) e g(x) son funciéns derivabeis, enton:
- (f+g)'=f'+g’ (di-se que a derivada conserva a suma de funciéns)
- (f—g)'=f'—g" (aderivada conserva a diferenza de funcions)

ii. O produto dunha funcién derivabel por unha constante ou por outra funcion
derivabel, tamén é derivabel.

Se k éunha constante e f(x) e g(x) son funcions derivabeis, enton:
- (k-f)'=k-f' (aderivada conserva o produto por escalares)
- (f-g)'=f"g+fg’
iii. O cociente de funcién derivabeis € unha funcién derivabel no seu dominio.
g g
iv. Regra da cadea: a composicion de funcidns derivabeis é unha funcion derivabel.

Se f(x) e g(x) son funciéns derivabeis, enton:

Se f(x) e g(x) son funciéns derivabeis, enton:
(gof)'(x)=g'[f(x)]-f'(x) Vx I f(x)eDomg.

20



5.7.

Para o calculo de derivadas das funcions elementares usan-se as seguintes férmulas;

Notas:

. Funcién logaritmo natural (base e): D(In x)

Derivabas pas FuNciONs ELEMENTARES

1. Nestas férmulas, se f é unha funcién, expresaremos a sua derivada como D (f) .

2. Nas férmulas de derivacion composta, u representa unha funcién u(x) e u' a sua derivada.

. Funcién potencial: D(x*)=k Dlu¥|=k-u""-u’
Funcion exponencial (base e ): D(e*)=e D(e")=e
Funcién exponencial (base a>0): D(a*)=a*Ina D(a“)=a"Ina-u"'
1 l
( D(

Inu)=—

[Nota: No logaritmo natural, ou tamén neperiano, X ou U han de ser positivas.]

I

: : 1
5 F 5N | it b a>0): = —
uncion logaritmica (base ) D(log,x) <ina D(log,u) ha
[Nota: X ou U han de ser positivas.]
6. Funcions trigonométricas:
D(sen x)=cos x D(senu)=cosu-u’
D(cos x)=—sen x D(cosu)=—senu-u'
D(tg x)= =1+tg° x D(tgu)=—1—=(1+tg?u)-u
cos’ x cos“u
7. Funciéns trigonométricas inversas:
1 I
D(asen x)=——— D(asenu)=——
V1-x? V1-u?
1 u'
D(acos x)= D(acosu)=-—
V1—x? 1-u®
1 u'
D(atg x )= D(atgu)=
<g)1+x2 (g)1+u2
Ex 15 Calcular as funciéns derivadas das funcions: f(x)=5x3—segx+8, g(x)=tgx-Inx , h(x)= ci)s(x

F(x)=6-3x* - X = 15 X320

g'(x)=sec’x-In x+tg x%:seclen x+ 19X

4x-cosx—2x2-(—senx) 4x- cosx+2x senx_ 2x
cos’x cos’x cos® x

h'(x)= (2 cos x+xsenx)

sen’x

j'(x)=—2e *"*.2 senx-cosx=—2e *" *-sen2x

e j(x)=—2e""" .
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5.8. Outros MEeTopos be DERIVACION

Derivada da funcioén reciproca

Como consecuéncia da regra da cadea, pode obter-se a derivada dunha funcién f a
partir da sua reciproca g .

Suporiendo que se cofiece a derivada de g, resulta (gof)(x)=x, e utilizando a regra da
cadea para derivar ambos membros obtemos a derivada de f facendo:

9 (X)L (X)=1 = 1 )=

Ex 16 Obter a funcion derivada da funcién f(x)=/nx .

Ex 17

Ex 18

Se chamamos g & funcién exponencial, g(x)=e*, a funcién logaritmica resulta ser a sua reciproca: f'(x)=g(x) .
Sabemos que (gof)(x)=x , e pola regra da cadea, derivando ambos membros obtemos:

1
g'[f(x)]

g'lF(x)f(x)=1 = f'(x)=

Sabemos que g'(x)=e* e que f(x)=Inx , asi que na expresion anterior obtemos f'(x)= = :% .

Asi que a derivada de f(x)=Inx & f'(x)=

X |

Derivacion implicita

Este método utiliza-se para derivar funcions expresadas de maneira implicita, é dicer,
funcions nas que a variabel dependente y non aparece de xeito directo como unha
expresion da variabel independente x. Nestes casos as expresions en Xx (variabel
independente) derivan-se normalmente e as expresions en y (variabel dependente)
derivan-se como funciéons compostas, engadindo-lle o factor y'. Este factor resolvera-se
finalmente como funcidn do resto de expresions aparecidas durante o proceso de
derivacion.

Obter a funcién derivada da funcién y na expresion implicita xy+y°—x?+2=0 .
Ao derivar ambos membros resulta y?+2xyy '+3y’y'—2x=0 .

2x—y?

Extraendo factor comun e resolvendo y ' obtemos (2xy+3y2)-y':2x—y2 =>y'=—"—t=.
2xy+3y

Derivacion logaritmica

E util principalmente no caso de expresidns que contefien poténcias nas que a variabel x
aparece tanto na base como no exponente. Nestes casos, aplicando as propriedades
logaritmicas é posibel transformar a expresion orixinal en outra que permite aplicar as
regras de derivacion.

__senx

Obter a funcion derivada da funcion f(x)=x

Utilizando as propriedades dos logaritmos resulta que In[f(x)]=in|x*"*|=senx-Inx , e derivando ambos membros da

f'(x)

identidade obtén-se =cos x‘lnx+senx~1 .
f(x) X

f(x)=

senx

, 1 1
Resolvendo f'(x) temos f'(x)=|cos x-Inx+senx-— cos x-Inx+senx-—|-x
X X
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6. Teoremas po CALcuLo DIFERENCIAL

6.1. Teorema DE RoLLE

Un dos obxectivos principais do calculo diferencial € a expresiéon dunha funcién como
suma dunha série de funcions potenciais: en certo modo, as funcidéns potenciais permiten
aproximar cuase calquer funcion. Nesta direcion apontan os teoremas que seguen, ainda
que neste tema non se da por completado este proceso.

Th 4| Teorema de Rolle

Sexa f unha funcion continua no intervalo [a,b], derivabel no intervalo (a,b) e tal que
f(a)=f(b);enton Ice(a,b) / f'(c)=0.

Demostracion

Como consecuéncia do teorema de Weierstrass, a funcion f alcanzara un maximo e un
minimo absolutos no intervalo [a,b]. No caso de que estes valores se atopen ambos nos
extremos do intervalo, entdon estamos ante unha funcion constante no intervalo [a,b] e
polo tanto a sua derivada sera nula en todo o intervalo.

En outro caso, ben 0 maximo ou ben o minimo alcanzaran-se no interior do intervalo;
supofiamos que é o maximo o que se alcanza no intervalo (a,b). Neste caso
dcel(a,b) | Vxela,b] f(c)=f(x).

Logo se h é o incremento da varidbel x,temos que f(c+h)<f(c) = f(c+h)-f(c)<O0.
Asi, xa que a funcién é derivabel en ¢, existen as duas derivadas laterais, que resultan:

f(c+h)—f(c)

i. se h>0: f'(c")=lim <0;
h=>0" h

i. se h<0: f'(c’)=lim f(c”'hg_f(c)w.
h=>0

Mas ambas derivadas laterais han de coincidir, e polo tanto f'(c)=/im fle+ hl?l—f(c) =
h->0

[Nota: Se fose o minimo o que se atopa no intervalo (a, b), a demostracion seria analoga.]

Interpretacion xeométrica do Teorema de Rolle

Unha funcién continua e derivabel (“suave”), i
que tome o mesmo valor nos extremos dun
intervalo fechado, presenta polo menos un
ponto do intervalo no que a sua pendente é

0.5

-0.5 0 0.5
nula. Este ponto de pendente nula
representa un extremo relativo da funcion =
(maximo ou minimo). 4

Ex 19 Estudar se a funciéon f(x)=Inx-cos x presenta algin ponto
no que a sua derivada sexa nula e indicar un intervalo no ==
que se localice a solucion.

' 1 >
f'(x)=0 & —-cosx—Inx-senx=0 , ecuacioén que resulta
X

imposibel de resolver polos métodos habituais.

A funcién é continua e derivabel en (0,+x); f(1)=In1-cos 1=0 e f( )zln%cos%zo , logo polo Teorema de Rolle

x
2
ha de existir 06(1,%) / f'(c)=0.
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6.2. Teorema po VALoR MEbpio po CALcuLo DIFERENCIAL

Th 5 Teorema do Valor Médio do Calculo Diferencial (ou de Lagrange)

Sexa f unha funcion continua no intervalo [a,b] e derivabel no intervalo (a,b); entdn

dcela,b) / f'(c):%;(a).

Demostracion

f(b)—f(a)
b_

(corda) determinada polos pontos (a,f(a)l e [b,f(b)], e a partir desta define-se

g(x):=f(x)—s(x), que representa a diferenza entre a funcion f e arecta secante s.

Define-se a funcion s(x):= (x—a)+f(a), que representa a recta secante

E imediato probar que a funcién g esta nas hipéteses do teorema de Rolle:

i. g(x) é unha funcidén continua en [a,b], por ser diferenza de duas funcions
continuas ( f por hipétese e s por ser unha recta);

i. g(x) € unha funcion derivabel en (a,b), por ser diferenza de duas funcions
derivabeis (de novo f por hipétese e s por ser unha recta);

i. gla)=g(b).
Logo, para a funcién g o Teorema de Rolle afirma que I ce(a,b) / g'(c)=0. E como

Q'(X)1=f'(x)—s'(x):f'(x)—% , obtemos que:
g'(¢)=0 » g'(e)=r"(c)- "B g o f(c)=TB)T 1

Interpretacion xeométrica do Teorema de Lagrange
Na demostracion do teorema, a funcién definida como s(x) presenta unha variacion
constante entre os pontos |a,f(a)| e (b,f(b)] por ser unha recta, e a sua pendente é
f(b)—f(a)
b—a
O teorema afirma que no intervalo (a, b) ha de existir algtin ponto ¢ no que a variacién
instantanea, que ven representada pola derivada f’(c), coincida coa taxa de variacion
f(b)—f(a)
b-a

Ex 20 Estudar se a funcion f(x):3x3—4 esta nas hipoteses do Teorema de Lagrange e, nese caso, calcular o ponto ¢ ao
que se refire o teorema no intervalo [—17,4] .

, cociente que representa a taxa de variacién média de funcién (x) .

media

A funcién é continua e derivdbel en todo o seu dominio, e en particular no intervalo [-7,4], asi que

Jce[-1,4] / f'(c):% .

f'(x)=9x%,logo 9x°=

f(4)_f(_1):188_(_7) =4 9)(2:@:39 = X=+\/?—9:+@
4-(-1) 5 5 Vo T3

V39

#(—1,4) , logo o ponto ao que se refire o teorema é c="3 € (—1,4).

V39
3
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6.3. Recra b L'HoPITAL

Unha das consecuéncias do anterior € a Regra de L'Hdpital, util para a resolucion dun
grande numero de indeterminacions que aparecen habitualmente no calculo de limites.

Th

(=]

Reqgra de L'Hébpital

Sexan f e g duas funciéns continuas nun entorno do ponto a, e derivabeis nese
mesmo entorno (salvo posibelmente no préprio a), tal que limf(x)=0 e limg(x)=0

(infinitésimos en a). Nestas circunstancias, se existe o limite Iim;,(();))
tim LX) _ i £ ()
x>a g(X) x»a g (X)

[Nota: Deixa-se sen demostrar.]

=L, enton:

=L.

A regra de L’Hobpital resolve indeterminaciéns do tipo % calculando o limite do cociente

das derivadas do numerador e do denominador, mas permite tamén resolver de maneira
o0

idéntica a indeterminacion Zz e, con pequenas modificacions na expresion da funcion
que se esta a manexar, resolve ademais indeterminaciéns dos tipos ©—ow, ©-0, 17, 0°
e .

E asimesmo de aplicaciéon no calculo de limites infinitos, limites no infinito e limites

laterais.

Ex 21| Calculo de limites IlI: regra de L'Hopital.

X
. lim& =1
x>0 X-e

E un caso de indeterminacién do tipo % , que resolveremos utilizando a Regra de L'Hoépital e simplificando:
e” 1

X
im® —T=lim € _=jim-1 =1
x»0 x-e° x»0e*+x-e° x-0T+Xx

2
o //mxix
x20 X+1—¢

E un caso de indeterminacién do tipo % , que resolveremos usando a Regra de L'Hopital e simplificando:

2
lim —% —=lim 2XX . Este limite segue a ser do tipo 9, polo que podemos aplicar de novo L'Hépital:
x»0 X+1—e" x»01—e 0
lim -2X_=jim -2-=—2

x40 1—e* x»0 —*

e lim x*

x>0

E do tipo potencial-exponencial e resolve-se aplicando as propriedades logaritmicas:
., X In lim x* lim In x* lim x-In x
lim x*=e =7 =g »° —g *0

x=0"

O limite do exponente é do tipo 0-o e pode-se resolver transformando-o nun cociente e usando posteriormente
1

A . . Inx _ . X . e o DR g
a Regra de L'Hépital: lim x-In x=Ilim —=Ilim ——=Ilim —x=0 = Im x"=e " =e =1
x=0" x>0 1 x>0 _i x=0" x>0"
X x2
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7. REepPREseNTACION GRAFICA DE FuNcIONS

No que segue, expofien-se os principais elementos a estudar cara a representacion
grafica dunha funcion. A orde da exposicion responde a un esquema tradicional, ainda
que non é preceptiva. Tampouco € imprescindibel realizar o estudo completo en todos os
casos; en ocasions o estudo duns poucos elementos resulta suficiente para obter unha
boa representacion grafica da funcion.

7.1. Dowminio e DEFINICION

Se non se indica de forma explicita, entenderemos que o dominio dunha funcién & o
conxunto de todos os numeros reais nos que a expresion ten sentido. A estes efeitos, o
calculo do dominio contemplara os distintos elementos que integran a formula alxébrica.
En particular, habera que ter en conta os valores en que se anule algun denominador, os
valores que produzan radicandos negativos en raices de indice par, no caso dos
logaritmos os valores para os que o argumento resulte nulo ou negativo, no caso das
funcidns exponenciais os valores para os que a base sexa de signo negativo ou os
valores que produzan poténcias de base e exponente nulos.

7.2. ConTiNnuiDADE E DERIVABILIDADE

Relacionado co dominio, debe-se estudar tamén a continuidade da funcién, identificando
as posibeis discontinuidades que aparezan e o tipo a que pertencen, e a derivabilidade,
identificando os valores para os que a funcién non é derivabel.

7.3. PonTos pe CorTe cos Eixos

Consiste en obter as coordenadas dos pontos nos que a grafica corta ao eixo de abscisas
(eixo OX) e ao de ordenadas (eixo OY).

No primeiro caso o calculo realiza-se resolvendo a ecuaciéon f(x)=0. Se x, € unha
solucion desta ecuacion, entén o ponto A(x,,0) é un ponto de corte co eixo OX (é
posibel que non existan pontos de corte co eixo OX , ou que existan mais de un).

No segundo caso calcula-se f(0), sempre que 0 € Domf, de xeito que o ponto
B(0,f(0)) é o ponto de corte co eixo OY . Se existe ponto de corte co eixo OY , é Unico.

7.4. Sieno pa Funcion

Consiste en obter os intervalos en que os valores da funcién son de signo positivo ou
negativo. Para realizar este estudo hai que ter en conta os intervalos de definiciéon da
funcion (o dominio), as discontinuidades e os pontos de corte co eixo OX .

7.5. SiMETRA

O estudo da simetria dunha funcién consiste na comparacién do valor de f en pontos
opostos x e —x ,e para iso calcula-se a expresién f(—x).

Diremos que f presenta unha simetria par se do calculo anterior resulta
f(—x)=f(x) Yx € Dom f; e diremos que f presenta unha simetria impar se resulta
f(—x)=—f(x) ¥Yx e Domf .

En termos graficos, a simetria par representa unha reflexion a respeito do eixo OY , e a
simetria impar representa un xiro de 7180° arredor da orixe de coordenadas.
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7.6. PERIODICIDADE

Esta caracteristica aparece asociada a algunhas funcions de tipo trigonométrico. Unha
funcién f é periodicase 3T eR / ¥V x e Dom f f(x)=f(x+T) . Neste casoovalor T
chama-se periodo da funcion.

7.7. AsiNTOTAS

As asintotas dunha funcioén son rectas que aproximan a sua grafica en certas rexions do
plano cartesiano. Existen trés tipos de asintotas.

Asintotas horizontais

Representan unha aproximacion dos valores da funcion para valores de Xx
extremadamente distantes da orixe de coordenadas, no caso de que a funcion tenda a
estabilizar-se nun valor constante.

Para obter estas asintotas calculan-se os limites da funcién cando x tende a + o ou a
—oo , se existen: lim f(x)=c € R = y=c é unha asintota horizontal de f .

X2t

Asintotas oblicuas

Igual que as asintotas horizontais, representan unha aproximacion dos valores da funcién
para valores extremos de x, no caso de que a funcion tenda a adoptar un crecimento ou
decrecimento constantes. Estas asintotas son rectas de pendente non nula, que teran
unha ecuacién do tipo y=mx+b .

f(x)

A pendente m desta recta obtén-se calculando m= lim f'(x) ou tamén m= lim ——,

X+ X>*oo

sempre e cando estes limites sexan reais e non nulos.
A ordenada na orixe b obtén-se calculando b= lim f(x)—mx, de xeito que se

X=>+oo

m,beR e m#0, entdbn y=mx+ b sera a asintota buscada.

[Nota: Pode acontecer que existan asintotas horizontais ou oblicuas diferentes en x>+ e en X=>—w ;
mas o que non pode ocorrer por razéns Obvias é que no mesmo lado convivan unha asintota horizontal con
outra oblicua.]

Asintotas verticais

Representan o comportamento da funcién no entorno dos pontos onde se producen
discontinuidades de tipo infinito.

Se acontece que algun dos limites laterais (ou ambos) € infinito, é dicer, se lim f(x)=o

Xx=a

ou lim f(x)=w, enton arecta x=a é unha asintota vertical de f .

x-a
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7.8. MonoToniA E EXTREMOS

O estudo da monotonia consiste en cofecer os intervalos en que a funcion é crecente ou
decrecente. Para a localizacién destes intervalos habera que tomar en consideracion os
intervalos de definicion da funcién (dominio), as posibeis discontinuidades e os valores de
X en que se anula a primeira derivada de f . O signo da primeira derivada nos intervalos
resultantes da analise anterior indica o crecimento ou decrecimento en cada un deles. De
forma mais precisa: se f é unha funcién derivabel nun intervalo aberto /, entén:

i. Vxel f'(x)>0 = f é estritamente crecente no intervalo /;
i. Vxel f'(x)<0 = f é estritamente decrecente no intervalo /.

Para a obtencién dos extremos relativos da funcién teran-se en conta os valores de x
que son extremos dos intervalos de definicion da funcion e os valores nos que a funcién
ten derivada nula. En particular:

i. se f é continua en Xx,, estritamente crecente no intervalo (a,x,) e estritamente
decrecente no intervalo (x,,b), entdn f ten un maximo relativo en x,;

i. se f & continua en x,, estritamente decrecente no intervalo (a, x,) e estritamente
crecente no intervalo (x,,b), enton f ten un minimo relativo en x, .

Ou ben, atendendo ao valor da primeira derivada:
i. se f'(x,)=0 e f''(x,)< 0 enton f ten un maximo relativo en x,;
i. se f'(x,)=0 e f''(x,)>0 enton f ten un minimo relativo en x, .

En xeral, se f"(x,)=0 ¥Yn<N e f™'(x,)#0, sendo N un nimero impar, entén f ten
un extremo relativo en Xx, .

O estudo dos maximos e minimos absolutos dunha funcién debera contemplar todos os
extremos relativos, o dominio e as posibeis discontinuidades.

7.9. CurVATURA E PONTOS DE INFLEXION

Por convénio entende-se que a funcién y=x? é convexa. O estudo da curvatura dunha
funcion consiste en determinar os intervalos en que a funcion é céncava ou convexa. Para
determinar estes intervalos habera que ter en conta os intervalos de definicién da funcion,
as posibeis discontinuidades e os valores de x nos que a derivada segunda se anula.
Dado un intervalo aberto / no que a funcién é duas veces derivabel, ten-se que:

i. VYxel f'"'(x)>0 = f éconvexa no intervalo /;
i. Vxel f''(x)<0 = f éconcava no intervalo /.

Chama-se ponto de inflexibn a todo ponto da grafica no que a funcibn muda a sua
curvatura. Se f é continua en X, , e presenta curvatura de diferente signo nos intervalos

(a,x,) e (x,,b), entdn f ten un ponto de inflexién en x, .

O seguinte critério proporciona pontos de curvatura dunha funcién: se f''(x,)=0 e
f''"(x,)#0 enton f ten un ponto de inflexion en X, .

E, en xeral, se f"(x,)=0 ¥Yn<N e f™'(x,)#0, sendo N un nimero par, entén f ten
un ponto de inflexién en X, .

Un estudo completo dos pontos de inflexion debera contemplar tamén a posibilidade de
que existan pontos con tanxente vertical.
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Ex 22 Facer un estudo completo da funcion f(x)=—; e representa-la graficamente.

X —

Dominio, continuidade e derivabilidade

Por ser cociente de dous polinémios, é unha funcion continua e derivabel en todo o seu dominio: Dom f=R—{-2,2} .

Non é periédica (por non ser trigonométrica) e presenta unha simetria impar: f(fx):i:f X =—f(x)

(—x)’-4  x*-4

, X
X lim — = -
En x=-2 temos: Iim —; = o ; e os limites laterais son: (**>~Z X —4
x+-2 X°—4 . X
lim 5 = 4+
xs-2" X"—4
, X
lim — = —®
En x=2 temos: [lim = o ; e os limites laterais son; [¥*2 X —4
x+2 X°—4 . X
lim 5 = 400
x»2" X°—4

Logo f ten duas discontinuidades de salto infinito en x=—2 e x=2 , polo que presenta duas asintotas verticais.

Cortes cos eixos e signo

Eixo OX : f(x)=0 < x=0, asi que corta ao eixo OX no ponto O(0,0) , que é tamén o ponto de corte co eixo OY .
O signo vira determinado polas discontinuidades e polos pontos de corte co eixo OX :

w,—2): f(-3)<0 = f(x)<0 V x €(—,—-2)
—2,0): f(=1)>0 = f(x)>0 V x €(-2,0

): f(1)<0 = f(x)<0 ¥V x €(0,2)

w): f(3)>0 = f(x)>0 V x €(2,+)

Asintotas

Asintotas horizontais: lim f(x)=lim 2X

X0 x30 X —
Asintotas verticais: x=—2 e x=2 como xa foi determinado anteriormente.
Asintotas oblicuas: non existen debido a que existe asintota horizontal tanto en x->+x comoen x-—w .

=0, logo existe unha asintota horizontal y=0 en x->+o .

Monotonia e Extremos

(X —d=x2x _ —Xx*—4 |
MO ey
f'(x)=0 & —x’-4=0 < x°+4=0, logo non hai
extremos relativos.
A primeira derivada pode-se expresar da forma
Fr(x)=— X+4
(x—4)

monotona decrecente en todo o seu dominio.

<0 VY xeDomf , e polo tanto f é _inflexién

Curvatura e Pontos de Inflexion

£ (x)= —2X-(X*—4)’—(-x*~4)-2-(x*~4)-2x _
(x*~4)*

_(2x)-(x*=4)+4x(x*+4) _2x-(x*+12)

- (x*—4)° (x4

f'"(x)=0 & x=0.

o o o e . o s

Logo hai unha posibel inflexion en x =0 , e estudaremos o signo da segunda derivada nos intervalos:
—0,—-2): f'"(=3)<0 = f''(x)<0 V x € (~0,—2)

f'(x)>0 ¥V x €(-2,0)
(x)<0 V¥ x €(0,2)

Logo f écodncavaen (—w,—2)U(0,2) e convexaen (—2,0)U(2,+w) .
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8. OpTIMIZACION

O problema da optimizacion consiste na procura dos valores éptimos (os extremos,
maximos ou minimos) de determinadas funciéns que representan fendmenos de tipo
fisico, xeométrico, técnico, econémico ou, en xeral, problemas que se podan modelar
mediante a relacién numérica entre (no noso caso) duas variabeis. Para a resolucion
deste tipo de problemas é necesario dar os seguintes pasos.

30

Identificacién das variébeis. E necesario definir as magnitudes varidbeis do

problema. Entre estas magnitudes (que no noso nivel, haberan de reducir-se a duas)
determinara-se a variabel independente e o resto de variabeis ou magnitudes que
son dependentes dela. Para estabelecer estas relacions de dependéncia entre as
distintas variabeis teran-se en conta as posibeis restricibns do problema, ou sexa,
aquelas magnitudes que estean sometidas a algunha condicién. Teran-se en conta
ademais os valores das variabeis que non tefien cabida no problema por carecer de
significado (por exemplo, lonxitudes negativas).

. Obtencion da relacién funcional. As condicions do problema deberan permitir

estabelecer unha relacion funcional entre a varidbel independente e a magnitude
que se desexa optimizar, de maneira que os valores que tome esta ultima podan
expresar-se exclusivamente como funcion da variabel independente. En ocasions
esta relacion € unha expresidén implicita, ou sexa, unha ecuacidn na que se ven
involucradas ambas variabeis.

Calculo dos extremos relativos. Utilizando as técnicas do calculo diferencial,

calcularan-se os extremos relativos da funcién obtida anteriormente. Para realizar un
estudo correcto dos extremos analisaran-se as restricions préprias do problema e
determinaran-se no seu caso os extremos absolutos. A determinacién dos extremos
relativos implica ademais distinguir se son maximos ou minimos

Conclusiéon. Unha vez obtidos os extremos absolutos, dara-se unha interpretacién do

resultado en relacion as magnitudes que aparecen no enunciado do problema, para
rexeitar aquelas soluciéns que posibelmente non respondan as condicions iniciais ou
restricions, e expora-se de maneira completa e ordenada a solucion final do
problema e o valor 6ptimo da magnitude que se buscaba.



Ex 23 Obter os pontos da grafica da funcion
f(x)=x’-6 que se atopan a menor distancia

do ponto A(0,4) .

Os pontos da grafica de f son da forma
P(x,x’—6), e a distancia do ponto P ao
ponto A pode-se expresar da forma:
d(A, P)=v(x—0f+(x’—6—4)*=Vx*—19x?+100 .

Logo a funcién a optimizar é d(x)=vx*~19x*+100 .

d'(x)= 4x°-38x __ _  2x’-19x
2Vx*~19x*+100 Vx*~19x*+100
d'(x)=0 & 2x’-19x=0 < x:(2x°-~19)=0, logo existen trés posibeis extremos relativos, que son x,=0,

X:+\/EGX_—E
2 2 3™ 2

Obtemos a derivada segunda para determinar se son maximos ou minimos:

&
(6x2=19)-\x = 19x2+ 100—(2x° — 19x)—2X 19X . .
d"(x)= Vx*=19x*+100 _ (6 x°~19)-(x"~19x*+100)~(2 x’~ 19 x)
X*—19x2+100 V(x*=19x%+100)

(0] signo da segunda derivada depende exclusivamente do seu numerador, que é
(6 x*=19)(x*=19x*+100)—(2x°- 19 x)°=2 x°— 57 x*+600 x> - 1.900
Esta expresion toma valor —7.900<0 en x=0 , e en x:i\/7 toma valor:

4 T \2 3 2

+600~(i\/%) —1.900:2-(%) —57.(% +600-%—1.900:6'Zi—@+5.700—1.900:

o -
19 19
2~(i1 > ) —57-(1\/ >
:%w
. o . N 19 19
Logo existen dous minimos relativos para a distancia, que son x,=+ > e X,=— -

En ambos casos a distancia € a mesma, por simetria:

4 2 2 I E— —

19|18 119 —[19]_49.79 _,|361_361 _|39_4/39

d{= > —\/i 2) 19|+ 2 +100—\/(2) 19 > +100—\/ 4 2 +100_\/4_ >
d:u € a distancia minima entre os pontos da graficade f e o ponto A.
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Tema 1 / CALcuLo DIFERENCIAL Exercicios E SOLUCIONS

1. Funcions, Sucesions, Limites E CONTINUIDADE

1. Calcular o dominio, signo e asintotas das funcioéns:

: X2 ii. h(x)=Ve*-2
i. f(x)= 5 o ——
(x+1) iv. i(x)=+sen2x
. _ 1 v. k(x)=In(x?*-3)
. g(X)_(x— 1)-In(x+3)
2. Calcular para as funcions anteriores:
i. f(—v2) v. (1) ix. h(0) xiii. i7'(1) xvii. k7'(-5)
ii. (0) vi. £7(=2) X. h(2) xiv. i'(0) xviii. Imf
ii. f(—1) vii. g(1) xi. h'(5) xv. k(—1) xix. Im h
" f_1% viii. g(-2) xii. i(%) xvi. k7'(5) Xx. Imi
3. Calcular as seguintes composicions de funcions, onde f(x):%, g(x)=Inx e
h(x)=e™:
i. fog ii. gof ii. hog iv. hogof v. fogoh
4. Estudar a monotonia e acotacion das sucesions:
i. a,=(-2) ji. ¢,=27" v. e.=—"1
i. b=—2" 1 o amS
© e iv. d,=—
n vi. f,,:”;"

5. Estudar a acotacion e converxéncia das sucesions e calcular os seus limites no
caso de seren converxentes.

i. a,=n! _(_1)” iii. c,=sennmn

., 2n , ,
6. Demostrar que a sucesion an:ﬁ € monotona crecente e calcular
+

lim n’(a,,—a,).

n->+w

7. Estudar a continuidade das funciéns:

2—x? se x<2

L=y 9= o b se x>z il hlx)=

1se x<1
X

Vx+1se x=>1

x+1se x<2

5 sexa continua en
3—ax” se x>2

8. Calcular o valor de a para que a funcién f(x)=

todo o seu dominio.

32



10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

2x%+3x -2 s 1

3 e X?&E
Estudar a continuidade de f(x)= gx _5X+12 e
—5 Se X:E
x—1se x<1
g(x)={x’~1se 1<x<2 .
x° se x>2
Estudar a continuidade das funcions:
) N
Xo— x—2 X . Vx+9-3
flx)=——" ii. h(x)=——— V. j(x)=—=——
(X)=z =4 =7 64
4 - —
Cgl=X v, i(x)=212 Vi k()= Xt
x" =1 X Vx+1—Vx—1
2_
Estudar se a funcién f(x):3x—1 é continua en x=17. En caso contrario
X +7x—8

indicar que tipo de discontinuidade presenta. E posibel definir un valor para f(1)
de xeito que se evite tal discontinuidade?

3 2
A funcion f(x):% non esta definida en x=17. Achar o valor de a para
que sexa posibel definir o valor de f(71) de forma que f(x) sexa continua en toda
a recta real.

x’+2x—1se x<0
Achar os valores de a e b para que a funcidon f(x)=iax+b se 0<x<1 sexa
2 se x=1

continua en todo o seu dominio.

Demostrar que a ecuacion x’+x’—7x+1=0 ten polo menos unha solucién no
intervalo [0,7].

Deducir a partir do teorema de Bolzano que toda funcién polinémica de grau 3 ten
polo menos unha raiz real.

Dada a funcién f(x)=x’—x?+x , é posibel afirmar que existe algiin elemento ¢ do
intervalo [1,2] tal que f(¢)=2?

Pode afirmar-se que a ecuacion senx+2x—1=0 ten solucién real? Procurar un
intervalo que contefa tal solucion, se existe.

Se f(x) € unha funcion definida en [a,b], continuaen x=a e en x=b e tal que
f(a)-f(b)<0, pode-se asegurarque 3 c€(a,b) / f(c)=07?

Se f(x) é continua en [1,9], f(1)=—5 e f(9)>0, podemos asegurar que a
funcion g(x)=f(x)+3 ten polo menos unha raiz no intervalo (1,9)?

Pode-se asegurar, utilizando o teorema de Bolzano, que a funcién f(x)=tgx ten

g-c3Tlf

J

unha raiz no intervalo ? Dar unha resposta razoada e esbozar a grafica da

funcién nese intervalo.
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21.

22.

23.

24.

Vi.

Vii.

viii.

X.

Demostrar que a ecuacion n*=e ten polo menos unha solucién no intervalo aberto
(0,1).

Dada a funcion f(x)=x*—2"+x—1, demostrar que existen a €R / f(a)=0 e
peR / f'(p)=0.

ax2+bx+1—cosx_1

Determinar os valores de a e b para que /im >
X0 sen x

Calcular os limites:

X 1 2
. e —1 . 3 .. — 71—
. lim xi. limx*x~1 XXi. l/m—7 1—x
x>0 X x> 1 x>0 X
jim X=Senx xii. limx%-Inx?) i gim VX T4 X+
3 o xxii. lim S
x>0 X X o1 Vx+1—Vx—1
s . 2
3 Xiii. lim(x*+6x—3 e —>
lim 2= x->2( ) xxiii.  fim [vx2+x—x|
X X >+00
X—)+ooe

xiv. lim (—x?+2x+3) senltg(senx))

lim (x?+1)-tg =% o xxiv. lim
X1 2 xv. lim(x—3)7 x>0 sen(tgx)
>3
1 " . senbx
lim|—— . x3+8 XXV. [im
x>0\ X In|1+x]| Xvi. lim x>0 X
X>—2 X+3
1 XXVi. lim —X'( 1-cos x)
4
[ cos X . . X _1 . 3
Ln;(HZCOSX) xvii. lim 1 x20  Sen’x
2 x=>1 - B .
. , xxvii. lim(3x—4)-x?+1
lim x* Lo (T+x)—1 X2
x>0 xviii.  lim ———— o
x>0 . X+5
1\9% xxviii. fim [ 1+5—~] *
lim — . . X5—3 X >+p0 X
x50 | X Xix. lim —; 3 . . , o
— e X0F xxix. fim (x*+3x)
. 3X2 X x=0"
lim XX. lim ——— N
xv= VX+5 x>0 1—x+1 . [2x=3 %
XxXX. lim |7——
. eX—1 x>t | 2X—5
lim

X+ o0 (X+1)-ex

2. CALcuLo pe DeRivaDAS E APLICACIONS

25.
26.
27.

28.
29.

30.

31.

34

Calcular, usando a definicién, a derivada de f(x)=x?-3x+5 no ponto x=4.
Achar a pendente da recta tanxente & parabola de ecuacién y=x’+x+1 en x=2.
Achar a ecuacion da recta tanxente & curva f(x)=2x"+4 no ponto P(—1,2).
Obter a ecuacion da tanxente & curva f(x)=3?**" no ponto de abscisa x=0 .

Achar un ponto da grafica da funcién f(x)=x’—6x+8 no que a tanxente & grafica
sexa paralela ao eixo de abscisas.

Determinar os pontos da curva y=x’+9x*—~9x+15 nos que a tanxente & grafica é
paralela arecta y=12x+5.

Achar os pontos da curva y=x*-7x’+13x’+x+1 nos que a tanxente a gréafica
forma un angulo de 45° coa horizontal.



32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

Vi.

39.

40.
41.

. f(x):atgw’_(xz viii. f(x)=atg

Obter as ecuacions da recta tanxente e da recta normal & curva y=(x+1)-J3—x
no ponto P(2,3).

A funcion f(x)=|x+1| non é derivabel en todo o seu dominio. Achar os intervalos
de derivabilidade da mesma.

Demostrar que a curva y=|x—2| non ten tanxente no ponto de abscisa x=2 .

Utilizando a definicion de derivada, estudar a derivabilidade da funcion
2 se x<0
f(x)=

=, . E derivabel en x=0 ? E continuaen x=0?
x° se x>0

Usando a definicién de derivada, calcular o valor de m para que f'(1):0 , con

mx?—1
f(x)= PR

A ecuacion do espazo percorrido por un mobil en funcion do tempo é
e(t)=3t°—t+1 . Achar a velocidade instantanea en t=2.

Derivar e simplificar:

. f(X): ln[tg(x2+1)] Vii. f(x):elnsenzx

Vx?—1
X

iii. f(x)=(1—-cos x)-ctgx ix. f(x)=asen|2xV1-x?

_ [ x+1 ax+b
f(X)—\/X_1 X. f(x):1/CX+d

f(x)_—/n\/1— +sen x Xi. f(X)——asen(XCOSEX
1—senx
=inixX+71+ 7+2 il f(X)—at 1+X

Derivar as seguintes funcions utilizando os métodos alternativos a derivacion de
funciéns elementares:

f(x)=(x2+cos x )" i. g(x)=atg x iii. x’y+y?cosx=2
Calcular a derivada en x=0 da funcién f[f(x)], con f(x)=(1+x)" .

Sexa f unha funcién derivabel en R, tal que f(7)=0 e f'(1)=—2. Calcular
h'(1), con h(x)=e"™+x2f(x)+f(x)].

3. Teoremas Do CALcuLo DIFERENCIAL

42.

43.

44,

Sexa f unha funcién polinémica tal que f(0)=f(71)=0. Pode asegurar-se que
existe algun x €(0,7) talque f'(x)=07?

Estudar se a funcion f(x)=1-|x| estd nas condicions do teorema de Rolle no
intervalo [—1,7].

Estudar a continuidade e derivabilidade das funciéns:

f(x)=|x—1| P | 2 se x<0
i, g(x)=/X" M SeXF0 i pix)=lx+2 se x €[0,4]
0 se x=0 x°—8 se x>4
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

Estudar se a funcion f(x):|x2—4\ estd nas hipéteses do teorema de Rolle en
[—3,3].

_|x+2 se 1<x<3

Estudar se a funcién f(x)= 7 x se 3<x<5

esta nas hipoteses do teorema de

Rolle, no intervalo [1,4].

Achar o ponto ¢ ao que se refire o teorema do valor médio para a funcién
f(x)=x’-x+3 nointervalo [2,5].

Probar que se o termo independente dun polindbmio € 3 e o valor que toma o
polinébmio para x=2 é tamén 3, entén a sua derivada se anula para algun valor
de x. Indicar un intervalo onde se localice tal valor de x .

g xX—2x+2 g
Dada a funcion f(x):ﬁ , obter a ecuacion da secante que une os pontos
|—2,f(=2) e (2,f(2)|. Existe algin ponto ¢ €[—2,2] tal que a tanxente & grafica

de f en [c,f(c)] é paralela &4 secante pedida? En caso afirmativo, razoar a
resposta e obter ¢ ; en caso negativo, razoar por que non existe.

2
Estudar a continuidade da funcion f(x):w en x=0.

4. REePRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONS

51.

52.

53.
54.
55.

56.
57.

58.

59.

60.

36

Achar os intervalos de monotonia das funciéns f(x)=x+5-2senx e
g(x)=senx+cosx .

Achar os intervalos de monotonia das funciéns f(x)=x’-3x*+1 e
g(x)=x*-6x°+9x-8.

Estudar o dominio e a monotonia de f(x)=In|(x—1)-(x—2) .

Estudar os extremos relativos e absolutos da funcion f(x)=(x’—4x*+7x—6)-e*.
Dada a parabola f(x)=ax’+bx+c , determinar o valorde a, b e ¢ sabendo que
f(x) alcanza un maximo no ponto de abscisa x:% e a recta tanxente a f(x) no
ponto P(1,3) é y=6-3x.

Procurar unha funcion cuadratica tal que f'(0)=0, f'(3)=—8 e f(4)=5.

Achar a, b, ¢ e d para que a funcion f(x)=ax’+bx’+cx+d tefia un maximo
relativo en M(0,4) e un minimo relativoen M'(2,0).

Achar a, b e ¢ para que a funcidén f(x)=x’+ax’+bx+c tefia un maximo relativo
en x=4,un minimo relativo en x=0 e tome valor 7 para x=1.

Achar a, b, ¢ e d para que a funcion f(x)=ax3+bx2+cx+d tefia un maximo
relativo igual a 77 en x=-1, un minimo relativo igual a —97 en x=5 e tome o
valor —17 para x=1.

O custo médio C en euros da produciéon diaria dunha mercadoria depende da
cantidade x de unidades producidas ao dia, segundo a funcién
C(x)=0,01x*~10x+600 . Calcular a producién diaria que reduce ao minimo o
custo médio por unidade.



61.

62.
63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.
73.

jii. f

i. f

Estudar a curvatura (intervalos de concavidade e convexidade) da curva
y=—6x’+12x’—5x+1.

Achar a recta tanxente & curva y=x°-6 x’+16x—11 no seu ponto de inflexién.

Calcular os extremos relativos e pontos de inflexion da funcion
f(x)=3senx—sen3x nointervalo [0,2x].

Determinar os parametros a, b, ¢ e d para que a funcion f(x)=ax’+bx’+cx+d
tefia un ponto de inflexion en P(—2,6) con tanxente en P paralela & recta
8x+y+10=0, e tome o valor —2 para x=0.

Determinar os parametros a, b, ¢ e d para que a grafica da funcion
f(x)=ax’+bx*+cx+d contefia ao ponto P(—1,1) e tefia un ponto de inflexion con
tanxente horizontal en Q(0,—2).

Determinar os parametros a, b, ¢ e d para que a funcion f(x)=ax’+bx’+cx+d

e un ponto de inflexion con tanxente de

teia un extremo relativo en P(1,§

ecuacion y=2x na orixe.

Dada a funcién f(x)=ax’+bx’+cx+d , determinar o valor dos coeficientes para
que a recta y+7=0 sexa tanxente a grafica de f no ponto (0,—1) e a recta
x—y—2=0 sexa tanxente 4 mesma gréficaen (1,—17).

Sabe-se que a funcién f(x)=ax’+bx’+cx+d ten un maximo relativo en x=—1,
que a sua grafica corta ao eixo OX no ponto de abscisa x=—2 e que ten un
ponto de inflexion en x=0. Determinar a funcién sabendo ademais que a recta
tanxente a grafica en x=2 ten pendente 9.

Achar a condicién que debe cumprir A para que o polinémio p(x)=x*+x’+xx?
sexa concavo en algun intervalo. Determinar o intervalo de concavidade en funcién
do parametro A .

Sexa f(x)=x-g(x), tal que g(x) € unha funcion continua, derivabel, que presenta
un maximo en x=171 e que f(71)-g(7)=4. Estudar se a funcién f(x) presenta
tamén un maximo en x=17.

A concentracion en sangue dun farmaco despois da sua toma é
C(t)=0,29483t+0,04253t—0,00035t> mg/ml , onde t é o tempo transcorrido en
minutos. Calcular o periodo de tempo no que actua o farmaco e o intre no que a
sua concentracion é maxima.

Determinar un ponto da curva y:xe% no que a pendente sexa maxima.

Representar as funcions:

— 2
Fx)=lxe 1 vii. f(x)=X21 xi. f(x)=—X—
f(x)=|x+1+[x—1| X x‘—5x+4
(x)=Ix*~4 viii, £(x)=—2X xii. f(x)=Inx
f(x):4x x4+ x+d xiii. f(x)=In|x*~4
X
ix. f(x)= . 1
f(x)=x"~ (x) x>—1 Xiv. f(x):m
= 3
(X)—X X, f(X)=0’25X XV. f(x):x—e"
X —4
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R — w2 AX
xvi. f(x)=x"-e xviii. f(x)= XX XX. f(x):COSX
1 e —1 X
1—e* Xix. f(x)=senx+cosx

xvii. f(x)= x—Z‘

5.

74.

75.

76.

77.

78.

79.
80.

81.
82.
83.

84.

85.

86.

87.

xxi. f(x)=In

x—1

xxii. f(x)=x-Inx

OPTIMIZACION

Achar dous numeros que sumen 78, sabendo que o produto dun polo cuadrado do
outro ha de ser maximo.

Achar as dimensiéons dun campo rectangular de 3.600 m? de superficie, de forma
que o seu perimetro sexa minimo.

Achar as dimensions Optimas dos barris cilindricos usados no armacenamento de
petréleo, para que a sua capacidade sexa de 7160/, de maneira que a chapa
utilizada na sua fabricacion sexa minima.

Entre todos os rectangulos inscritos nunha circunferéncia de raio 72 cm calcular
as dimensions do que tefa area maxima.

Dividir un segmento en duas partes de maneira que a suma das areas dos
triangulos equilateros construidos sobre elas sexa minima.

Determinar a distancia minima da curva xy=1 & orixe de coordenadas.

Obter a ecuacion da recta que contén ao ponto P(3,7), tal que a area do tridngulo
determinado pola recta e os semieixos positivos de coordenadas sexa minima.

Achar os pontos da curva y?’=6x mais proximos ao ponto P(4,0) .
Entre todos os cilindros rectos de volume fixo achar o que tefia menor superficie.

Unha imprenta debe desefar un cartaz coas seguintes caracteristicas: a area
impresa debe ocupar 700 cm? , a marxen superior sera de 3 cm, a inferior de
2 cm e as laterais de 4 cm . Calcular as dimensions do cartaz de maneira que se
utilice a menor cantidade posibel de papel na sua elaboracion.

Unha empresa quere instalar un sistema de seguridade con nove alarmes. Os
alarmes poden ser do tipo A ou B, e o nivel de seguridade acadado pode-se
expresar como a décima parte do produto entre o nimero de alarmes de tipo A e o
cuadrado do numero de alarmes do tipo B . Cal sera o nimero de alarmes de cada
tipo a instalar para obter o maximo nivel de seguridade?

Dadas as funciéns f(x)=e* e g(x)=—e ™, toda recta perpendicular ao eixo OX
determina dous pontos A e B nos que a recta corta a cada unha das duas
graficas. Determinar a recta r que fai que o segmento AB tefa lonxitude minima.

O custo do marco dunha xanela rectangular é de 72,50 € por metro linear nos
lados verticais e 8 € nos horizontais. Calcular as dimensiéons que ha de ter unha
xanela de 7 m? de superficie para que o marco resulte o0 mais econémico posibel.

Un corredor ten 2 m de anchura e tras virar en angulo recto a direita pasa a ter
63 m de anchura. Hai que trasladar horizontalmente un poste ao longo do
corredor. Calcular a lonxitude maxima do poste que permite realizar o traslado.

6. VARIEDADES

88.

38

Calcular de forma aproximada o valor de V15,97 , utilizando a diferencial.



89.

90.

Vi.

Vii.

91.

93.

. Representar nunha grafica aproximada a

Unha circunferéncia ten 3 m de raio. Calcular de forma aproximada a sua area se
o raio aumenta 7 mm .

Nos paises desenvolvidos, o modelo de evolucién demografica responde a
expresion f(x)=1275+33In(x—2000), onde x € o ano, x=>2001, e f(x) éo
numero de habitantes, en milléns.

. Estudar o crecimento ou decrecimento demografico destes paises no intervalo de

definicion.

ii. Calcular e interpretar lim f(x) .

X 2+

iii. Calcular a populacién prevista a 1 de xaneiro dos anos 2011 e 2021 e a variacién

média nese intervalo.

. Calcular a taxa de variacion da populacion as 0 horas do 1 de xaneiro dos anos

2011 e 2021. En cal deses dous intres € mais rapido o crecimento?
En que porcentaxe aumentou a populacion no intervalo [2070,2020 ] .

Determinar en que momento o numero de habitantes alcanzou ou alcanzara os
1.500 milléns.

Calcular o nimero de habitantes no momento actual.

Unha enfermidade infeciosa comporta-se conforme a funcion i(z‘):M onde

2 H
t°—3t+5
t € o numero de dias transcorridos desde que se detectou a epidémia e i(t) é o
numero de persoas afectadas, expresado en miles.

. Calcular o numero de persoas contaxiadas durante o quinto dia da epidémia.
ii. Calcular a variaciéon média da epidémia durante os cinco primeiros dias.
. Calcular o ritmo do contaxio as 12 horas do quinto dia da epidémia.

Estudar cal sera a evolucién da enfermidade co paso do tempo.

Unha funcion f(x) ten a grafica adxunta.
Representar sobre a propria grafica os :
elementos significativos da funcion: dominio, | * i

imaxe, cortes cos eixos, asintotas,
continuidade, derivabilidade, monotonia e . LN

extremos (relativos e absolutos), curvatura e
inflexiéns.

Unha montafa rusa ten o perfil que se indica
na figura.

velocidade en cada posicién do tren. Analisar, en
particular, o comportamento da velocidade nos
lugares sinalados por letras e nos tramos
determinados por estas.

i. Se e(t)=600t+150t°— 115t*+27t°-2t° & a

funcién que relaciona o espazo percorrido (en centimetros) co tempo t (en
segundos), determinar a cantos metros da saida esta o ponto no que se alcanza a
maxima velocidade.
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94.

40

Nunha néria, a distdncia en metros desde a cabina 7 ao chan ven dada pola
tm

30! onde t é o tempo desde que comeza a xirar a

expresion d(t)=7+5sen

noria.
Determinar a que altura do chan se atopaba a cabina 7 ao comezar a xirar.

ii. Realizar unha gréfica da funcion d(t) para o intervalo t € [0,75].

Obter de forma razoada o diametro da néria e o sentido do xiro.



7.

SoLucIONS

1.i. Dom f=R—[-1]; f(x)>0 en todo o seu dominio; asintota vertical x=—171 e

asintota horizontal y=1.

ii. Domg=(-3,—-2)u(—2,1)U(1,+x); g(x)<0 en todo o seu dominio; asintotas
verticais x=—2 e x=1 e asintota horizontal y=0.

\V2 T
2

i(x)>0 ¥ x € Dom i—

Dom j=R—{+v3};

j(x)<0 o xe(=2,-V3)u(—V3 —V2)u(V2,V3)u(V3,2);

x=vV3 e x=—+V3.

Dom i=... U[—n,——}U[O,

%}U 7T

S

U
T2

2

27

on
"2

Dom h=[In2,+»|; h(x)>0 ¥ x>In2 e non ten asintotas.

(2k+1)m
2

.=U

keZ

km,

H,k S Z] e non ten asintotas.

j(x)>0 & xe(—w,—2)u(—V2,V2)u(2,+x)

2i. f(—V2)=6+4V2 vii. g(-2)¢R

ii. £(0)=0 iX. h(0)¢R

ii. f(-1)¢R X. h(2)=Ve*-2

iv. £ 1=lq 1 xi. h'(5)=In27

4 "3 o im
) Xii. '(2):1
V. f_1(1>:—§
Xiii. i"(1):%+ku, keZ
vi. f(-2)¢R .
. — T

vVii. g(1)¢R Xiv. i ’(0):7,kez

, In x iii. (hog)(x)=x?
3.0 o = . 9

L (Fog)(x)= y

V. (hogof)(x)=

i (gof)(x):ln% (hogef)(x) (x—1)°
4.i. a, non é monoétona nen acotada; iv.
Il. b, € mondtona e acotada superiormente; V.
lii. ¢, é mondtona e acotada; Vi.
5.i. a, é acotada inferiormente e non converxente;
ii. b, éacotada e converxente, lim b,=0

iii. ¢, éacotada mas non converxente.
6. Olimiteé 2.
7.i. f é continua en todo o seu dominio: R—{0} ;

i. g écontinuaen R;

h é continuaen R-{0,1} .

asintotas verticaiz
XV. k(=1)=In2
xvi. k'(5)=+Ve’+3
xvii. k'(=5)=xVe°+3
Xviii. Im f=[0,+x|
XiX. Im h=[0,+»)|
XX. Imi=[0,1]

d, é monotona e acotada;
e, € monotona e acotada;

f, & mondtona e acotada.
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Vi.

1.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

42

a=0.
f € continua en todo o seu dominio: IR—{2} e g € continuaen R—{2}.

. & continua en todo o seu dominio: IR—{2};
. g é continua en todo o seu dominio: R—{—1,7};

iii. h é continua en todo o seu dominio: |—1,0|U(0,+x) ;

i é continua en todo o seu dominio: [—17,3)U(3,+x) ;
j é continua en todo o seu dominio: [—9,0/U(0,+x) ;
k & continua en todo o seu dominio: |1,+x) .

f presenta en x=1 unha discontinuidade de tipo evitabel, que desaparece

definindo f(1)::%.

f é continua en todo o seu dominio, que € R—{7}. Para que se poda definir en
x=1 con continuidade, f tera que presentar en x=17 unha discontinuidade de
tipo evitabel, polo que a=-3.

a=3 e b=—1.

f(0)>0 e f(1)<0, logo polo teorema de Bolzano 3¢ €(0,1) / f(c)=0.

Se supomos que o coeficiente principal do polinémio p(x) € positivo, enton
lim p(x)=—w e lim p(x)=+x, logo forzosamente existirdan valores

X>—0 X >+ 0

a,beR, a<b / p(a)<0, p(b)>0 = Jce(a,b) ! p(c)=0. O razoamento &
analogo no caso de que o polindmio p(x) tefia o coeficiente principal negativo.

f(x)=x’-x’+x=2 o x’-x’+x-2=0 logo o problema equivale a estudar se a
funcion g(x)=x’—x’+x—2 estd nas hipdteses do teorema de Bolzano:
g(1)=—1<0 e g(2)=4>0,logo Ice(1,2) / g(c)=0 < f(c)=2.

Hai que procurar algun intervalo tal que a funciéon tome valores de signo oposto nos

seus extremos, para situar a funcion f nas hipoteses do teorema de Bolzano; tal
intervalo pode ser [0, ], entre outras posibilidades.

Non, xa que a funcién ha de ser continua no intervalo [a,b] para extraer a
conclusion do teorema de Bolzano; por  exemplo, a funcion

a+b
3 se xs——

f(x)= esta nas condicidéns do exercicio pero non ten raiz real no

a+b
—12 se X>T

intervalo [a,b].

g(1)=f(1)+3=-2<0 e g(9)=f(9)+3>0, e ademais g(x) é continua en [7,9]
por ser f continua nese intervalo; logo polo teorema de Bolzano existe algunha
raiz da funcion g en [1,9].

Non se pode asegurar, debido a que a funcion f(x) non é continua no intervalo.

Define-se a funcién f(x)=n*—e . Esta funcion é continua no intervalo [0,7] e
f(0)=1-e<0, f(1)=n—e>0, logo o Teorema de Bolzano asegura que
Jce(0,1)/ f(c)=0 = n°—e=0 = n°=e.

E consecuéncia dos teoremas de Bolzano e Darboux.
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25. f'(4)=5

26. Apendenteé y'=5.

27. y=10x+12

28. y=3

29. P(3-1)

30. P(1,16) e P'(-7,176) .

13 3.285

1. [ " o .

3 P(0,1), P'(2,15) e P 1 256

32. y=3 éarectatanxente e x=2 é arecta normal.

33. (—oo,—1)U(—1,+x)

34. y'(2-)=—1e y'(2%)=1.

35. f é continua e derivabel en R—{0] .

36. m=-—1

37. v(2)=e'(2)=11

2 2 H [} _
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i 1 o ._yisenx—2xy
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i. f é estritamente crecente en (—w,0)U(2+w

O valor da derivada é % )
h'(1)=—4

Si, porque toda funcién polindbmica € derivabel en R, logo esta nas hipdteses do
Teorema de Rolle.

Non, por non ser derivabel en x=0.

f é continua en R e derivdbel en R—{1];

f é continuaen R e derivabel en R—{0} ;
f & continuaen R—{4| e derivabel en R—(0,4] .
f non é derivabelen x=2 e x=-2.
f non é continua e, polo tanto, tampouco é derivabel en x=3.
ol
2

A funcion de que se trata esta nas hipéteses do Teorema de Lagrange no intervalo
[0,2].

A secante ¢ x—6y=8; a existéncia de ¢ ven asegurada polo Teorema de
Lagrange: c=4-2+/3~0.54 € [-2,2].

A funcion é continua en todo IR agas en x=0, onde presenta unha discontiuidade
evitabel.

f é estritamente crecente nos intervalos da forma ((6k+1)-%,(6k+5)-%) keZ e

estritamente decrecente nos da forma ((6k— 1)%, (6k+ 1)%) keZzZ;

T

ii. g é estritamente crecente nos intervalos da forma ((8k+5)-—,(8k+9)ﬂ) kez

4

e estritamente decrecente nos da forma ((8k+1)-%,(8k+5)-%) keZ.
)

e estritamente decrecente no

4

intervalo (0,2);

ii. g € estritamente crecente en (—w,7)U(3,+x) e estritamente decrecente no

intervalo (1,3) .

Dom f=R—{1,2}; f é estritamente crecente en (7,§)U(2,+oo) e estritamente

3
5,2 .

f presenta un minimo absoluto en x=—1.

decrecente en (—o, 1)U

Aparabola é f(x)=—x*—x+5.
f(x):—%-(4x2—79)
a=1, b=—3, ¢c=0 e d=4.

a=—6, b=0 e c=6.



59.
60.

61.

62.
63.

64.
65.

66.

67.
68.

69.

70.
71.

72.
73.
74.
75.

76.

77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.

Non existe unha funcién nestas condiciéns; o problema non ten solucion.
A producién diaria ha de ser de 500 unidades.

A funcién y é convexa en —oo,§ e concava en §,+oo .
Atanxente & y=4x-3.
£ . 7T P . 3n
f ten un maximo relativo en XZE, un minimo relativo en X:T e pontos de
, . 2n 4 5n i
inflexionen x=0, x=2, x=2=, x=n, x=—, x=—- e x=Z%.
3 3 3 3 2

a=1, b=6, c=4 e d=-2.
a=—-3, b=c=0 e d=-2.

a:—g, b=0, c=2 e d=0.

Afuncién é f(x)=x’-x’—1.
Afuncién é f(x)=x’-3x+2.

Ten que ser )\<% e o intervalo de concavidade é —%— - 9;22‘”‘ ,—%+ ¢9;224)‘ .

Non, porque f é continua e derivabelen x=1 e f'(1)#0 .

Actua durante 17127,9 minutos e a maxima concentraciéon produce-se aos
84,34 min .

O ponto é (0,0) .

Os dous numeros son 6 e 12.
Ha de ser un campo cuadrado de 60 m de lado.

As dimensions Optimas seran: o raio da base 2?/%%2,94 dmn e a altura

4119 <588 am .

E un cuadrado de lado 12v/2 cm .

Fara-se a divisién do segmento polo seu ponto médio.

A distancia minima é /2 unidades.

A area € minima para a recta de ecuacion x+3y=6 .

A(1,46) e A'(1,-6).

Son cilindros nos que a altura é o duplo do raio da base.

As dimensions seran 12,9 cm de alturae 20,65 cm de anchura.
Deberan instalar-se 3 alarmes do tipo A e 6 dotipo B.
Arectaé x=0.

A xanela tera unha altura de 0,8 m e unha anchurade 171,25 m.
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ii. f(2010)~1.351 Mhab , f(2020)~1.374 Mhab ,

En xeral, se as dimensions dos corredores son a € b, a solucion ao problema é
3
2 2\=
. o 3 .32 . .
unha lonxitude maxima L=|a’+b®] . Neste caso particular, resulta L=16 m. E
recomendabel expresar a lonxitude como funcién dun angulo, en lugar de facé-lo

como funcion do cateto dun triangulo.
V15,97~ 3,99625
A area é aproximadamente 9,006 uZ?.

Produce-se un crecimento demografico ilimitado;
lim f(x)=+o, polo que este modelo non pode ser correcto mais que nun intervalo

X 2+

limitado de tempo;

Af
AX
f'(2010)=3,3 Mhab/ano, f'(2020)=1,65 Mhab/ano ;

incrementou-se no 1,7 % ;

[2010,2020)=2,3 Mhab/ano ;

no segundo trimestre do ano 2974 ;
f(ano corrente) .

i(5)—i(4)~—2,96 miles de persoas infectadas: tal resultado debe interpretar-se
como unha diminuciéon do numero de persoas afectadas;

i %[0,5]:1,56 miles de infectadas/dia;

jii. 7'(4,5)~—2,94 miles de infectadas/dia;

produce-se un maximo de infectadas en t~2,19, ou sexa, as 4 h 33 min do
terceiro dia da epidémia; a partir dese momento comeza a remitir e desaparece, xa
que lim i(x)=0.

t>+o00

A velocidade maxima alcanza-se en t=5 segundos, que se corresponde con
30 m de distancia ao ponto de partida.

7 m de altura;

a noria xira en sentido anti-horario e o diametro éde 710 m.
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