Ejercicios de
matematicas de
4° de ESO

'I
'l
mm "'I
.-hmnl‘

1HN
l'ﬁ'mm'“

Illln lll"

Julian Moreno Mestre

Algunos trucos de calculo son bastante faciles, otros son muy dificiles. Los tontos que
escriben los libros de matematicas avanzadas pocas veces se toman la molestia de
mostrar cuan féciles son los calculos faciles. Silvanus P. Thomson.

Edicion 1.0






Julidn Moreno Mestre Academia Las Rozas

www.juliweb.es www.academialasrozas.com
Indice.
Temario de 42 de ESO ... ...t e e 3
Bibliografia de consulta y software..................coooeiiiiiiic i, 6
Aritmética:
EJErcicios de NUMEI0S. .. ... et et e e et e e e e e e e e eanas 7
Ejercicios de NUMEroS ENLEI0S. ... ..v v vt e e ce e e e e e e e ae e 8
Ejercicios de fraCCiones. .........coviviiiiiiiiiii i 1
Ejercicios de radicales. ..........ovviieiiiii 14
Algebra, ecuaciones e inecuaciones:
Ejercicios y problemas de ecuaciones de primer grado.......................... 16
Problemas de proporcionalidad directa..............ccoviiiiii i 21
Problemas de proporcionalidad inversa............ccccooveeviv i viiieiieennnn. . 21
Problemas de POrCeNtaJES. ... ...e ettt e e e e e e 22
Problemas de proporcionalidad COmMpuesta..........ccvvvvieiieiieiniiieniennns 23
Ejercicios y problemas de ecuaciones de segundo grado....................... 24
Ejercicios y problemas de sistemas de ecuaciones lineales..................... 27
Ejercicios de ecuaciones irracionales.. PP 1
Ejercicios y problemas de sistemas de ecuaciones no Imeales .................. 34
Ejercicios de inecuaciones.. T 1 4
Ejercicios de suma, resta, producto y d|V|S|on de pollnomlos .................. 41
Ecuaciones polindmicas con raices enteras (Formulas de Cardano-Vieta)... 43
Ejercicios de identidades notables.............cooe i 46
Ejercicios de algebraicos de simplificaciones en fracciones.................... 48
Logaritmos y exponenciales:
Ejercicios de introduccion a los logaritmos............ccoeevviiiiii i e e, 52
Ejercicios de ecuaciones logaritmicas y exponenciales.......................... 53
Geometria | (Trigonometria).
Ejercicios de semejanza de tridngulos...........cooeviiiiiii i 56
Ejercicios y problemas de trigonometria... P - ¥ £
Ejercicios de ecuaciones trlgonometrlcas P ¢ 4
Ejercicios de demostracion de igualdades trlgonometrlcas ..................... 63
Geometria Il (Vectores, rectas y curvas)
EjJerciCios de VECIOrES. .. ...iuu it et e e e e e e e e e 64
EJErCiCIOS 08 FECLAS. .. ... ee et et e e e e e e e e e e 70
Ejercicios geométricos con puntos, segmentos y rectas............ccovevveennes 73
Ejercicios de circunferencias, elipses, hipérbolas y parébolas.................. 74
Funciones y gréficas.
Ejercicios de discusion de graficas de funciones.............cccoovvvie i 82
Ejercicios de representacion de funciones sencillas.....................cceeeee.. 92
EJercicios de dominios. .. .......ov i it e e 104
Ejercicios de composicidn e inversa de funciones................ccccoeevennen, 106
Ejercicios de simetrias y tasa de variacion media.................ccooeevvnneenn. 107
Ejercicios de polinomios de interpolacion y extrapolacion..................... 107
Ejercicios para aprender a derivar.............ocooeveiieiiieeinieiiie i ieiieeenen. 108
Estadistica y probabilidad.
Introduccion a la combinatoria (Teoriay ejercicios)..........ccovevuvuieiennnnnn, 117
Ejercicios de probabilidad simple y compuesta................cccvvevveenen. 131
Ejercicios de estadistica descriptiva.............cc.oeeviiiiiiiiiiiii e 141
Regresion lineal....... ... 145



1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

1.5.
1.6.

1.7.
1.8.

1.9.

1.10.
1.11.

2.1.
2.2.
2.3.

2.4.
2.5.

2.6.

3.1.

3.2.

3.3.

4.1.
4.2.

4.3.

Julian Moreno Mestre Academia Las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Temario de 4° ESO de Matematicas.

Decreto 23/2007, de 10 de mayo, del Consejo de Gobierno, por el que se establece
en la Comunidad de Madrid el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria.

Opcion A

1. NUmeros.

Operaciones con nimeros enteros, fracciones y decimales.

Decimales infinitos no periodicos: nimeros irracionales.

Expresion decimal de los nimeros irracionales.

Notacién cientifica. Operaciones sencillas con nimeros en notacién cientifica con y sin
calculadora.

Potencias de exponente fraccionario. Operaciones con radicales numéricos sencillos.
Interpretacion y utilizacion de los numeros y las operaciones en diferentes contextos,
eligiendo la notacién y precision mas adecuadas en cada caso.

Proporcionalidad directa e inversa: resolucion de problemas.

Los porcentajes en la economia. Aumentos y disminuciones porcentuales. Porcentajes
encadenados. Interés simple y compuesto.

Uso de la hoja de calculo para la organizacion de célculos asociados a la resolucion de
problemas cotidianos y financieros.

Intervalos: tipos y significado.

Representacion de nimeros en la recta numérica.

2. Algebra.

Valor numérico de polinomios y otras expresiones algebraicas.

Suma, resta y producto de polinomios.

Identidades notables: estudio particular de las expresiones (a + b)?, (a — b)?y (a + b)-(a - b).
Factorizacion de polinomios.

Resolucidn algebraica y grafica de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Resolucidn de problemas cotidianos y de otros campos de conocimiento mediante ecuaciones
y sistemas.

Resolucidn de otros tipos de ecuaciones mediante aproximaciones sucesivas con ayuda de la
calculadora cientifica o grafica.

3. Geometria.

Aplicacion de la semejanza de triangulos y el teorema de Pitdgoras para la obtencion
indirecta de medidas. Resolucion de problemas geométricos frecuentes en la vida cotidiana.
Utilizacion de otros conocimientos geométricos en la resolucion de problemas del mundo
fisico: medida y célculo de longitudes, areas, volumenes, etc.

Iniciacion a la geometria analitica plana: coordenadas de un punto; distancia entre dos
puntos.

4. Funciones y graficas.

Funciones. Estudio grafico de una funcion.

Caracteristicas de las graficas: crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos,
continuidad, simetrias y periodicidad.

Interpretacion de un fendmeno descrito mediante un anunciado, tabla grafica o expresion
algebraica. Analisis de resultados utilizando el lenguaje matematico adecuado.
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Estudio y utilizacion de otros modelos funcionales no lineales: exponencial y cuadratica.
Utilizacion de las tecnologias de la informacion para su analisis.

La tasa de variacion como medida de la variacion de una funcion en un intervalo. Analisis de
distintas formas de crecimiento en tablas, gréaficas y enunciados verbales.

5. Estadistica y probabilidad.

Estadistica descriptiva unidimensional. ldentificacion de las fases y tareas de un estudio
estadistico a partir de situaciones concretas cercanas al alumno.

Analisis elemental de la representatividad de las muestras estadisticas.

Variable discreta. Elaboracién e interpretacion de tablas de frecuencias y de gréaficos
estadisticos: graficos de barras, de sectores, diagramas en caja y poligonos de frecuencias.
Uso de la hoja de célculo.

Célculo e interpretacion de los parametros de centralizacion y dispersion para realizar
comparaciones y valoraciones.

Variable continua: Intervalos y marcas de clase. Elaboracion e interpretacion de histogramas.
Uso de la hoja de célculos.

Azar y probabilidad. Idea de experimento aleatorio y suceso. Frecuencia y probabilidad de
un suceso.

Experiencias compuestas. Utilizacion de tablas de contingencia y diagramas de arbol para la
asignacion de probabilidades.

Utilizacion del vocabulario adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas
con el azar.

Opcion B

1. NUmeros.

Reconocimiento de nimeros que no pueden expresarse en forma de fraccion: nimeros
irracionales.

Iniciacion al nimero real: representacion sobre la recta real. Intervalos. Tipos y significado.
Interpretacion y uso de los nameros reales en diferentes contextos eligiendo la notacién y
aproximacion adecuadas en cada caso.

Potencias de exponente fraccionario y radicales. Radicales equivalentes. Operaciones
elementales con radicales. Simplificacion de expresiones radicales sencillas.

Utilizacion de la jerarquia y propiedades de las operaciones para realizar calculos con
potencias de exponente entero y fraccionario y radicales sencillos.

Caélculo con porcentajes. Interés compuesto.

Utilizacion de la calculadora para realizar operaciones con cualquier tipo de expresion
numérica. Calculos aproximados Reconocimiento de situaciones que requieran la expresion
de resultados en forma radical.

2. Algebra.

Raices de un polinomio. Factorizacion de polinomios.

Regla de Ruffini. Utilizacion de las identidades notables y de la regla de Ruffini en la
descomposicion factorial de un polinomio.

Resolucidn algebraica de ecuaciones de primer y segundo grado con una incognita.
Resolucidn algebraica y grafica de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Uso de la descomposicion factorial para la resolucion de ecuaciones de grado superior a dos
y simplificacion de fracciones.

Resolucidn de problemas cotidianos y de otros campos de conocimiento mediante ecuaciones
y sistemas.
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Resolucion de otros tipos de ecuaciones mediante aproximaciones sucesivas con ayuda de los
medios tecnoldgicos.

Inecuaciones y sistemas de inecuaciones de primer grado con una incognita. Interpretacion
gréfica.

Planteamiento y resolucién de problemas en diferentes contextos utilizando inecuaciones.

3. Geometria.

Figuras y cuerpos semejantes: razon entre longitudes, areas y volumenes de figuras
semejantes.

Teorema de Tales. Aplicacién al calculo de medidas indirectas.

Razones trigonométricas de un angulo agudo. Relaciones entre ellas.

Relaciones métricas en los triangulos. Resolucion de triangulos rectangulos.

Uso de la calculadora para la obtencién de angulos y razones trigonométricas.

Aplicacién de los conocimientos geométricos a la resolucion de problemas métricos en el
mundo fisico: medida de longitudes, areas y volimenes.

Iniciacion a la geometria analitica plana: coordenadas de un punto; distancia entre dos
puntos. Representacion de las soluciones de una ecuacion de primer grado con dos
incAgnitas.

4. Funciones y gréficas.

Funciones: Expresion algebrica, variables, dominio y estudio gréfico.

Caracteristicas de las gréaficas: crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos,
continuidad, simetrias y periodicidad.

Estudio y representacion grafica de las funciones polindmicas de primer o segundo grado, de
proporcionalidad inversa y de las funciones exponenciales y logaritmicas sencillas.
Aplicaciones a contextos y situaciones reales.

Uso de las tecnologias de la informacion en la representacion, simulacion y analisis gréfico.
Funciones definidas a trozos. Busqueda e interpretacion de situaciones reales.

Interpretacién de un fendmeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o expresion
algebraica. Analisis de resultados utilizando lenguaje matematico adecuado.

La tasa de variacion como medida de la variacion de una funcion en un intervalo. Analisis de
distintas formas de crecimiento en tablas, graficas y enunciados verbales.

Interpretacion, lectura y representacion de gréaficas en la resolucion de problemas
relacionados con los fendmenos naturales y el mundo de la informacion.

5. Estadistica y probabilidad.

Estadistica descriptiva unidimensional. ldentificacion de las fases y tareas de un estudio
estadistico.

Analisis elemental de la representatividad de las muestras estadisticas.

Variable discreta. Elaboracién e interpretacion de tablas de frecuencias y de graficos
estadisticos: graficos de barras, de sectores, diagramas de caja y poligonos de frecuencias.
Célculo e interpretacion de los parametros de centralizacion y dispersion: media, mediana,
moda, recorrido y desviacion tipica para realizar comparaciones y valoraciones.
Representatividad de una distribucion por su media y desviacion tipica o por otras medidas
ante la presencia de descentralizaciones, asimetrias y valores atipicos. Valoracién de la mejor
representatividad, en funcién de la existencia o no de valores atipicos.
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Bibliografia de consulta y software.

Problemas de 4° de ESO de Isaac Musat (Gratuito en www.musat.net)

2000 Problemas de Matematicas. S. Alvarez Areces, M. Fernandez Flores. Ed: Everest.
Matematicas 4° de ESO, opcién Ay B. J. Colera, R. Garcia, M.J. y otros. Ed: Anaya.
Matematicas 4° de ESO, opcion Ay B. J. R. Vizmanos, M. Anzola y otros. Ed SM.
Matematicas 4° de ESO, opcion B. J.L. Sanchez Gonzélez y Juan Vera Lopez.

Ed: Oxford educacion.

Ejercicios de repaso de 4° de ESO del Colegio de Nuestra Sefiora de la Consolacion.
Antonio Cartas Martin.

Se recomienda ademas, bajar de Internet el programa Graphmatica, el cual sera muy util
para funciones. El Derive es también un estupendo programa, se puede bajar desde la
web de Isaac Musat (www.musat.net).
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Ejercicios de numeros.
Expresa los siguientes niimeros en notacion cientifica:

a) 1000 b) 13.15 ¢) 1000000 d) 0.000323
e) 0.0035 f) 0.00000034 g) 6534532 h) 0.000075
i) 34567.67 i) 0.00257 k) 34587.23 1) 25348.32

Sol: a) 10°; b) 1.31-10; ¢) 10% d) 3.23-10% ) 3.5:10; f) 3.4:107; g) 6.53-10°;
h) 7.5.107; 1) 3,46.10% j) 2.57.10; k) 3.46.10"; 1) 2.53.10".

Expresa con todas sus cifras los siguientes nimeros en notacion cientifica:
a) 4.15.10° b) 1,24.10° ¢)3,25.10%  d)3,14.10° e)2,18.10°*
Sol: a) 4150; b) 0.00124; c) 0.0325; d) 314000; e) 21800.

Redondea hasta las milésimas los siguientes numeros:
a) 1.23456 b) 1.34511 c)45.32157 d)32.2357 e) 0.03247
Sol: a) 1.235; b) 1.345; ¢) 45.322; d) 32.236; ¢) 0.032.

(Cuantas cifras significativas reconocemos en cada uno de los siguientes numeros?
a) 450 b) 98.6 c) 0.0033 d) 902.10
e) 0.02173 f) 4000 g) 7.02 h) 67000000
Sol: a) tres; b) tres; ¢) dos; d) cinco; €) cuatro; €) cuatro; f) cuatro; g) tres; h) ocho.

Clasifique los siguientes nimeros decimales y paselos a fracciones después:

a) 1.25 b) 75.2 ¢) 678.98 d) 9.34

€) 0.78787878... ) 0.88888... g) 0.678678678...  h)0.3333...
11111, i)2.33333... k) 5.98989898... 1) 76.767676...

m) 1.258888... n) 1.89999. .. 1) 26.415151515... 0)98.0123123123...

Sol: a) Exacto, 27/20; b) Exacto, 376/5; ¢) Exacto, 33949/50; d) Exacto, 467/50;
e) Periodico puro, 26/33; f) Perioddico puro, 8/9; g) Periddico puro,226/333;
h) Periodico puro, 1/3; 1) Perioddico puro, 10/9; j) Periddico puro, 7/3;
k) Periodico puro, 7600/99; 1) Periodico mixto, 1133/900;
m) Periddico mixto, 1133/900; n) Periodico mixto, 19/10;
) Periddico mixto, 8717/330; o) Periddico mixto, 979143/9990.

Clasifique cada uno de los siguientes nimeros en naturales, enteros, racionales, reales y

complejos ubicandolos en el conjunto numérico mas pequeio al que pertenezcan:
a) 1.25 b) 2.45 c) 33 d) —45 e) 1.32461... 1) 1.11...

6 |
z?.21212... h)~-1 V= Dz k) V4 h -4
Sol:a) Q;b) Q;¢0) N;d) Z;e) R; ) Q;2 Q:;h) C;i) Z;j) R; k) N; 1) C.

(Cuadles de los siguientes nimeros son irracionales?

a) /5 b) /9 ¢) V=3 d)2.718281... ) \[74+/4

Sol: Solamente los de los apartados a) y d).

Usa tu calculadora cientifica para calcular los siguientes nlimeros y expresa el resultado en

notacion cientifica y con tres cifras significativas debidamente redondeadas:

a) 32 b) 5.23%"  ¢) ¢9.5° d) 4.56** ¢) 5°° f) 19.81%

Sol: a) 1.260; b) 2.41-10% ¢) 6.53; d) 1.61; €) 8.21:10; f) 1.07-10".
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Ejercicios de nimeros enteros.

Calcula:

a) 5-3-7+1+8 b) 2-3+4+1-8+2
c)1-3+5-7+9-11 d)2+4-6-8+10-12+14
e)1-2+3-4+5-6+7-8 )3-2+5+7-3-5+2-2
2)2-1-4-6+6+7-2-5+3 h)2+4+5+3-4-5-7+3-6
)3-2-5-2+1+2+7-4-2-1 )5-6+7-2+5+8-6+3-1-7

Sol: a) 4;b) —2;¢)—6;d) 4;¢) 4; 1) 5, 2) 0; h)—4;1)-3; ) 6.

Quita paréntesis y después opera:

a)1-(7-2-10)-(3-9) b) (8—4-3)-(5-8-1)

c) B3-5-(1-4)+(5-98) d) 3-(5-8)—-(11-4)+(13-9)

e) (2-6-3)+(5-3-1)—-(2-4-06) ) 8-11-5)-(12-13)+(11+4)

g) 15+(6-18+11)—(7+15-19)—(2+6) h) 3—[(5—8)—(3—6)]

i) 1-(3-[4-(1-3)]) D) @+7-(5-[6-10-4)])

Sol:a) 11;b)5;¢)-2;d) 3;e)2; 1) 8;g)3;h)3;1) 4;j) 4.
Calcula:

a) (=7)(+11) b) (=6)(-8) ¢) (+5)(+7)(=1)

d) (-2)(-3)(-4) e) (-45):(+3) f) (+85):(+17)

g) (436):(-12) h) (-=85):(-5) 1) (+400):(—40):(-5)
1) (+400):[(—40):(—5)] k) (+7)(=20):(+10) 1) (+7)-[(—20):(+10)]
m) (+300):(+30)(-2) n) (+300):[(+30)-(—2)] i) (+40)-(—4):[(5)-(—16)]

Sol: a) —77; b) 48; ¢) -35; d) —24; ¢) —15; ) 5; g) —3; h) 17; 1) 2;j) 50; k) —14; 1) —14;
m) —20; n) -5; 1) 2.

Calcula:

a) 6:4—-56-23 b) 15-6:3+25-43

¢) 5:(—4) +(=2)4 - 6:(=5) = 3:(=6) d) 18—3-5+5(—4)-3-(-2)

e) (=5)-(8-13) f) (2+3-6)(-2)

g) (+4)(1-9+2):(-3) h) (-12-10):(-2-6-3)

i) 13-[8—(6-3)—43]:(-7) i) 5(8=3)—4-(2-7)-5(1-6)
k) 12:(12-14)-8:(16—-11)—4-(5-17) 1) 18—40:(5+4-1)-36:12
m) 4+36:9-50:[12+(17-4)] n) 48:[53-2:(6-10)—17]

fi) 34-15:[12+4:(2-7)+5] 0) 4 2+3(4+2)-2]:7

Sol: a) —12; b)-5;¢) 20;d) —11; e) 25; 1) 2; g) 8; h) 2; 1) 12; j) 70; k) —16; 1) 10; m) 6;
n) 8; 1) 17; o) 8.

Calcule los siguientes determinantes:

-5 9 -3 2 5 7
a) ©)
9 4 -9 9 6 —4 0 -7 —4 -8 6 3

Sol: a) -101; b) -9; ¢) —62; d) -28; e) 0; f) —15;

‘4 —5‘ ‘1 2‘ ‘—7 —1‘
(]




60

70

80

90

10°

11°

12°

13°

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas

www.juliweb.es www.academialasrozas.com
Calcule los siguientes determinantes:
9 4 6 -1 2 -1 8 -3 0
a)|l6 6 -7 b)|7 -1 0 )2 7 -8
4 2 2 0 6 -4 0 6 -5
-6 -9 -5 1 -1 7 -6 -4 2
d|4 -1 2 e)|l -2 3 Hi{l1 6 -9
5 0 4 3 4 -7 -5 -6 4
8 1 2 2 1 2 -3 4 -5
g3 -7 5 h)y|7 -7 5 Hir 9 9
0 4 4 0 -8 8 4 -2 -5
Sol: a) 92; b) 10; ¢) 74; d) 53; e) 98; f) 64; g) —100; h) —200; 1) 107.
Calcula:
a) (-2)' b) (-3)’ ¢) (-5)° d) (=10 ) (- f) (=)
Sol: a) —128; b) —243; ¢) —125; d) -1000; ) 1; ) —1.
Calcular:

a) (-2)"(=2)’ b) (+2)"(-2)’ ¢) (=3)*(=5)° d) (=10)*(~10)’
e) (-3)":(-3)’ f) (=5)°:(=5)° g (-18)":(-3)’ h) (=24)*: (-6)*
Sol: a) —128; b) —64; ¢) 1125; d) —10; e) 9; f) —125; g) —12; h) 256.

Usando la calculadora, cuales de los siguientes nlimeros son primos o compuestos:
a) 142 b) 221 c) 253 d) 129 e) 193
) 210 g) 191 h) 199 i) 151 j) 107
Sol: Son compuestos los numeros de los apartados a), b), ¢), d) y f), el resto son primos.

Descompon en factores primos:
a) 48 b) 54 ¢) 90 d) 105 e) 120
f) 135 g) 180 h) 378 i) 700 i) 1872
Sol: a) 2:-32; b) 2:3%; ¢) 2:3%5; d) 3-5-7; ¢) 2°:3-5; f) 3°-5; g) 2%-3%:5; h) 2-3°-7; i) 2%-5%7;
j) 243%13.

Calcula el minimo comin multiplo de:
a) 12y 15 b) 24y 60 c)48y 54 d)90y 150
e) 6,10y 15 £)8,12y18 2) 12,24y 36 h)7,11y 13
Sol: a) 60; b) 120; ¢) 432; d) 450; ¢) 30; f) 72; g) 72; h) 1001.

Calcula el maximo comun divisor de:
a) 16y 24 b) 48y 72 ¢) 105y 120 d) 135y 180
e)8, 12y 16 ) 45,60y 105 g) 24,36y 40 h) 20, 30 y 50
Sol: a) 8; b) 24; ¢) 15; d) 45; ¢) 4; 1) 15; g) 4; h) 10.

Calcula el minimo comiin multiplo y el maximo comun divisor de:

a) 20y 25 b) 48 y 69 ¢) 35y 49
d) 100, 120 y 20 e) 66, 132y 1100 f) 320, 256 y 500
g) 25, 30, 45 y 50 h) 14,28, 42 y 84 i) 130, 200, 250 y 420
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Sol: aymem =100 y mcd =5 ; b) mem = 1104 y med = 3; ¢) mem =245 y med = 7,
d) mem = 600 y med = 20; ) mem = 3300 y mcd = 22; f) mem = 32000 y mcd = 4;
g) mem =450 y med = 5; h) mem = 84 y med = 14; 1) mem = 273000 y mcd = 10;

Una sirena suena cada 32 minutos, otra cada 16 minutos y otra cada hora. A las 12 h del
dia 1 de enero sonaron las tres a la vez, predecir cuando volveran a sonar las tres sirenas
al mismo tiempo. Sol: A las 20 horas del 1 de enero.

Un barco pasa por un puerto cada 12 dias, otro cada 8 dias y otro cada 20 dias. Si los tres
barcos coincidieron un dia, ;Cuénto tiempo pasara hasta que vuelvan a coincidir?
Sol: Pasaran 120 dias.

Las dimensiones de un paralelepipedo son 165 m, 21 m y 3 m. Se hacen construir cajas
cubicas con las que puede llenarse completamente el paralelepipedo. Hallar la arista de
estas cajas cubicas. Sol: 3 m de arista.

Un pasillo de 860 cm de largo y 240 cm de ancho se ha embaldosado con baldosas
cuadradas, de la mayor dimension posible, para caber un numero entero de veces en cada
lado.

a) ¢Cuanto mide el lado de cada baldosa?

b) (cuéntas baldosas se emplearon?
Sol: a) 20 m; b) 516 baldosas.

Al contar las canicas de 4 en 4, de 5 en 5 y de 6 en 6, unos nifos se dan cuenta de que
cada vez le sobran dos. ;Cudntas canicas son, sabiendo que es un nimero comprendido
entre 100 y 150? Sol: 122 canicas.

Hallar el menor niimero que dividido por 5, 7 y 15 da siempre de resto 2. Sol: 107.

Un comerciante quiere poner en cajas 720 limones y 2160 naranjas, de modo que todas
las cajas contengan el mismo nimero de limones o de naranjas, si ademas quiere sacar el
mayor nimero posible de cajas. Halla el nimero de naranjas y limones en cada caja y el
namero de cajas necesarias. Sol: 720 cajas, y en cada una un limén y tres naranjas.

Un carpintero quiere cortar una tabla de madera de 256 cm de largo y 96 cm de ancho,
en cuadrados lo mas grandes posible.

a) (Cual debe ser la longitud del lado de cada cuadrado?

b) (Cuantos cuadrados se obtienen de la plancha de madera?
Sol: a) 32 cm; b) 24 cuadrados.

Un coche precisa cambar el aceite cada 8000 km, el filtro del aire cada 12000 km y las
bujias cada 20000 km. ;A qué nimero minimo de kilémetros habra que hacerle todos los
cambios a la vez? Sol: 120000 km.

Los coches del tipo A hay que echarles gasolina cada 300 km, los del tipo B cada 400
km y los del tipo C cada 500 km. Suponemos ademés que los conductores necesitan
descanso cada 150 km. Si tenemos una carretera semidesierta de tamafio 1000 km, y el
gobierno nos exige colocar gasolineras y areas de descanso con una distancia igual
maximo comun divisor de las cantidades anteriormente mencionadas, ¢Cuantas
gasolineras con areas de descanso tendremos que poner? Sol: Cada 50 km.

-10-
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Ejercicios de fracciones.
1°  Simplificar las siguientes fracciones:
54

48 15 96 140 192 125 256

a)— b) — c) — d — e) — — —  h)—

)72 ) 72 ) 60 ) 64 ) 40 " 320 J 100 )512
Sol: a) 3/4;b) 2/3; ¢) 1/4; d) 3/2; ¢) 7/2; 1) 3/5; g) 5/4; h) 1/2.

2°  Calculay simplifica:

12,3 bl L 1 gl 1,1
3 2 3 2 5 2 3 4
3 1 1 2 1 1

d) 2 ——+1 ) 3——+= 42—
)4 2 ) 2 3 f)6 3

921l il Gyl 11

3 2 4 3

6
. 2 1 2 1 2
h2-[5 ) 0 (35 J(3-4) 3

2 3 3 2 2 4) \3 2

L1 5 3 4 5 3 1 9 10

) —+—+—= 0) —+——— p) =+
3 4 2 3 3 2 3 5 6

Sol: a) 11/2; b) 19/30; ¢) 5/12; d) 5/4; €) 19/6; f) 11/6; g) 13/6; h) —13/12; 1) —2/3; j) 7/6;
k) 61/12; 1) =5/6; 11) 13/6; m) —13/6; n) 1/12; @i) 37/12; o) 3/2; p) 7/15.

3%  Calculay simplifica:

5 2 3 1 32 3 4
a) =~ b) =-2 c) =6 d) == e) ——
)% ) % )3 )35 )53
2 6 5 2 1 2 5 4 72
=2 2.2 h —.% n2x L.z
D35 &30 )43 )33 D33

4°  Calculay simplifica:

5 1112 1 1) 1 3
d|2-1]-3 ) ———t—= plll) L 3
)(2j )3243 ﬂ(32j62
g1 [1i2)51 Y R L pi_(Li2).51

3 4 3 2 5 2 2 (374) "2
13 11 1 11 3 21 (2
22 2 19 [t ‘4
D373 (3 2) ) 273273 )43(6j
i (2L 2032y 2 L3 62 3 12 1

304 5) 52 3 4 2 5 10) 5 2 4.3 4

Sol: a) —3/5; b) —28/9; ¢) 1/9; d) 9/2; e) 0; f) 3/2; g) —25/12; h) —19/15; 1) —11/6; j) —19/12;
k) —17/12; 1) =7/6; 11) —17/30; m) 2/5; n) 3/26; i) 1/3; 0) 79/30; p) 1.

-11-
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5% Calcula y simplifica cuando sea preciso:

15 45 1 10 3 10 35 4 1
a) —:— b) —:— c) —:— d —:— e) —:— —i=
)54 )33 )36 )53 )47 f)53
Sol: a) 4/25; b) 4/5; ¢) 1/5; d) 9/50; e) 21/20; 1) 12/5.

6°  Calculay simplifica cuando sea preciso:
o lea (L 1,20 (1120, (1 1

3 4 3) 43 3 2)132) 4 3 5)2 63
)(z_}J:1+1_ )(§,1J+1_1_3 3[1_1 112

3 2)°6 2 2'3) 4 62 3 4) 6 33

3 1)(3 1 -l !
@(_+_j{___j )(z+1_1 3){1_3) D(i_l .z+(1_1]

2 . 4)\3 4 32 4 6)\2 4 2 3) 6 \4 3
(2 1) 2 12 2 -
Dﬂﬁ{}_+__ k%;+g_iz D@_l 5,31

6 3) 4 34 6 4) 34 55) 2 43

- - - 31) (1.1
NER! .2+(1_1j )(E_lJ 3,21 n)(_ﬁj+(_;{

4 3 6 3 3 4) 4 3 4 22)\32
(3 1Y '3 1.1 3 Y'3 (1 9 3 Y3 (1 9
n)|—+—| —+—:1— 0)|=+1| ——|—+— pl|—+1| ——|—+—

6 2) 2 42 6 2 4 12 6 2 4 12
ol L1l g2 (12 o3 L) L2

6 3) 2 34 3 4 3 2 4)\3 4

Sol: a) 5/3; b) —1/4; ¢) 67/48; d) 3/2; e) 167/36; f) 5/12; g)7/3; h) -17/48; 1) 5/42; j) 5/6;
k) —5/48; 1) 20/3; 11) —=6/5; m) 17/12; n) 11/3; 1) 2; 0) 0; p) 0; q) —1; r) 56/3; s) —15/2;

7°  Calculay simplifica cuando sea necesario:

2
i) -}
a) ——= b) ———= 93 1
3 2 1 Syt
P -3 5% 2 3
2 35
H N
D3 & T D3
———+1 —+— ——1+=
2 3 4 2 2 3
3.4.2.5 3. 4[5 3_n) 1t
)23 43 2 5)\3 2 5 3) 43
8% 3 5 9 h) Do
3.2 6 4 3 4 (2 4 6 3 4
3-5_7+4 5-2 3_1+1).3_1 4.1 23 11
j4+2 3+l 7-1 LS 4 10) 2 5 pls 6 10) 6 4
o2 773, 2] (2+1_6)2+1 32,112
5-4 6-2 343 6 3 4)3 6 24 6 43
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1 2 2 1 1 1
——+—+(-3+2) 1.2 ~-(3+2) o R
2 4 2 4 -~ 4 3 2 3
m) 1 1 4 n) )73 6
~4+3 -+ +— -3+(3-D-(2-3)-2 = —
2 4 16 5 4

(3 1) 2 (2 1) (1 1)5 1 [1 1) (3 1)5 (1 1]

————————— —+— [ | =+ === =+=

4 6) 6 \3 4 )536343q)53263

2 1)(2 1 PN 2 11 2 (11)1(11}
—4— | l===1-4 SEEpUES, P — =] =4+ =
6 6)\3 6 2 4)3 6 3 4 4 2)3 \6 4

Sol: a) 5/3; b) —2/21; ¢) 2/5; d) 3/26; ) —10/9; f) 16/5; g) 48/25 ; h) 23/110; i) 21/50;

1) —43/90; k) —57/130; 1) 82/65; m) 1; n) 1/7; @i) 5/6; 0) —1/6; p) 1/6; q) —11/3.

(2 1}“[1 4)
4 3)1 2 12
c)

8°  Calculay simplifica:

[3 ZJ 1 1 3N 1 1)
e S I
6 4) 3 6 5 (3j (4 6j

B N €] 5 I ) 2

JdT GG [y
Eeai B T

R S N e e I RO

) : _
3 1Y'2. (12
I
(6+3) 2z

Sol: a) 26/81; b) 1872; ¢) 1; d) (24/5)%; €) 0; ) 88/39; g) 26/81; h) 132/13; i) 7/384;
1) —85/72; k) —49/9; 1) 2.

9°  Juan tiene ahorrados 18000 €. Cuando se fue de vacaciones se gastd 4/12 de sus ahorros.
¢(Cuanto le queda ahorrado? Sol: 12000 €.

10° Entre tres empresarios deben repartirse 12000 €. El primero se lleva 7/15 del total, el
segundo 5/12 del total y el tercero el resto. ;Cuanto dinero se ha llevado cada uno?
Sol: El primero 5600 €, el segundo 5000 € y el tercero 1400 €.

11° Hoy he perdido 20 cromos que son 5/12 de los que tenia. ;Cuantos cromos tenia? Sol: 48.

12°  Alfonso dispone de 600 € para compras. El jueves gastd 1/5 de esa cantidad y el sdbado los
3/4 de lo que le quedaba. ;Cuanto le queda al final? Sol: 360 €.

13-
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Ejercicios de radicales.
1° Extrae todos los factores posibles de los siguientes radicales:

2530711 b) 420375 ¢) V23325 d) P322%5
e) 3275 f) 436.2%5° ) Jaibic hy Vx*al ¢
Sol: a) 2°-3° 7527 ; b) 2*:3°:5; ¢) 235425 ; d) Z-M; e) 2754325 ;
f) 32:54/325 ; g) ab-oc ; h) x-acyxc.

2° Calcula sin usar la calculadora las siguientes raices:

a) V4936100 b) +/259100 ¢) V625:25 d) 16:4
e) V81425 f) V36499 g) /25100 h) V811625

Sol: a) 420; b) 150; ¢) 5; d) 2; e) 90; f) 216; g) 50; h) 180.

3° Calcula por descomposicion factorial, las siguientes raices:

a) /62500 b) V360000  ¢) +/2025 d) +/4000000  €) +/2500
f) V122500  g) 22500 h) /5625 i) 43600 )4/40000

Sol: a) 250; b) 600; ¢) 45; d) 2000; e) 50; ) 350; g) 150; h) 75; 1) 60; j) 200.

4°  Simplifica las expresiones:

a) 332 +432 232 b) 2+/3+3+/3-943 ¢) V50 -/72-22

d) V832 +4/18 ++/50 ) /3 -312+5427 f) V12 +53 =27

g V12 -27+3 h) VI8 ++/50 -8 =2 1) /45 -/20+/80 /5

PDN2T-12-75 43 ) V18-3/8-12+542 1) /45320 ++/180

Sol: a) 52 ;b) 443 ;¢) =342 d) 162 ;¢) 1042 ;1) 4+/3; 2) 0; h) 542 ;1) 4+/5;
D) =33k V251 745

59 Introduce en el radical los factores que aparecen fuera de él:

a) 2/5 b) 5+/3 c) 233 d) 43 e) 3+/2

f) 343 g) 243 h) 73 i) 432 i) 242
Sol: a) V205 b) /755 ¢) 24 ;d) V48 s ¢) V18 ) /815 g) 48 ; h) V147 ;i) /128
i) o4

6° Simplifica las siguientes expresiones:

) (3/5)5 b) (9/2_“ )3 0) (ﬁ-ﬁ)z d) (2-\6)2 o (g@.ﬁ)ﬁ
(2] (ﬁj h) {@ b (V32) D (V)

2
Sol: a) 3;b) 4; ¢) 6; d) 12; ¢) 32; ) 18; g) 3/4; h) 9/4; 1) 18; ) 12.

7° Simplifica y extrae todo lo que puedas:

a)@ b)M 0 V8 —/32+3+/72

Sol: a) 12; b) 4; ¢) 16.
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8° Racionaliza las siguientes fracciones:

g 2B M 723 Ve
25 N NG NE) 25 3f
9> e )t e
J6 2 8 4125 P i/_
m) 3 n) 8 ) ! _\/7 ) 1442 ) V243
J5+2 6—~/12 V2-3 s P2 Y
r) —\/5 s) 2 t) ’ u) V543 V) V2 10
L-B 12 3-2 S5+ 2243 RN

Sol: a) 3/5/10;b) /6 ; ¢) 443 ; d) 7*f 6. \/3701;\6;1)4\?;:%){;

by 248 1) 242 ) 451 k) 22 312 ) 5';@;m) 345-6: 1) 6*;@

i) V2 -+3;0)10-4v5;p) -3-2v/2;q) 246 -5; 1) /6 -3;5) 24/2-2;
t) 342 ;u) —1-+15;v) 642 —4; w) 24342

9°  Simplifica y extrae todo lo que puedas:

, a  dab |, Jaa e
J2ab Yab J2ab 3fa*bc

0 J2ab f 2a’b o) J2a’bic \/E\/f
J2ab J2a 2abc? f/ﬁ

5 J3a% i’ Yabc'd
\/J {/3bc J)E © ab’c

Sol: a) 2a;b) b ;) ~3a/2;d) Ybc/a;e) Y2ab ;) Yb/2;g) ¢ a’h’/(2c*)
hy ¥22a%h? ;1) {3%a* /¢ ;) Yab/c? k) Yac’d?/b* .

10° Demostrar que:

\/_g\/__WM \}\/:\/\/b;i/\;f/g
EEE e L ERE

e e
TREET RS
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Ejercicios y problemas de ecuaciones de primer grado.
1° Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)2x—34=-20 b)IX+8=7x+6
d) 7x +9 =3+ 9x e)X—8=2x—-11
2) 6X + 6 =4+ 8X h) 9+ 9x = 17 + 5x
j)25-2x=3x+20 k)4x+1=3x+3
m) 1 +8x=31-16x n) 5x—11=15x-19
0)2X+17=3x+7 p) 10 —5x=x-2
1) 48 — 3X = 5X s) 30 —4x=-3x-10
u)3x+1=6x-—28 v)47-3x=5+ 11X
X) 3x—10=2x+1 y) 25 -2x=3x-35 z) 75 —5x=3x+3
A)S5+8x=2x+20 B)2x—-3=x+5 v)2-6x=3x—-1
Sol: a) 7;b) —1;¢) 2;d) 3;¢) 3; 1) 8; g) 1, h) 2; 1) 3;)) 1; k) 2; 1) 3/5; m) 5/4; n) 4/5; 1) 2/3;

0) 10; p) 2; q) 10; 1) 6;5) 40;t) 7;u) 3; v) 3; w) 9/2; x) 11;y) 12;2) 9; a) 5/2; B) 8; v) 1/3.

c)4x+3=3x+5
Hx+1=2x-7

1) 2x+3 =3x

1) 5x-3=10x—-6
) 48 — 18x=9x + 30
q) 70 — 3x = 4x

t) 10X — 15 =4x+27
w) 30 -9x=21-"7x

2° Resuelve las siguientes ecuaciones con paréntesis y corchetes:
a)X—3(X-=2)=6x-2 b)3x—-7=2(x+1)
d) 5x=7(5x-3)+3 e)2(x—5)=3x-17
g) 2x—1=3(2x-15) h) 2(x - 2)=—4 —Xx)
J) 20 =2x— (10 —4x) k) 60x — 1 =3(1 + 12x)
m) 2x+3(2x—1)=x+ 67 n) 12x +3(2x—4) =60
0)X—3(x+5)=3x+10 p) (X—15)=3(x-19)
r)3(x+4)=4x+1 s) 10+ 5(x-3)=3(x+1)
u) 10 - 9x=4[x — 4] v) 15x=2[1+9x] -3 w) 3[10 —Xx] =2[8 — x] + 13x
X)X +3=3[2x—4] y)3[2x—(Bx+ 1)]=x+1 z) 6X + 4 =4[2x — 5(x — 2)]
Sol: a) 1;b) 9;¢) 1/4; d) 3/5; ) 7; £) 15; g) 11; h) 0; 1) 16; j) 5; k) 1/6; 1) 2; m) 10; n) 4; 1) —1;

0)-5;p)21;q) 1/3;1) 11;8) 4;t) 3/2;u) 2; v) 1/3; w) 1;x) 3;y) —1; 2) 2.

c)2(2+4x)=3+12x
)2+5x-13)=x-3
1)2(3x—49)=—x+ 14

1) 5(x—1)+ 10(x +2) =45
nN)3X—(X+1)=x-2
q)32-x)=18x-1

t)2(3 -4x)=2x-9

3° Resuelve las siguientes ecuaciones con denominadores:

a)3—2x+2zx+4 b)x—8=§—x;6 3

3
X+5 9x 2X

d) 2| — |=x+3 e) ——6=—+
) ( 3 j ) 4 3
2X

-4
6

~ 3X X

—+1=12-=

), 5 3

3X
—-7= 1
g) s

m)x%z=5x—4

X 13 5x 5
0) S-—==22_2
46 2 6

1

3
5

h) X-10=2(x=6)

K 24X =x-3
5 2
2x-10 7
3x—=20 8
X X X
—+—+—=94
p)3 4 5

) 3x—9+§=2x—3

n)

18 -2x

5X
V) —-=5(x-20)=
) 2 ( ) p

c) x-2=X13
4 7

5X  3X
———=x-11
b 6 4

1) §+x:10+%
3 9

D) 4x—7=%29

i) X432 w221
46

X X
—+10=—+16
v 3 5

nXis=2X X
4 5 30
X+1 X

W) X+——=X+—
5 2

Sol: a) 4;b) 12; ¢) 28; d) 1; e) 4; f) 12; g) 30; h) 15;1) 9;j) 6; k) 10; 1) 2; m) 1; n) 12; i) 12;

0) —16/27; p) 120; q) 45; 1) 2; s) 5; t) 60; u) 2; v) 24; w) 2/3.
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4° Resuelve las siguientes ecuaciones con denominadores:

a) 3X_ﬂ:2x_1+x__3 b) 8_3_X+%_5_X:_9 c) X_H+3’”L_X:1+§
8 4 10 4 8 2 6 3
d)3—x—2+3—x—i=0 0 10 +3+4x:3 H x+2_x+3:2>2(+2
5 2 10 X+5 X+5 Xx-1 x+1 x°-1
2) 7x—3_3x—1=5x—1 h) 4x—3_3x—1=4x—2_1 i)%—2—5:1—3
6 4 4 6 4 3 5 3 10
. 15 5 2X+1 3x 3x-2 15 12x+6 18
D5 =0 k) = - -2= =
X+10 x+2 4 9 4 X—2 x"—4 X+2
2
m) 1 N 1 _ 21 . n)i—2:1+x < X2 —2x+1 :i
X X=5 X 5x=-2 X+1 5+X 9-2Xx X 2X
0) —+ ——= + =1+ —+X=—-2(3-X
)3Ty i P) =+ 3 D3 g 2G70
X+1
1+ —— 3X
x—1 _ ——12 X X X o H_
r)—x_l_z ) 5 _6 t)2 3+6 X=2-X
2—— X+1
X+1
W XX X B X X wy 33 oy
2 3 3 5 2 4 3 5
o Xl 22X y) 2x= X3y AX 7 XT3 X ooy X+d
2 3 2 3 5 2

Sol: a) —1; b) 40; ¢) 0; d) 1; e) 2; ) 3; g) 0; h) 1; 1) 30;j) 2; k) —15/7; 1) 4; m) 1/2; n) 5a/(1 — a);
) —5; 0) —18/23; p) 2;q) 6;1) 3;5) 5;t) 6; u) 12; v) 4; w) 2;x) 3;y) —1; 2) 0.

5% Resuelve las siguientes ecuaciones con denominadores:
5 3 3 5
x—1 x+4 x>+3x-4 x-1
X=3 3(X-=2) X-3-(Xx+2)

3X 5+X

a) b) x—1+3x:—+—+x+1
2 2 3

X-3 X-3 X-3 X+3

c) d)

3 2 2 5 2 3 2
&) x(x-2)— T2 X2y oy 4 AN S E I

3 2 2

o) x(x—z)—x%z—%z:(x—z)z—w h) x—X%z+3(x—3)=2+2X+l
i) 3(x+1)_x+3+x=2x+3—7x i) 2 +3>2<—3: 2 N 7

4 6 12 X+1 x*-1 X-1 x+1
o XT3 43, p 20 S5 52 40

5 5 X+l x“-1 x-1 x+1

Sol: a) 0; b) 4; ¢) 27/7; d) 51/2; e) -2/7; 1) 5; g) 22/31; h) 4; 1) 0; j) 0; k) —2; 1) 9.

6° Resolver la ecuacion y dejar la solucion en funcion de a 'y b:
b” —ab

(a+x)(b-x)—a(b+a)+x*+a’ =

Sol: b/a.
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¢ Qué nimero aumentado en 12 da 53? Sol: 41.

Un numero se multiplica por 3. El resultado se divide por 2 y luego se le resta 5. Este nuevo
resultado se multiplica por 10, obteniéndose asi 40. ;Cual es el nimero? Sol: 6.

(Qué niimero multiplicado por 4 y sumando luego 5 al producto da 29? Sol: 6.
(Cual es el nimero al que sumando 7 a su tercera parte es igual a 62? Sol: 165.

Si a un nimero se le resta 40 y la diferencia se multiplica por 4, el resultado es el mismo que si
al nimero se le resta 20 y la diferencia se multiplica por 3. Hallar el nimero. Sol: 100.

(Cuadl es el nimero natural que aumentado en la mitad del precedente y en la tercera parte del
siguiente da 42? Sol: 23.

Obtener tres numeros consecutivos, tales que 3 veces el tercero mas 2 veces el primero exceda
en 5 al triple del segundo. Sol: 1, 2, 3.

Hallar tres nimeros impares consecutivos tales que la suma de los dos ultimos sea 72.
Sol: 33, 35, 37.

Encontrar tres nimeros naturales consecutivos tales que su suma sea 48. Sol: 15, 16, 17.
(Cual es el nimero cuyos 5/3 y 7/6 difieren en 150? Sol: 300.

(Qué niimero hay que afiadir a los dos términos de la fraccion 5/13 para que valga 3/5? Sol: 7.

(Qué numero hay que afiadir a los dos términos de la fraccion 23/40 para que esta valga 2/3?
Sol: 11.

Se han consumido las 4/5 partes de un bidon de aceite. Se reponen 30 litros quedando lleno
hasta la mitad. Se pide la capacidad del bidon. Sol: 100 L.

Una fraccion es equivalente a 5/6; si sumamos 4 a sus dos términos, resulta una fraccion
equivalente a 7/8. Hallar la fraccion. Sol: 10/12.

En una fraccion el denominador tiene 3 unidades mas que el numerador. Si se suman 2 unidades

al numerador, el valor de la fraccion serd igual a 3/2. ;Cual es esta fraccion?
Sol: 13/10.

Anadiendo 7 unidades al doble de un numero mas los 3/2 del mismo da por resultado el
séxtuplo de dicho nimero menos 23. ;Cual es ese numero? Sol: 12.

Hallar un nimero tal que el triple de la diferencia de dicho nimero con 5 sea igual al doble de la
suma de dicho ntimero con 3. Sol: 21.

El triple de un ntimero es igual al quintuplo del mismo menos 28. ;Cuél es este nimero?
Sol: 14.

Hallar un nimero que sumando su mitad, tercera parte, cuarta parte y 45 de por suma 448.
Sol: 372.
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Preguntado un hombre por su edad, contesta: si al doble de mi edad se le quitan 20 afios se
obtiene lo que me falta para llegar a 100. ;Cual es la edad de dicha persona? Sol: 40 afios.

(Cuéntos dias de vacaciones ha tenido una familia si ha pasado la tercera parte de sus
vacaciones en la playa, la mitad del resto en el campo y 6 dias en casa? Sol: 24 dias.

Un rebafio de ovejas crece cada ano en 1/3 de su nimero, y al final de cada afo se venden 10.
Después de vender las 10 del final del segundo ano quedan 190 ovejas. ;Cuéntas habia al
principio? Sol: 120.

En un quiosco de periddicos se venden de un determinado semanario los 2/5 del ntimero de
ejemplares en la mafiana. Al mediodia el encargado adquiere 10 ejemplares mas. Vende durante
la tarde 3/4 de las nuevas existencias y se queda con 10 ejemplares. ;Cuantos ejemplares tenia al
principio de la jornada? Sol: 50.

Un hombre se contrata por 30 dias a 50 € incluyendo alimentacion por cada dia de trabajo. En
los dias que no trabaje abonard 5 € por la alimentacion. Al final de los 30 dias recibe 950 €.
(Cuantos dias trabajo? Sol: 20 dias.

El perimetro de un triangulo isosceles es 50 cm. Cada uno de los lados iguales es 10 cm mayor
que la base. ;Cuanto vale cada lado? Sol: 10, 20, 20.

Un poste tiene bajo tierra 1/4 de su longitud, 1/3 del resto sumergido en agua, y la parte
emergente mide 6 m. Halla la longitud del poste. Sol: 12 m.

Hallar la longitud de un poste que tiene bajo tierra 1/5 de su longitud, 1/4 del resto sumergido en
agua, y la parte que emerge mide 12 metros. Sol: 20 m.

Halla los lados de un triangulo is6sceles de 60 cm de perimetro sabiendo que la razoén de uno de
los lados iguales a la base es de 5/2. Sol: 10, 25, 25.

De un depdsito lleno de agua se saca la mitad de contenido y después un tercio del resto,
quedando en ¢l 100 L. Calcula la capacidad del deposito. Sol: 300 L.

Después de gastar el 15% del depdsito de gasolina de un coche quedan 42.5 1. ;Cuadl es la
capacidad del deposito? Sol: 50 L.

Tenia muchas monedas de 1 céntimo y las he cambiado por monedas de 5 céntimos. Ahora
tengo la misma cantidad pero 60 monedas menos. ;Cuanto dinero tengo? Sol: 75 céntimos.

Un padre tiene 35 afios y su hijo 15. ;Cuantos afios hace que la edad del padre era el triple que
la edad del hijo? Sol: 5 afios.

Un sefor tiene 39 afos y su hijo 9 afios. ;Dentro de cuantos afos la edad del padre sera triple
que la del hijo? Sol: 6 anos.

Una sefiora tiene 52 afios y su hijo la mitad. ;Cuantos afios hace que la madre tenia 3 veces la
edad del hijo? Sol: 13 afos.

Un padre tiene 34 afos, y las edades de sus tres hijos suman 22 afios. ;Dentro de cuantos anos
las edades de los hijos sumaran como la edad del padre? Sol: 6 anos.
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Preguntado un padre por la edad de su hijo contesta: "Si del doble de los afios que tiene se le
quitan el doble de los que tenia hace 6 afos se tendra su edad actual". Halla la edad del hijo en el
momento actual. Sol: 12 afios.

Hallese la edad de una persona, sabiendo que si se afiade 7 a la cuarta parte de su edad es lo
mismo que si se le quita 3 a los 2/3 de su edad. Sol: 24 afios.

En la fiesta de un amigo se han repartido entre los 20 asistentes el mismo nimero de
monedas. Como a ultima hora ha acudido un chico mas nos han dado a todos 1 moneda
menos y han sobrado 17. ;Cuantas monedas para repartia se tenia? Sol: 80 monedas.

Un hombre recibe una paga de 2480 €. Si hubiera trabajado 5 dias méas y hubiera recibido 7 €
menos cada dia habria cobrado 2475 €. ;Cuantos dias trabajo? Sol: 40 dias.

Cuantos litros de un liquido que tiene 74% de alcohol se debe mezclar con 5 litros de otro
que tiene 90% de alcohol, si se desea obtener una mezcla de 84% de alcohol? Sol: 3 L.

Una fuente llena un depdsito en 10 horas y otra en 15 horas. ;Qué tardarian en llenarlo manando
juntas ambas fuentes? Sol: 6 horas.

Un deposito se llena por un grifo en 8 horas y por otro en 2 horas. ;Cuanto tardara en llenarse
abriendo los dos grifos a la vez? Sol: En una hora y 36 minutos.

Un grifo llena un depdsito en 2 horas, y otro grifo lo llena en 3 horas. ;Cuénto tardara en
llenarse el deposito si se abren ambos grifos a la vez? Sol: 1 h'y 12 min.

Un grifo puede llenar un deposito en 10 minutos, otro grifo en 20 minutos y un desagiie puede
vaciarlo, estando lleno, en 15 minutos. ;En cuanto tiempo se llenara el deposito si estando vacio
y abierto el desagiie se abren los dos grifos? Sol: 12 min.

Manando juntos dos grifos llenan un depoésito en 4 horas. ;Cuanto tardaran en llenarlo cada uno
separadamente si el primer grifo invierte doble tiempo que el segundo? Sol: 12 h, 6 h.

Un grifo A llena un deposito de agua en 4 horas y otro grifo B lo llena en 6 horas. El deposito
tiene un desaglie que lo vacia en 12 horas estando los grifos cerrados.;Cuanto tiempo
tardaran los dos grifos en llenar el deposito estando el desagiie abierto? Sol: 3 horas.

Dos grifos alimentan simultdneamente un depdsito tardando 24 horas en llenarlo. Si se
abriera cada grifo por separado el primero tardaria 2 horas menos que el segundo. ;Cuanto
tiempo tardaria cada uno de ellos en llenarlo de manera independiente? Sol: 6 y 4 horas.

En unas pruebas son eliminados en el gjercicio escrito el 20% de los alumnos presentados, y en
el siguiente, el oral, la cuarta parte de los que quedaron. Aprobaron los ejercicios 120 alumnos.
(Cuantos alumnos se presentaron?, y /cual es el tanto por ciento de aprobados? Sol: 200, 60%.
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Problemas de proporcionalidad directa.
Una maquina embotelladora ha llenado 135 botellas en 15 minutos. ;Cuantas botellas
llenara en hora y media? Sol: 810 botellas.

He recorrido 720 km en 9 horas, a una velocidad media de 80 km/h. ;Cuanto habria
tardado si la velocidad hubiese sido de 60 km/h? Sol: 6.75 horas.

Por 3.5 kg de chirimoyas he pagado 6.3 €. ;Cuanto pagaré por cinco kilos? Sol: 9 €.
Si 4 entradas para el cine han costado 15.2 €, ;cuanto costaran 5 entradas? Sol: 19 €.

El precio de un espejo de 0.3 m de ancho y 0.24 m de largo es de 90 €. ;Qué anchura
tendra un espejo del mismo material de 0.36 m de largo que costd 126 €? Sol: 0.28 m.

Un corredor ha dado 8 vueltas a la pista en 12 min. ;Cuantas vueltas dara, si mantiene
el mismo ritmo, en 18 min? Sol: 12 vueltas.

Una poblacién ha consumido 20000 m® de agua en 5 meses. ;Cuantos metros cubicos
consumira en un ano? Sol: 48000.

Un tren ha recorrido 240 km en tres horas. Si mantiene la misma velocidad, ;cudntos
kilometros recorrera en las proximas dos horas? Sol: 160 km.

Problemas de proporcionalidad inversa.

Con 15 kg de alimentos se alimentan 5 personas durante 12 dias. ;Durante cuantos
dias se alimentaran 6 personas con los mismos alimentos? Sol: 10 dias.

Seis personas efectian un trabajo en 10 dias. {Cudnto tardaran 8 personas en hacer el
mismo trabajo? Sol: 7.5 dias.

Sabiendo que dispongo de una determinada cantidad de dinero y que con ella puedo
comprar 6 prendas a 4000 € cada una. ;Cuantas prendas podria comprar si me
costaran a 3000 € cada una? Sol: 8 prendas.

Un ganadero tiene 20 vacas y dispone de pienso para alimentarlas durante 60 dias. Si
tuviera 120 vacas ¢para cuantos dias tendria pienso? Sol: 10 dias.

Ocho obreros construyen una pared en 9 dias. ;Cuanto tardarian en hacerlo 6 obreros?
Sol: 12 dias.

Cuatro palas excavadoras hacen un trabajo de movimiento de tierras en 14 dias.
(Cuanto se tarda en hacer ese mismo trabajo si se dispusiera de 7 palas excavadoras?

Sol: 8 dias.

Un coche tarda 3 h en recorrer un trayecto yendo a una velocidad de 90 km/h.
(Cuanto tardara en recorrer el mismo trayecto a 120 km/h. Sol: 2.25 h.

Un coche, a 90 km/h, hace un recorrido en 5 horas. ;Cuanto tiempo ganaria si
aumentara su velocidad en 10 km/h? Sol: 4.5 h.
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Problemas de porcentajes.
Calcula el 35 % de 2.580. Sol: 903.

(Cuanto costara un articulo de 6700 € que sube un 12 %? Sol: 7504 €.
En una clase de 30 alumnos hoy han faltado 6. ;Cual es el % de ausencias? Sol: 20 %.

Si en un establecimiento me rebajan el 15 %, y pago por un objeto 255 €, ;cudl era el
precio del articulo sin la rebaja? Sol: 300 €.

A una persona le retienen de su sueldo un 12%. Si cobra mensualmente 836 €. ;Cual
sera el sueldo bruto? Sol: 950 €.

Después de haber sido aumentado su valor en un 40 % el precio de una nevera es de
301 €. ;Cual era su valor inicial? Sol: 215 €.

El precio de varios articulos sin IVA es de 25 € y 17.6 €. Averigua cudl es el precio final
sabiendo que con el IVA suben un 16 %. Sol: 29 €; 20.42 €.

Al cabo de varios afios, se ha multiplicado por 2.23 el precio de una mercancia. ;Cual ha
sido el aumento expresado en %? Sol: 123%.

Un campesino posee 110 hectareas de monte y decide plantar un 20% con pinos, un 25%
de abetos, un 35% de roble y el resto de castanos, teniendo en cuenta que un 5% lo tuvo
que dedicar a caminos, calcula:
a) (Qué superficie plant6 de cada tipo de arboles?
b) (Qué porcentaje plantd de castafios?
Sol: a) 22 Ha de pinos, 27.5 Ha de abetos, 38.5 Ha de roble y 16.5 Ha de castafios.
b) El 15%.

En un colegio de 1.500 alumnos el 40% son chicas y el resto chicos. ;{Qué porcentaje de
chicos hay? ;Cuantas chicas hay? ;Y chicos?. Sol: 60%; 600 chicas, 900 chicos.

El 20% de los alumnos de 1° de BAC hicieron mal un examen. Si el grupo esta formado
por 45 alumnos. ;Cuantos lo hicieron bien? Sol: 36.

Al comprar una bicicleta que costaba 50 euros me hacen un descuento del 8%. ;Cuanto
dinero me rebajaron? ;Cuanto tengo que pagar?. Sol: Rebajan 4 euros; Pagar 46 euros.

Por una factura de 800 € nos cobran 640 €. ;Qué tanto por ciento de descuento nos han
hecho? Sol: 20 %.

A una persona le retienen de su sueldo un 12 %. Si cobra mensualmente 836 €. ;Cual
sera el sueldo bruto? Sol: 950 €.

En un centro de 800 alumnos aprueban el curso en Junio 400 y en Septiembre 200.
Calcula el porcentaje de aprobados en Junio, Septiembre y el total en el curso.
Sol: 50% en Junio; 25% en Septiembre; 75% en total.
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Problemas de proporcionalidad compuesta.

Con 15 kg de alimentos se alimentan 5 personas durante 7 dias. ;Durante cuantos dias
se alimentaran 6 personas con 20 kg de alimentos? Sol: 7.77 dias.

Seis personas hacen 20 m de muro en 10 dias. ;Cudnto tardaran 8 personas en hacer
32 m de muro? Sol: 12 dias.

Sabiendo que dispongo de 240 € y que con ellas puedo comprar 6 prendas a 40 € cada
una. ;Cuantas prendas podria comprar con 360 € si me costaran a 30 € cada una?
Sol: 12 prendas.

Por enviar un paquete de 5 kg de peso a una poblacion que esta a 60 km de distancia,
una empresa de transporte me ha cobrado 9 €. ;Cuanto me costara enviar un paquete
de 15 kg a 200 km de distancia? Sol: 90 €.

Una cuadrilla de 8 mineros abren una galeria de 120 m de longitud en 12 dias. Si otra
cuadrilla tiene 16 mineros, ;cuantos metros de galerias abriran en 29 dias? Sol: 580.

Si 30 maquinas fabrican 5000 m de tejido en 20 dias, ;cuantas maquinas, iguales a las
anteriores, sera preciso poner en marcha para producir 7000 m en 14 dias? Sol: 60.

Un deposito de 500 L es llenado por un grifo de 5 cm® de seccion en 12 horas.
;Cuanto tiempo tardara en llenarse un deposito de 750 L por un grifo de 8 cm?® de
seccion? Sol: Tardara 11 horas y 15 minutos.

Una instalacion de alumbrado consta de 16 focos que funcionan 12 horas diarias
durante 15 dias, esto significa un consumo 4.2 kw/h. ;Cuanto consumirdn 28 focos
funcionando 14 horas diarias durante tres semanas? Sol: 12.005 kw/h.

En una residencia con 30 estudiantes, se gastan 18 000 € en 25 dias. ;Cudnto gastarian
42 estudiantes en 34 dias, viviendo en idénticas condiciones? Sol: 34272 €.

La alimentacion de 12 animales durante 8 dias cuesta 8000 €. ;Cual seria el costo de
alimentacion de 15 animales en 5 dias? Sol: 6250 €.

Si con 300 kg de algodon pueden trabajar 8 telares durante 2 dias, a razén de 6 horas
diarias, ;cudntos kilogramos necesitaran 15 telares para trabajar 5 dias, a razén de 10
horas diarias? Sol: 2343.75 kg.

Veinticinco farolas originan un gasto de 6000 € al mes, estando encendidas 6 horas
diarias. ;Qué gasto originarian 5 farolas en 45 dias, encendidas durante 8 horas
diarias? Sol: 2400 €.

Una persona desea hacer el Camino de Santiago a pie, para ello caminard 600 km en
25 dias andando 4 horas por dia. Si marcha 5 horas por dia, ;cuantos kildmetros
recorrera en 15 dias? Sol: 450 km.

Una fabrica de muebles tarda 10 dias con 6 carpinteros en hacer 30 armarios. Si tienen
20 dias de plazo para entregar los 250 armarios de un hotel, ;cuantos carpinteros
necesitan? Sol: 25 carpinteros.
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Ejercicios v problemas de ecuaciones de segundo grado.
Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)3x°—27=0 b)2x* —4x=0 ) x =16 d) 9x* =4

e) 6—2x/3=0 f) 2x*—32=0 2)25%-9=0 h) 6x*—2x=0
Sol: a) £3; b) 0, 2; ¢) +4; d) £2/3; ¢) £3; f) +4; g) £3/5; h) 0, 1/3.

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)(X—2)(x-3)=0 b)x-(2x—4)=0 c)(x+1)@2x-1)=0
d) (x—2)*=0 e) 72X — 6)(x +3) =0 ) (x—4)(x+3)=0
Sol: a)2,3;b)0,2;¢c)-1, 1/2; d) 2; ) £3; ) 4, 3.

Mediante la siguiente formula:

~b++b* - 4ac

ax’> +bx+c=0-— x=

2a
Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado:
a) X' —TIx+12=0 b) x> —9x +18=0 )X —5x+6=0
d)x*+8x+15=0 Q)X —6x—27=0 HX—6x+9=0
g) x> +6x=-9 h) 4x* + 4x =3 Nx*—9x+14=0
NXr—6x+8=0 k) 2 +10x—48 =0 1) x* = x=20
m) x> =5x+6 n)2x* - 5x+3=0 fi) x>+ 10x +25=0
0) X* +9=10x p) 3x* — 39x + 108 =0 Q)2 -9x+9=0
1) 3x° +2x =8 $)4x*+12x+9=0 t) 5x* + 1 = 6x
u) 6x° + 1 =5x V) 6X — 6 = 5X W) 2¢+7x+6=0
X)X*=2x+3 y) 4x* + 3 = 8x )X —X+1/4=0

Sol:a)3,4;b)3,6;¢)2,3;d)-5,-3;¢)-3,9; ) 3; g -3, h) 1/2,-3/2;1) 2, 7;j) 4, 2; k) 3,-8;
1)—4,5;m)6,-1;n)1,3/2;1)-5;0)1,9;p) 4,9; q) 3,3/2;1r)-2,4/3;5) -3/2; t) 1, 1/5;

u) 1/2, 1/3; v) -2/3,3/2; w) -2, -3/2 ; x) -1, 3; y) 1/2, 3/2; ) 1/2.

Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas y bictbicas:

X' =5 +4=0 b)x'+2x*—3=0 X9’ +8=0

d)x° =26’ —27=0 e) X' +2x* —8=0 X' —4x>=0

g) 4 —17x*+4=0 h)9x* =3 +4=0 Hxt—6x*—27=0

DX+ -8=0 K x*—2x*—8=0 DXxC+28x+27=0

Sol:a)+1,+2;b) £1;¢) 2, 1;d) -1, 3; e) £1; ) 0, £2; g) +2, +1/2; h) £1/3, £2; 1) +3;j) 1, -2;
k) £2; 1)1, -3.

(Cuantas soluciones reales y diferentes pueden tener las siguientes ecuaciones de segundo grado?:

)X —16=0 b)x*+16=0 )X +X—6=0

d)X*+x+4=0 e)X +2x+1=0 f)x*—6x+9=0

)X +Xx-2=0 h)x*+2x-3=0 ) x> +5x+10=0

Sol: a) dos; b) cero; ¢) dos; d) cero; e) una; f) una; g) dos; h) dos.

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado con denominadores:

2 -1 x-3 1

x* 3x+2 b) (x—3)2 - X1 oy €) = ——— =3x
) 1-2 -2 ) (x=37 == ) 3T
Ox il ss Xl X, g Xl 3ex_,

X 2X X+1 X X+1 x-1

—24 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas

www.juliweb.es www.academialasrozas.com
o) 3x—1—> = 1F3X hy x+4=2 iy x—2=2X23
X 4 X 3x
. 1 2 22X X2 5X
X+——=4 k) X —X=——— 2 427
) X+ ) N h5+2=7
m) x+2=3 n) x—2= 28 fy X329
X X 2 X X
6X X X 2 3x+10
0) 2Xx—-2=—--5 X(X+1D)—| x+=|=0 4=
) x-1 p) X(x+1) ( +2) q)3 X 3X
9(x-1 1 X-3 1
r) X+3=2X+1 s #=_ t) =——
x—1 3x* —2x-2 X 2(x=1) X

Sol: a) -2, -1;b) 4/3,7; ¢) 5/8, 0; d) —3/4,-1/2; ¢) -3, -1/2; ) -3, 0; g) 1,—4/3; h) £1; 1) 3, 1;
1) 3;k)—1/3,2/3;1)2,3; m) 1, 2; n) 4, 2; i) -2, 6; 0) —1/2, 3; p) 0, 1/2; q) -1, 4; r) £2;
s) 1/2,2/3;t) -1, 2.

7° Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado con denominadores:

X(x-3 2_
a) (x-3x-2)+ D (x-2p2 D e
) (x=3P X224 Box)(x=D) = (x=2> d) X3 43x-2—ax-2_3
3 X X X
8 2
e) 3x—;+(x—1)2=3(x—2)—(x—5) ﬂ%_xﬂzzx_(x_z)
g)L+3X+3X2—2=i+3X2 h) g XEE _dxvd 27X
X—1 x—1 3 3 X-3

Sol: a) 1,4;b)—2/3,4;¢c)-1,8/3;d) -5, 1;e) -2, 2; f) 1, 5/3; g) 5/3, 0; h) 2, 4.
8° Lasuma de un niimero y su cuadrado es 30. Hayalo. Sol: 5.

9° La suma de los cuadrados de dos niimeros consecutivos es 4141. ;Cuéles son esos numeros?
Sol: 45, 46.

10° Si de un numero se resta 3, y también se le anade 3, el producto de estos resultados es 72. Halla
el ntimero. Sol: 9.

11° Si se anade 49 al cuadrado de cierto nimero, la suma es igual al cuadrado de 11. ;Cual es el
numero? Sol: 9.

12° Si el lado de un cuadrado aumenta en 3 cm, su superficie aumenta en 81 cm”. Halla el lado del
cuadrado. Sol: 12.

13° Calcula el radio de un circulo sabiendo que si aumentamos el radio en 4 cm se cuadruplica su
area. Sol: R=4.

14° Hallar el perimetro de un cuadrado sabiendo que el area es 64 m®. Sol: 32 m.

15° Un campo rectangular tiene 80 m* de superficie y 2 metros de longitud mas que de anchura.
Halla las dimensiones. Sol: 8x10.
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Los lados de un tridngulo miden 5, 6 y 7 cm. Determina qué cantidad igual se debe restar a cada
uno para que resulte un triangulo rectangulo. Sol: 2.

La diagonal de un rectangulo mide 30 cm y las dimensiones de los lados son proporcionales a 3
y 4. Halla los lados. Sol: 18 y 24.

Las dimensiones de un ortoedro son proporcionales a 3, 4 y 5. Halla estas dimensiones sabiendo
que el volumen del ortoedro es 480 cm’. Sol: 6, 8, 10.

En un triangulo rectangulo el cateto mayor mide 3 m menos que la hipotenusa y 3 m mas que el
otro cateto. Hallar los lados y el area del triangulo. Sol: 12,9, 15; 54 m’.

Un lado de un rectdngulo mide 10 cm mas que el otro. Sabiendo que el area del rectangulo es de
200 cm?, hallar las dimensiones. Sol: 10x20.

Los lados de un tridngulo rectangulo tienen por medida en centimetros tres nimeros enteros
consecutivos. Halla dichos nimeros. Sol: 3,4y 5.

Un tridngulo rectangulo tiene de hipotenusa 10 cm. Hallar los catetos sabiendo que su diferencia
esde 2 cm. Sol: 8y 8.

En un recinto cuadrado de un parque hay una arboleda. Este recinto estd rodeado por un paseo de
5 m de ancho; el 4rea del paseo es 25 m* més grande que la del recinto cuadrado. Hallar el 4rea
de este cuadrado. Sol: 100 m”.

Una madre reparte entre sus hijos 24 monedas de euro en partes iguales. Si fuesen 2 hijos menos,
recibiria cada uno 2 monedas mas. ;Cuantos son los hijos? Sol: 6 hijos.

Varias personas viajan en un coche que han alquilado por 342 €. Pero se les agregan 3 personas

mas lo cual hace bajar en 19 € a lo que antes debia pagar cada persona. ;Cuantas personas iban
al principio en el coche? Sol: 6.
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Ejercicios y problemas de sistemas de ecuaciones lineales:

1° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

{x+y:2 {3x+2y:3 {2x+y 3
b)
2x—-y=1 —X+y=-1 —X+Yy=—
X=y=5 X+y= X— 3
‘] Mo Jne
2X+2y =2 2x-y=-1 - X+3y=-
4x-3y =5 X+y=1 X—y=3
o[ o )
X+5y=1 3x+2y=0 2X=2y=-2
o [3x+2y=5 X+y=7 S5x-6y=3
» o )|
TX+y=38 2x—-y =23 TX=2y=17
2X+y=9 3X+y=6 o |3x=y=-5
m) n) n)
X—y=3 2x -3y =-7 2x+y=0
5X+3y=— 12x-7y =3 4x+12y =-8
0 p) 9
3X+5y=-7 15x -3y =21 S5X-y=6
3x+5y=12 7X=3y=-5 2(x=3)=2y
r) s) t)
S5x+3y=4 5X+y=9 2X—-y=35
{5(X+2)=y {3X+y=5 {2x+y_
u) v) w)
2Xx+y=3 2(x+1) =2y 3(x=2y)=15
3x=3(y-1) 2(3x—2)=-5y X=2(4-Y)
X y) z)
2=2(12x-Y) 32x+3y) =12 y—-3=Xx-5
Sol:a)x=1,y =1;b)x=1,y =0;¢c)x=2,y =-1;d)x=3,y =-2;¢)x=0,y =1;
Dx=4y =1gx=2,y =1;h)x=-2,y =3;)x=1Ly =2;))x=1Yy =1;
kyx=10,y = 31)x=3,y=2 m)X=4,y =1;n)x=1,y =3;f)x=-1,y =2;
y =

O)X_l y _2 p)x 2a CI)X:LY:—lér)X:—lay:3;S)X:15y:4;
t)x=2,y ==L, ux=-1,y =5 v)x=1y =2, w)x=-1,y =-3;x)x=2,y =3;
y)X=-1,y =2;z)x=4,y =2.

2° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

x+3y X—6 b {3(x—2y+1):—3y ){4x—y:3(x—3+y)
c

x 1=2y+2x X+5y=2x+3y+3 3X+5y =-3x+2y
x+y 8 3(x—y)=2x+1 X+y=3
=3 e){4x—15y:—2x b AT A )
3 2
X-=3y=6 3x =06y X+2y=9
g){—JrZy 5 h){§=3_y i){3xlz2
2 2 4
3x+2y 0 2x—y_4 X+5y =2X
D%, 2y _ by x hi3x 59
2x+3y=4 ) 2

Sol: a)x 3y——2,b)x
X__3ay 69g)x
kKyx=-1,y =2;1)x

2;0)x=-1,y =2;d)x=2,y = 6e)x——5y——2;
Lhx=4y =2;i))x=1,y =4;j))x=2,y =-3
1.

Ly =
9,y =
5,y

b
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3° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

L X=Y X4y R
y 2 3 6 4
a) b) c)
LII 2X_3_y= %_lzﬂ
y+1 4 10 6 15
X =3y 2y 2x—-y =1
3IX——=4
3 5 y—6:X—1 3 5
3 2 X-y N2
& % 3_y_1 & X _ ! x—l—2
3 4 3+3y
xty-2__1
. X =2 3 :2—l X—y 3
Dy x+y K g 2x+y > h 3X+y-3 1
3X—2y=x-2 2x+3y=3 SXKty=S_
2y —X 11

Sol: a)x=3,y =2;b)x=2,y =4;¢c)x=3,y =-2;d)x=15,y =5;e)x=2,y =7,
Hx=3,y =5,g)x=6,y =4 h)x=3,y =2;))x=4,y =4;))x=2,y =3;
kyx=3,y =-1;)x=-1,y=5.

4° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones (se recomienda usar Gauss o reduccion):

X—y+2=0 3Ix-2y+4z=1 2X—-y+z=5
a) {X+2y+2z=7 b) s Xx—-y—-2z=0 C){3x—y—-z=2
X—y—2=-2 3Ix=2y—-z=1 2X+y+z=3
X+y+2z=3 X+y+z=2 4X-3y+2z2=-7
d)§3x-y+z=2 e) «3x+2y—-z=-1 f) 2x—-y+52=2
X—-2y—-2=-3 2X+5y+3z=3 X=y+z=-2
X+y-2z=-1 3IX—y+z=3 X-y+z2=0
g) 3Xx-y+z=-4 h) {2x+y—-z=2 1) <2x—-y+2z=1
2X+2y—z=1 X+y+z=3 X+2y—z=5
X—y+z=2 3IX—y+z=4 X—y+z=3
J)33x=2y—-z=3 k) x+y-z=0 1) 42x—y+2z=8
X+y-3z=0 X+2y+2z=-1 X+y+2z=8
X+y=1 3x+2y=1
m)<y+z=0 n) < Xx—-2y=3
X+z2=3 y—z=0
Sol:a)x=1,y=2,z=1;b)x=1,y=1,2=0;¢c)x=1,y=-1,2=2;d)x=2,y=3,2=-1;
e)x=1y=-1,z=2;)x=0,y=3,z=1; g9 x=-1,y=2,z=1;h)x=1,y=1,2=1;
Nx=2,y=1z=-1L;)x=2,y=1Lz=1;kx=1,y=-1,2=0; ) x=4,y=2,2=1;
m)x=2,y=-1,z=1;n)x=1y=-1,z=-1
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Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones (se recomienda usar Gauss o reduccion):

X+%:7 . %H_y%zzo
z 2 34 X-1 y+z
a +—=8 b) {X—-2y+2=6 ) —+—=2
)1y ) 4X=2y R
X, ¥y_z_ z
Z+—=5 3 2 4 x+y—:1
4
§+2y+z:2 ¥=y—l X+Yy=52
d)§ x+y-2z=1 e)s X+y—-z=1 f) %:yu

Sol:a)x=4,y=6,2=4;b)x=6,y=6,2=12;¢c)x=1,y=2,2=2;d)x=0,y=1,2=0;
e)x=3,y=4,2=6;)x=5,y=0,z=1.

Dos ntimeros suman 38. Si el primero le dividimos entre 3 y el segundo entre 4, los cocientes se
diferencian en 1. Halla el valor de dichos numeros. Sol: 18, 20.

Una pluma y su carga cuestan juntas 6 €. La pluma cuesta 4 € mas que la carga. ;Cuanto cuesta
la pluma y cuanto cuesta la carga? Sol: 5 € la pluma y 1 € la carga.

Reparte 140 € entre tres personas, de manera que la primera reciba 10 més que la segunda, y
ésta reciba 20 € mas que la tercera. Sol: 60, 50, 30.

Tres nimeros son tales que: el segundo mas 1/4 del primero suman 68; la mitad del tercero mas
3/4 del primero suman 64; y el tercero mas 1/4 del segundo suman 95. Obtener dichos numeros.
Sol: 32, 60, 80.

Halla tres mimeros naturales consecutivos sabiendo que la suma de la mitad del primero mas los
2/3 del segundo dan como resultado el tercero. Sol: 8, 9, 10.

La suma de dos nimeros es 16 y su diferencia 4. Hayalos. Sol: 10, 6.

La suma de las cifras de un nimero menor que 100 es 12. Si se permutan las cifras, el nuevo
numero supera al anterior en 18 unidades. Hallar el nimero. Sol: 57.

Divide 180 en dos sumandos de modo que al dividir la mayor sea el doble de la menor.
Sol: 120, 60.

Divide 33 en dos sumandos de tal forma que al sumar 2/5 del primero y 1/3 del segundo dé 12.
Sol: 15, 18.

La diferencia de dos numeros es 1/6. El triple del mayor menos el duplo del menor es 1. Halla
dichos niimeros. Sol: 2/3 y 1/2.

Un triangulo tiene 33 cm de perimetro y es semejante a otro cuyos lados son 2 cm, 4 cmy 5 cm.
(Cuales son las dimensiones del triangulo? Sol: 6, 12, 15.

Los angulos de un tridngulo son proporcionales a los nimeros 2, 2 y 4. Halla los valores de los
angulos. Sol: 45, 45, 90.
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Un triangulo es semejante a otro cuyos lados son 3, 4 y 6. Halla los lados sabiendo que su
perimetro es 48 cm. Sol: 12, 16, 20.

El 4rea de un campo rectangular es 240 dm’. La diagonal del campo mide 26 m. Halla sus
dimensiones. Sol: 10, 24.

Se han comprado 6 kg de azlicar y 3 kg de café por un coste total de 8.4 €. Sabiendo que 3 kg de
azucar mas 2 kg de café cuestan 4.8 €, hallar el precio del kilogramo de azlicar y el del café.
Sol: 0.8y 1.2 €.

Se mezcla una cierta cantidad de café, cuyo precio es de 34 € el kilo, con 80 kilos de otro
café cuyo precio es de 50 € el kilo, con el fin de obtener una mezcla que pueda venderse a 44
€ el kilo. Cuantos kilos de café de 34 € deben emplearse en la mezcla? Sol: 44 kg.

Un lingote de oro cuesta 12000 € y pesa 2 kg, un lingote de plata pesa kilo y medio y su coste
en el mercado es de 3000 €. Una corona de masa 1.5 kg se ha fabricado con una mezcla de
oro y plata y le ha costado al joyero 7000 €. Calcular la cantidad de oro en la misma.

Sol: 1 kg.

Se quieren mezclar vino de 60 € con otro de 35 €, de modo que resulte vino con un precio de
50 € el litro. ;{Cuantos litros de cada clase deben mezclarse para obtener 200 L de la mezcla?
Sol: 120 litros de 60 €/L y 80 litros de 35 €/L.

Tenemos la opcidon de comprar dos clases de una mercancia de precios diferentes. Disponemos
de 300 €. Si compro 10 kg de la primera clase podemos comprar 2 kg de la segunda, pero si
compramos 5 kg de la primera clase solamente podemos comprar 4 kg de la segunda. ;Cual es
el precio de cada una de las clases de dicha mercancia? Sol: 20 €/kg, 50 €/kg.

Se sabe que la Coca Cola de botella cuesta un euro por litro, y que una botella de ginebra 10
€ el litro. Un empresario desea producir cubatas de 1 € de valor y de cuarto de litro de
volumen. ;Qué cantidad de ginebra empleara? Sol: 0.075 L.

Un crucero tiene habitaciones dobles (2 camas) y sencillas (I cama). En total tiene 47
habitaciones y 79 camas. ;Cudantas habitaciones tiene de cada tipo?
Sol: 15 individuales y 32 dobles.

Mi padrino tiene 80 afios y me cont6 el otro dia que entre nietas y nietos suman 8 y que si les
diese 1000 ptas a cada nieta 'y 500 a cada nieto se gastaria 6500 ptas. ;Cuantos nietos y nietas
tiene mi padrino? Sol: 5 nietas y 3 nietos.

En un corral hay conejos y gallinas; en total, 25 cabezas y 80 patas. Calcula el nimero de
animales de cada clase. Sol: 15 conejos y 10 gallinas.

En una granja se crian gallinas y cerdos. Si se cuentan las cabezas son 50, y las patas son
134. ;Cuantos animales hay de cada clase? Sol: 17 cerdos y 33 gallinas.

En una lucha entre moscas y araias intervienen 42 cabezas y 276 patas. ;Cuantos luchadores
habia de cada clase? (Recuerda que una mosca tiene 6 patas y una arafia 8 patas).

Sol: 25 moscas y 17 arafas.

En la granja se han envasado 300 L de leche en 120 botellas de 2 y 5 L. ;Cuantas botellas de
cada clase se han usado? Sol: 100 botellas de 2 L y 20 botellas de 5 L.
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Tengo 30 monedas. Unas son de cinco céntimos y otras de un céntimo. ;Puedo tener en total
78 céntimos? Sol: Si.

En una bolsa hay 16 monedas con un valor de 220 ptas. Las monedas son de 5 y 25 ptas.
¢(Cuantas monedas hay de cada valor? Sol: 9 de 5 ptas y 7 de 25 ptas.

La madre de Ana tiene triple edad que ella, y dentro de 10 afios sélo tendra el doble de la que
entonces tenga su hija. ;Qué edad tiene cada una? Sol: 30, 10.

Juan tiene 3 afios mas que su hermano, y dentro de 3 afios la suma de sus edades sera de 29
afios. ;Qué edad tiene cada uno? Sol: 19, 13.

Hace 5 afios la edad de un padre era el triple de la de su hijo, y dentro de 5 afios sélo sera el
duplo. ;Cuales son las edades del padre y del hijo? Sol: El padre 35 y el hijo 15.

La suma de las edades de mi abuelo y mi hermano es de 56 afos. Si mi abuelo tiene 50 afios
mas que mi hermano, ;qué edades tienen cada uno? Sol: 53 el abuelo y 3 mi hermano.

La suma de las edades de 3 personas es de 112 afios. La mediana tiene 8 afios més que la joven,
y la mayor tiene tantos como las otras dos juntas. ;Qué edad tiene cada una? Sol:

El otro dia mi abuelo de 70 afos de edad quiso repartir entre sus nietos cierta cantidad de
dinero. Si nos daba 300 € a cada uno le sobraba 600 € y si no daba 500 € le faltaba 1000 €.
(Cuantos nietos tiene? ;Qué cantidad queria repartir? Sol: 8 nietos y 3.000 €.

Un empresario contrata un nimero de empleados por 660 €. Otro empresario contrata un
empleado mads, pero paga 5 € menos por cada uno de ellos y emplea la misma suma. Hallar el
namero de empleados y lo que gana cada uno. Sol: 11 empleados a 60 €.

Un frutero lleva al mercado 8 kg de manzanas, 10 de peras y 15 de naranjas, y lo vende todo ello
en 34 €. Otro lleva 10 kg de manzanas, 12 de peras y 10 de naranjas, cobrando por todo 31.6 €.
Un cliente compra 1 kg de cada clase de fruta y paga 2 €. ;A como estaban los precios de cada
clase de fruta aquel dia? Sol: 1 €/kg manzana, 0.8 €/kg pera, 1.2 €/kg naranja.

Entre dos clases hay 60 alumnos. Si el nimero de alumnos de una clase es el 5/7 de la otra,
(cuantos alumnos hay en cada clase? Sol: 35, 25.

Hallar la cantidad de vino que hay en dos vasijas, sabiendo que los 2/5 de la primera equivalen a
los 2/3 de la segunda y que la mitad de la primera contiene 5 I menos que la segunda.
Sol: 50, 30.

Se ha comprado un numero de objetos del mismo precio, por valor de 240 €. Si cada objeto
costase 4 € menos, por el mismo dinero habriamos comprado 10 objetos més. ;Cuantos objetos
se han comprado y cuanto ha costado cada uno? Sol: 20 objetos, 12 €.

Un obrero ha trabajado en dos obras durante 40 dias. En la primera cobra 50 € diarios, y en la

segunda 75 € diarios. Sabiendo que ha cobrado en total 2.375 €. ;Cuantos dias ha trabajado en
cada obra? Sol: 25, 15.
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Al iniciar una batalla, los efectivos de los dos ejércitos en contienda estaban en la razon de 7 a 9.
El ejército menor perdié 15000 hombres y el mayor 25000. La relacion de efectivos quedo, por
efecto de dichas bajas, en la de 11 a 13. Calcular el nimero inicial de soldados de cada ejército.
Sol: 90000 y 70000.

Un padre tiene 30 afos mas que su hijo, y dentro de 5 afios la edad del padre sera triple de la del
hijo. ;Qué edad tiene cada uno? Sol: 40, 10.

Sabemos que mi tio tiene 27 afios mas que su hijo y que dentro de 12 afios le doblara la edad.
(Cuantos afios tiene cada uno? Sol: Mi tio 42 y mi primo 15 afios.

Un bisabuelo le dijo a su bisnieta. "Hoy tu edad es 1/5 de la mia y hace 7 afios no era mas
que 1/7". ;Qué edad tienen el bisabuelo y la bisnieta? Sol: 105 el bisabuelo y 21 la bisnieta.

Juan y Roberto comentan: Juan: "Si yo te tomo 2 monedas, tendré tantas como tu"
Roberto: "Si, pero si yo te tomo 4, entonces tendré 4 veces mas que ti". ;Cuantas monedas
tienen cada uno? Sol: Juan tiene 8 monedas y Roberto 12 monedas.

En una reunion de chicas y chicos, el nimero de éstas excede en 26 al de aquellos. Después de
haber salido 12 chicos y 12 chicas, quedan doble de éstas que de aquéllos. Halla el nimero de
chicos y chicas que habia en la reunion. Sol: 32 chicas y 22 chicos.

Calcular el nimero de monedas que tiene cada uno de los amigos José, Luis e Ivan, sabiendo
que si Ivan diese 5 a José tendrian las mismas; si José diera 5 a Luis, éste tendria el cuadruple
que José; ademas se sabe que Luis tiene la tercera parte del nimero de monedas que poseen los
tres. Sol: 10, 15, 20.

Un granjero cuenta con un determinado nimero de jaulas para sus conejos. Si introduce 6
conejos en cada jaula quedan cuatro plazas libres en una jaula. Si introduce 5 conejos en cada

jaula quedan dos conejos libres. ;Cuantos conejos y jaulas hay? Sol: 6 jaulas y 32 conejos.

Un ntimero esta formado por dos cifras cuya suma es 9. El numero invertido es igual al nimero
dado mas 9 unidades. Hallese dicho niimero. Sol: 45.

Un namero consta de dos cifras cuya suma es 15. Si se toma la cuarta parte del nimero y se le
agregan 45 resulta el nimero invertido. ;Cual es ese nimero? Sol: 96.

Hallar una fraccion tal que si se afiade 1 al numerador se convierte en 1/3 y afiadiendo 1 a su
denominador sea igual a 1/4. Sol: 4/15.

Encontrar un quebrado tal que afiadiendo 7 a los términos de la fraccion de 5/7 y quitando 5 a
los términos de 1/2. Sol: 13/21.
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Ejercicios de ecuaciones irracionales.
1°  Resuelva las siguientes ecuaciones irracionales:

a) X+/x =30 b) VX +1=/X+9
) V7-3x—x=17 d) Vx+4 =3-x-1
e) 54X +3=2x f) 346X +1-5=2x
) VaAx+5-3x+1=1 h) V2x—1+x+4=6
i) \/\/Zx—1+\/x+4:6 J) 1+/Xx+1=x/3
1) V5 —2x = Jx D) VX—3 +/x+4 =ax+1
m) 2Vx+4 =+/5x+4 n) Vx* +3x+7=5
fi) —/X = x+1 0) V2X+5+6=3x+3
p) V3x-2-4=0 Q) V2x+1=x-1
3 6

= S) ——=—
1) V3x+10 =1+/3%+3 )\/; N
t)\/§+\/§:\/ﬁ u) /8X—4 =~/6X—5 +/2Xx+9

1 21

V) V2X—1++/2x+1 = W —J6x+1=23x
) 2x—-1 )\/6 +1

X) VX+6+VX+11=+/5-10x y) V9VI5—X =64/2%+3

Z) VX+6 +/x+1=7x+4
Sol: a) 25;b) 16; ¢) -3, —14; d) 13/9;¢) 9, 1/4; ) 8, 1/2; g) 5, 1; h) 5; 1) 221, j) 15, 0; k) 0, £3;
1) 12; m) 12;n) 3,-6 ;1) 1,4;0) 2/9,2;p) 6;q) 4,0;1) 2;5) 4; 1) 1,4;u) 5; v) 5/8;
w) 4/3; x)-2,3/7;y)—1;z) Xx=3.

2°  ;Qué niimero aumentado en 3 unidades su raiz cuadrada da 12? Sol: 81.
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Ejercicios de sistemas de ecuaciones no lineales.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

= :7 2 2:
x+y =25 b){Xer 0 X" +y =169
X+y 7 X'y:12 X+y:17

X+Yy= 2Xx+y=3
) {xy+2y=2 f){xzﬂﬂz
X +y =1184
. LI 22
X = X .
{9y mie Y i
2x+y =3 1.1, 324
X Yy Xy
Xy =28 X+ V2 = 5x+7y =61
h) Y netn
x> +y* =65 5x=9+y Xy =8
=11 2 2 _ — 2 2 _
m) {X+XY+Y n) X“+y +Xx-5y=24 ) X“+y +3x+y=20
Xy =06 X+y=7 X—y=2

Sol:a)x=3,y=4;x=4,y=3;b)x=3,y=4;,x=4,y=3;¢c)Xx=5,y=12; x=5,y=12;
d)x=20,y=28;x=-20,y=-28;e)x=0,y=1;x=-1,y=2;
HDx=y=1;x=7/5y=1/5;g)x=y=1;x=3/2,y=0;
h)yx=1/73,y=1/2;x=-1/2,y=-1/3; 1) x=1/2,y =2/3;
NXx=4,y=T,x=-4,y=-"T;x=7,y=4,x=-7,y=-4;
kyx=2,y=1;x=38/25,y=-7/5;) x=1,y =8, x=56/5,y = 5/7,
m)X=2,y=3;Xx=3,y=2;n)Xx=-1,y=8 x=5,y=2;n)x=3,y=1;x=-3,y=-5.

Resuelve el siguiente sistema por el método de reduccion y comprueba que tiene cuatro

soluciones:

X2 +y? =74
x> —3y? =23

Sol: x=7,y=45;x=-7,y =45,
Hallar dos niimeros naturales cuya diferencia es 8 y cuyo producto es 105. Sol: 7, 15.
Dos niimeros suman 52 y sus cuadrados 1354. Hallarlos. Sol: 25, 27.

La diferencia entre los cuadrados de dos numeros consecutivos es 17. ;Cuales son dichos
numeros? Sol: 8 y 9.

Dos niimeros suman 22 y la diferencia de sus cuadrados es 44. Halla estos nimeros. Sol: 10, 12.
Dos niimeros suman 65 y la diferencia de sus cuadrados es 325. Calculados. Sol: 30, 35.
Halla dos numeros sabiendo que su suma es 15 y la diferencia de sus cuadrados 15. Sol: 7, 8.

Halla dos nimeros cuya suma es 23 y su producto 130. Sol: 10, 13.
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Halla dos numeros consecutivos cuyo producto es 240. Sol: 15, 16.
Halla dos numeros cuya suma es 15 y la de sus cuadrados 117. Sol: 6, 9.
Halla dos numeros positivos cuya diferencia sea 3 y la suma de sus cuadrados 929. Sol: 20, 23.

La suma de los cuadrados de dos numeros positivos es 56. Hallar dichos numeros, sabiendo
ademas que el mayor excede al menor en 2. Sol: 15, 13.

Hallar dos nimeros sabiendo que la suma de los mismos es 9 y el producto de sus cuadrados es
400. Sol: 4y 5.

Descomponer el numero 15 en dos sumandos tales que el triple del cuadrado del primero y el
doble del segundo sume 255. Sol: 9, 6.

Descomponer el numero 10 en dos nimeros cuyo producto sea 24. Sol: 4, 6.
Halla dos numeros naturales cuya suma es 12 y la suma de sus cuadrados 80. Sol: 4, 8.
Descomponer el numero 15 en dos partes, cuyos cuadrados difieran en 45. Sol: 6, 9.

La suma de los cuadrados de dos niimeros positivos es 117, y la diferencia de sus cuadrados es
45. ;Cuales son los numeros? Sol: 6, 9.

Hallar un ntimero de dos cifras en que la cifra de las unidades sea igual al cuadrado de la cifra de
las decenas y la suma de las dos cifras sea 6. Sol: 24.

La suma de dos nimeros enteros positivos es 36. El producto del primero, aumentado en 3, por el
segundo aumentado en 2, es 408. ;Cuales son dichos nimeros? Sol: 21 y15 y también 14 y 22.

Para vallar una finca rectangular de 600 m* se han utilizado 100 m de cerca. Calcula las
dimensiones de la finca. Sol: 30x20.

Calcular las dimensiones de un rectangulo de 30 cm de perimetro y 54 cm® de érea. Sol: 6, 9.

La suma de las areas de dos cuadrados es 100 dm?’, y su diferencia es 28 dm”. Hallar los lados de
los cuadrados. Sol: 6y 8.

Un jardin de forma rectangular tiene 600 m” de superficie y su perimetro mide 100 m. ;Cuéles son
sus lados? Sol: 20, 30.

El perimetro de un tridangulo rectdngulo es de 56 m y la hipotenusa 25 m. Hallar los lados.
Sol: 7, 24.

Un cuadrado tiene 44 m” mas de area que otro, y éste dos metros menos de lado que el primero.
Hallar los lados de los dos cuadrados. Sol: 12, 10.

Calcular los tres lados de un triangulo rectangulo sabiendo que la suma de sus lados es 24 y que la
suma de sus cuadrados es 200. Sol: 6, 8, 10.
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Un cuadrado tiene 13 m* mas que otro y éste 1 m menos de lado que el primero. Halla los lados
de los cuadrados. Sol: 6, 7.

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo es 26 m, y la suma de los catetos es 34 m. Hallar los
catetos. Sol: 10, 24.

Uno de los lados de un rectangulo mide 2 cm mas que el otro. ;Cudles son las dimensiones si su
area es 15 cm®? Sol: 3x5.

Una habitacion de suelo rectangular tiene una superficie de 30 m? con un perimetro de 22 m.
Halla las dimensiones de la habitacion. Sol: 5x6.

Se tiene un lote de baldosas cuadradas. Si se forma con ellas un cuadrado de X baldosas por lado
sobran 8, y si se toman X + 1 baldosas por lado faltan 13. Hallar las baldosas del lote.
Sol: 108 baldosas.

Un rectangulo tiene una longitud de 30 cm y una anchura de 15 cm. ;Cuanto se debe anadir a la
anchura y quitar a la longitud para que su 4rea disminuya en 100 cm® y su perimetro no varie?
Sol: 5 cm.

La edad de mi tia, hoy es el cuadrado de la de su hija; pero dentro de nueve afos sera
solamente el triple. ;Qué edad tiene cada una? Sol: la tia 36 y la hija 6.

Hallar una fraccién cuyo valor no cambia afiadiendo 15 al numerador y 18 al denominador y
que se triplica cuando se afiade 55 al numerador y 6 al denominador. Sol: 20/24.

Al principio del curso la relacion del nimero de alumnos de dos colegios era 7/10. Habiéndose
retirado 50 alumnos del primer curso y 80 del segundo curso al fin de curso la relacion es 5/7.
(Cual fue el nimero de alumnos matriculados en cada colegio? Sol: 350/750.

Hallense las dimensiones de un rectdngulo sabiendo que si se afiaden 8 m a la base y 5 a la altura

la superficie aumenta 180 m®. Pero si se aumenta 3 m a la base y se quitan 4 m a la altura la
superficie disminuye 30 m”. Sol: La base mide 12 m y la altura 10 m.
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Ejercicios de inecuaciones:
Escribir en forma de intervalo las siguientes regiones:

C) —|—|—|—|—|—|—|—|—|—|—|—|—|—i-—|—|—|—|— d) } L|—|—|—|—|—|—|—|—
e) ——+— :_4 ; %—0— f) ———;E—n—|—|—|—|—g-————g—|—|—|—|—
g) —l—l—l—l—l—l—;%q—l—n—H—n—n—g-—l—— h) —D—l—l—l—l—l—l—l—._g 3 j: +——+

k) - =3 1 3 |) - -4 -3 ] 3 7

Sol: a) (—oo —3) ( )C) [4 oo)'d) (—oo 1]'e) (— ]f) (—oo,—6]u[0,5];
9) (o0, —2)U(6,0); h) (—o0,~8) U0, 5); i) [-6, —4) U (-1 1]U(5,8);
D) (-8,-4]v(37);K) [-6,-3)u(-3 1)u(L 3];
1) (—o0,—9]L[~6,-3) U (~3,0)L(0,3]L(7,%].
Resolver las siguientes inecuaciones expresando mediante intervalos los resultados:
a) 3x<15 b) 3x-9>0 c) 4x—20<0
d) 4x-8>3x-14 e) 3x+6>2x+12 f) 5x+3>2x+6
g) 10-3x<4x-4 h) 10x+24 <16x+12 i) -2x+3>-3x-1
j) 5(x+6)-5>-10 K)2(5-7x)>52 ) 3(2x—1)+1<-13-5x

Sol: ) (=0,5) ; b) (3, ) ; €) (=0, 5) ; d) (=6, ) ; €) (6, 0) ; f) (-3, 0) ; 9) (2, ) ;
h) (2, ) ; )[4, ®); j) (=7, ®0) ; k) (—e0, =3]; 1) (=e0, =)

Resolver las siguientes inecuaciones expresando los resultados mediante intervalos:

a)i>4x—7—8 b)2 oX— 1<26
10 10 2 3
0 3(4x—7)_123_x_£ d) 3x+5_5—2x£x—12
4 8 8 4 6 2 3
4-3x 2x-3_ 65 2 1 X 19 22X
e) — >—— f) =—x+=-=
3 4 13 3 6 3 18

Sol: a) (o0, 2) ; b) (—0,3); ¢)[0, ) ; d) (—o0, — 2] ; €) (=00, =5) ; ) (—o0,-2].

Resolver las siguientes inecuaciones:

a) x> —7x+10>0 b) x> -7x+6<0 C) X*—7x+12>0
d) —-2x*-10x—-8>0 e) X*—6x+9>0 f) 3x* +5x-2<0
g) —-8x<—-x*-15 h) 6x* >12x i) —27x < -12x°

j) 9x* —6x+1<0 k) x> +5x-14<0 ) (x—2)(x+1)>18
m) x*+3x-54<0 n) x> +3x-40>0 N) x> +9x+14>0

Sol: a)(—oo, 2)u(5, oo); b) (1, 6); C)(—oo, 3]u[4, oo); d)(—4, —1); e)R—{3} ;
f)[-2,1/3]; 9)[3,5]; h)(-e0, 0)u(2, 0);i)[0,9/4]; j){1/3}; k) (-7, 2);
|)(—oo, —4]u[5, oo); m)(—9, 6) ;' n) (—oo, —8)U(5, oo); f) (—oo, —7)U(—2, oo).
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5°  Resolver las siguientes inecuaciones:

) X250 by X350 0 X=3.0
X+3 X+1 X+1
d) 2X= 1>0 e)x+x>0 f 2)(;25_
X—2 X°—7x+10
" x2—5x+6ZO h) xj—4x+3£o ) x22—8x+7
x> —4x-5 X" +3X+2 x-—=3x-10
i) X ;2_)(1 8 >0 K) X —§’>(x—4>0 ) X X—2_x4 3 20
m)wgo n)wzo ﬁ)ﬂzo
Xx+10 X+8 X+5
Sol: a)( oo,—3)u( ) b)(—oo —l) [3 oo)'C)(—oo —1)U(3, oo);d)(O,—l];
e)(~1,0)U(2,0); f)[-5,2]; g) (—0, ~1) U[2, 3] U (5, @) ; h) (-2, ~1) U (1, 3);
i)(5,7)u(-2,1); j) (—o0, —2] U (-1 1)U[4, ) ; k) (-1,0)U(4, ©);
|)( —0, Z)U( -1, )u( ) (—oo,—lO) [—3, 7];n)[—11,—8]u[7,oo);
)[ -7, 5]u[11 )

6°  Resuelve, si se pudiese, los siguientes sistemas de inecuaciones:

2x—4>0 x-5>0 2—-x>0
a) b) c)
3x+12>0 X+8>0 1+x>0
2x+32>1 2X+3>1 H 2Xx+3<1
-X+2>-1 -X+2<-1 -X+6<3
) 3X—2<X h) 3x>4 i 10x+2<3x+10
d 6x—4>3-X X+3<10-x 2(x+3) > x
Xx+3>0 +1<0 x> —-4<0
) k) 1)
x> +x-2<0 +x>0 x*—2x-3>0
(x+1) ~X*+X+2>0 x> —2x—-8<0
>0
m) 3 X n) )y x-1 0
2(4x—3) <9x—2 2 il
Sol: @)(2,); b)(5,%); ¢) (-1 2); d[ 3]; €)(3, «); f) Sin solucién; g) Sin solucién;
h)[l 7/3] |)[ 68/7] j)( -2

1) K) (=0, —1); 1) [-2,-1]; m)[-4,-2)U(2,3);
n) (-1 0)u(2,»); A)[-2,-1)u(L 4].

7°  Resolver el siguiente sistema de inecuaciones:
~X*+X+2>0
X2 +4<(x+2)°
3X+5<x+7
Sol: [0,1).
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8°  Representa las siguientes regiones:

a) x—y<0 b) 2x+3y<1 C) X+2y=>2

d) 6x—-y>3 e) 3x—2y<2 f) x—-2y<3

g) 3x-y=>3 h) 4x-3y<-1 1) x-3y>-2

J) 2x+y>4 K) -x—y<2 ) x+5y>3

m) x-Y <4 n) 3x+Y >4 X Y< g
2 2 3 2
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9°  Representa las siguientes regiones:
X+y=>1 X+2y<2
a{ y b){ y
2x—-y =>4
2X+y<2
Xx=2y>1

b)

-------------------

____________

...........

10° Representa las siguientes regiones:

X+y=>1
X-y=>1 X—2y<2 <3
a)] y>0 b) {x+2y<3 0l ’°
x>0
x<4 y—-2x<3
X<4
Sol:
Q) [T b)
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Ejercicios de suma, resta, producto vy division de polinomios.
Opera:

a) 4x° -3x2+X° b) 7x—3x+2x ) 7x*—3x* +4x°
d) 7x—4x+2x e) 9x° —3x° —2%° f) 2x—5x+9x
) 4x* —5x-2x° h) x* +7x* —6x" i) 2x* +x* —5x*
j) 3x*=2x*-x* K) —2x*+5x° —4x° [) —x*—2x*+5x%°
m) X4_2_X4+X_4 n) 2x—%+5 ) 2_X3+X3_3_X3
2 3 2 3 2

Sol: a) 2x*; b) 6x;c) 8x%;d) 5x; €) 4x>; f) 6x;g) =3x>; h) 2x*: i) —2x*;j) 0; —x*;
m) 5x*/6;n) 11x/6; i) x*/6.

Reduce las siguientes expresiones:

a) 2x* —4+3x—-3x’ b) 3x —4x* —4—-5x+3x°
C) 6x—3x>—4—4x° +4x d) 7-3(x* -1 +2(x—3) —4x+ X
e) 2x° —3x® —2(x—x%) +4x - 2x° f) 3x* —3+4x-5+3%°

Sol:a) —x*+3x—4;b) —x*—2x—4;¢) —7x*+10x—4;d) -2x* —2x+4;€e) —x> +2X;
f) 6x° +4x-8.

Halla el polinomio que sumado a P(x) = 4x® —3x*+ 2x da como resultado:
a) 2x®—3x*—x+2 b) 3x*-3x°+1 ) 4x° +1 d) 2x* —3x* +5x -2
Sol: ) —2x% —3x+2-2x3-3x+2; b) —x* —2x+1; ¢) 3x* —2x+1;d) -2x* +3x-2.

Efectla y reduce:
a) (X* =3x+1)-(x+2) b) (2x*-3x*+2)(2x-1) ) (X*+x-2)(x*+1)
Sol:a) x*—x*=5x+2;b) 4x* —8x*+3x* +4x-2;¢) X" +x* —x*+x-2.

Efectla y reduce:

a) 2x°:3x—2x-X° b) 3x—2(7x-5) c) x2(3x—2)+3%°

d) 7x* —3x(-2x) +5x e) 4x(x—2)-3x(x-1) f) 6x(=3x%) —5x%(-2X)
Sol: a) 4x*; b) -11x+10; c) 6x° —2x*; d) 18x*; e) x* -5x; f) —-8x°.

Opera y reduce las siguientes expresiones:

a) 2x> —3x(2x* —=3x) + 2(x* — 2x) b) 3x(3—X) +4(x* —3x)
c) x> —3x(-5%) — x(x—3x) d) (x*=3x+2)-(3x-2)
e) (x—3)(x*-3x+1) f) (x=3):(-2x+3)

Sol: @) —6x° +13x* —4x; b) x*—3x;c) 18x*; d) 3x® —11x* +12x —4;
e) x®—6x*+10x-3;f) —2x*+9x-9.

Sean los polinomios:
P(x) =4x°-3x* +1 Q(x) =3x*—3x+2
Calcular:
a) P(x)—Q(x) b) 3P(x)+2Q(x) ) P(x)+Q(x) d) P(x)-Q(x)
Sol:a) P—Q =4x>-6x*+3x—-1;b) 3P +2Q =12x* —3x* —6X+7;
€) P+Q=4x>-3x+3;d) P-Q=12x>—21x* +17x> —3x* —3x+ 2.
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Sean los polinomios:

P(x)=x>—x*=3x+1 Q(x) =2x*-2x+1 R(X) = 2x* —6x> +6x—1
Calcular:
a) P(x)+Q(x) b) P(x)-Q(X) ¢) P(x)+Q(x)+R(x)
d) P(x)—Q(x)+R(x) e) 2:P(x) -3Q(x) f) P(x)-Q(x) - R(x)

9) Q(X)(2:P(x)-R(x)) h) P(x)+Q(x)—R(x) i) Q(X)-P(x)-R(x)

Sol: @) x®+x*=5x+2;b) x*=3x*—x;¢) 3x> =5x" + x+1; d) 3x> —9x* +5x—1;
e) 2x° —8x* —1; f) 2x° —4x* —5x> +13x* —11x+2; g) 8x* —32x> +34x* —18x+3;
h) —x® +7x* =11x+3; i) 4x® —20x" +30x°® + 6x> —66x" + 77x% —43x* +11x —1.

Haz las divisiones siguientes, calculando su cociente y su resto:

a) (X' =4 +4x*+2): (x> =x) b) (X° —4x® +4x* +4x-3):(x* -2)
C) (X°+3x* —2x* +5x+2): (x> —x+1)  d) (X" +3x*=3x* =3x+2):(x* -1)
) (x* —4x* +x*+3x° +x) 1 (xX* = x) f) (x*+2x*=5):(x*+3)

Sol: a) cociente: X* — 3x + 1, resto: X + 2 ; b) cociente: X° — 2x + 4, resto: 5;
¢) cociente: x? + 3x + 1, resto: 3x + 1; d) cociente: X* + 3x — 2, resto: 0;
e) cociente: x> — 3x + 1, resto: 2x; f) cociente: x* — 1, resto: —2.

En una divisién de polinomios, el divisor es 2x* — 3, el cociente x + 3y el resto x — 1. ; Cuél
es el dividendo? Sol: X3 + 6x* — 2x — 10.

Calcula el cociente y el resto en las divisiones siguientes mediante el método de Ruffini:

a) (X°—2x*=3x* +7x+1):(x-2) b) (x* —x®—2x*+x-1):(x+1)
) (2x* —3x* +4x-3):(x-1) d) (x*+3x* = x*—x+3):(x+3)
e) (—x* +4x>—-3x* —2x+7):(x-3) f) (xX°+x* = 2x* +4x-3): (x+2)

Sol: a) cociente: x* — 3x + 1, resto: 3; b) cociente: x° — 2x* + 1, resto: —2;
c) cociente: 2x° — x + 3, resto: 0; d) cociente: x> — X + 2, resto: —3;
e) cociente: = + X% — 2, resto: 1; f) cociente: x* — x* + 4, resto: —11.

Halla el resto de la division utilizando el teorema del resto:

a) (X°=2x*+x*-1):(x-2) b) (x*-3x+2):(x-1)

c) (2x* =3x* +x-1): (x+1) d) (—x*=3x*=3):(x+2)
e) (x*=2x*+x+3):(x=1) f) (2x* =3x* —=x+1):(x-3)
9) (x* =3x3+2x):(x-2) h) (3x* —2x®+3): (x+1)

Sol: a) 19; b) 0; ¢) -3; d) 5; €) 3; f) 133; g) —4; h) 8.

Halla "a" para que la siguiente divisién sea exacta:
(x> =3x*+ax*—4):(x-2)
Sol: a=-1.

Halla "a" para que la siguiente division tenga de resto 2:

(x® —4x° +5x* =5x° + 4x* + ax+2) : (x—1)
Sol: a=-1.
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Calcula el valor de k para que la division:
(2x* —6x° + kx* —=11): (x+1)
sea exacta. Sol: k = 3.

Halla el valor que debe tener m para que el resto de la division
(Zx3 +Xm® + x—4) (x—=2)
sea igual a 6. Sol: m = -2,
Calcula m para que el polinomio:
P(x) = 2x* + mx® +5x+ 2
sea divisible por (x + 1). Sol: m=5.

Ecuaciones pollnomlcas con raices enteras.

Teorema fundamental del Algebra:

Todo polinomio de grado n, con coeficientes reales o complejos, tiene exactamente n
raices, no forzosamente distintas, es decir contadas con su orden de multiplicidad.

Factorizacién de un polinomio:
Consiste en expresar el polinomio como un producto de binomios:

P(X)=a,X"+a, X" .+ax+ax+a, =a, (Xx—% )" (X=%,)" .. (x=x)"

Con
n+n,+..+n =n
Donde x;, X,,..., X, son las raices mencionadas por el teorema fundamental del algebra.

Formulas de Cardano-Vieta:

Son unas expresiones que nos permiten relacionar los coeficientes de un polinomio con sus
raices.
Formulas de Cardano-Vieta para grado 2:

p(z) = az-(x—xi)-(x—xz) = a2X2 +a,X+4a,

a4 __ & _y.
az (X1+X2) a2 X1X2

Formulas de Cardano-Vieta para grado 3:
P(2) = 83 (X—X)-(X—X,)-(X—X;) = 3,X° +a,X* +a,x +a,
a a

a2
—S=—(X + X, +X,) — = XXy F Xy X + XX — ==X X, X
33 X:L 2 3 33 X:L 2 2 73 Xl 3 33 Xl 2 73

Formulas de Cardano-Vieta para grado 4:

P(2) =8, (X =) (X = %) (X=X )(X = X,) = a,x* + a;X* + a8, X" +aX+3

8 7
= =—(X X, + X+ X,) —E = XXy XXy XXy Xy X + Xy X+ Xy X,
a4 4
& _ q _
a_ - _(X1'X2'X3 T XXy Xy + X Xy Xy + X2-X3-X4) g = XXy XXy
4
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Ejercicios:
1° Determina las raices de las siguientes ecuaciones:

a) x*—2x>-x+2=0 b) x*-3x*-x+3=0

d) x*—4x*+5x-2=0 e) x*-5x*+8x—4=0

g) xX*+2x*-4x-8=0 h) x*+3x*-4=0 i) x> +4x*—x-4=0

j) 2X°+4x*-10x-12=0 k) 2x*=x*—-25x-12=0 ) 3x* +6x*—45x-108=0

Sol:a)x=41,x=2;b)x=41,x=3;c) x=1(doble), x = 3; d) x =1 (doble), x = 2;
e) x=1,x=2(doble); f) x =-2, x = 2 (doble); g) x = 2, x = -2 (doble);
h)x=-1,x=-2(doble); ) x=2,x=-1,x=-4; ) x =2, x=-1, x = =3;
K)x=4,x=-3,x=-1/2; ) x =4, x=-3 (doble).

c) X*-5x*+7x-3=0
f) x*-2x*-4x+8=0

2° Determina las raices de las siguientes ecuaciones:

a) x'—2x*+1=0 b) x*+x*-3x*-x+2=0

C) X' +4x°*+3x* —4x—4=0 d) x* +6x*+13x* +12x+4=0

e) x* +9x® +30x° +44x+24=0 f) x* +5x* +2x* —20x-24=0

9) X' +x*-7x* - x+6=0 h) x*—x*-11x*+5x+30=0

i) 2x* +3x*—x=0 j) 3x*=2x*-13x* +8x+4=0

k) 7x* —28x° +21x* + 28x—-28=0 ) 2x* —13x* +27x* —23x+7=0

Sol: a) x = 1 (doble), x = -1 (doble); b) x = -2, x =-1, x = 1 (doble);

c) x =2 (doble), x =+1; d) x = -1 (doble), x = -2 (doble); e) x = -3, x = =2 (triple);
fyx=-2(doble),x=2, x=-3;g) x==%1,x=-3,x=2; h) x =3, x=-2, x:i\/g;
i) x ==1 (doble), x =1/2,x =0; ) x =1, x ==1/3, x = £2;
k) x =1 (doble), x = 2 (doble); I) x = 1 (triple), x = 7/2.

3° Factorice los siguientes polinomios:

AP(X)=x"—x*=—x*+x

) P(x)=x*-2x>-13x* +38x - 24

e) P(x) =x>=5x* +7x*-3x°

9) P(x) =3x"+6x*+6X* +6x+3 h) P(x) =x*+x* -~ 7x*—x+6

i) P(X)=x"+3x*+4x* +6x+4 j) P(x) =4x* -6x°+2x

Sol: a) (x = 1)%(x + 1)-x; b) (x + 3)-(x = 2)-3%; ¢) (X = 1)-(X + 4)-(x = 2)-(x = 3);

d) (¢ + 1)-(x = 2)-(x — 1); €) X*:(x = 1)*(x = 3); ) (x + 2)-(x ~ 3)-2x;
9) 3:(x + 1)%(¢ + 1); h) (x = 2)-(x = 1)-(x + 1)-(x + 3); i) (x + 1)-(x + 2)-( + 2);
j) 2 (x = 1)-(2x - 1).

b) P(x) =3x®+3x* —18x
d) P(x)=x*—3x>+3x* —3x+2
f) P(x) =2x>—2x* —12x

4°  Factorice los siguientes polinomios:

A)P(x)=x*+3x*-x-3

) P(x) = x* +4x®—6x*—36x—27
e) P(x)=x*-3x*-3x*+11x -6
9) P(x)=x®-7x*+15x-9

i) P(x)=x>-2x*—-15x+36

K) P(x) = Xx*+7x* +16x+12

m) P(x) = x*—2x*-5x+6

i) P(x) = x* —5x%+3x* +9x

b) P(x) = x* +3x* —9x— 27

d) P(x)=x*+3x*-4

f) P(x)=x*-3x°

h) P(x) = x* =13x +12

i) P(x)=x"+4x*—2x*-12x+9
) P(X)=x>+4x*+x—6

n) P(x)=x*—x*-2x

0) P(X) =x*+5x* +7x+3
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p) P(x)=x*+3x*—x-3 q) P(x)=x*-x*-9x+9
Sol: a) (x+1)-(x=1)-(x+3);b) (x=3)-(x+3)*;:¢) (x+1)(x=3)(x+3)*;d) (x—D(x+2);
e) (x+2)(x=3)(x-1)*; f) x*(x=3); g) (x-1)(x—-3)*; h) (x+4)(x-3)(x-1);
D) (x+4)(x=3)%;j) (x=-1)*(x+3)?; k) (x+3)(x+2)*; 1) (x=D)(x+2)(x+3);
m) (Xx+2)(x=3)(x=1); n) x(x+1)(x—2); A) x(x+D(x=3)%;0) (x+3)(x+1)*;
p) (X=D(x+1)(x+3);0q) (X-D)(x+3)(x-3).

4° Halla el maximo comdn divisor y el minimo comdn multiplo en cada caso:
a) P(X)=x*+2x+1y Q(x)=3x+3 b) P(x) = x*—2x* y Q(X) = x* — 4x
Sol: @) mem: 3-(x + 1)% med.:(x + 1); b) mem: X2 (x — 4) -(x + 4); mcd:(x — 2)-x.

5¢ Halla el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de:
f(x)=x*—x g(x)=x*-1 h(x) = x* —2x+1
Sol: mem: x-(x — 1)%(x + 1); med: (x — 1).

6° Halla el maximo comun divisor y el minimo comun maltiplo de:
f(X)=x>+3x"=x-3  g(X)=x*+3x*-9x-27 h(X)=x"+4x* —6x*-36x—27
Sol: mem: (x + 1) (x — 1)-(x — 3)-(x + 3)% med: (x + 3).

7° Halla el médximo comun divisor y el minimo comudn multiplo de:
fX)=x*+3x*-4  g(xX)=x"-3x*-3x*+11x-6  h(x)=x>-2x*-5x+6
Sol: mem: (x — 1)%(x + 2)%(x - 3); med: (x — 1)-(x + 2).

8° Halla el maximo comun divisor y el minimo comun maltiplo de:
f(X)=x*=7x*+15x-9  g(x)=x*-13x+12  h(x) =x*-2x*-15x+36
Sol: mem: (x — 3)%(x + 4)-(x — 1); med: (x - 3).

9° Halla el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de:
f(X)=x*+4x3—2x* —12x+9  g(X)=x*+7x*+16x+12 h(x)=x*+4x*+x—6
Sol: mem: (x — 1)%(x + 3)%(x + 2)% med: (x + 3).

10° Halla el maximo comun divisor y el minimo comun maltiplo de:
f(x)=x*-3x° g(x) = x> —x* - 2x h(x) = x* =5x° + 3x* +9x
Sol: mem: x%(x — 3)%(x + 1):(x — 2); mcd: x.

11° Halla el méximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de:
f(X)=x>+5x* +7x+3 g(x)=x*+3x*—x-3 h(x) = x* = x*—9x+9
Sol: ) mem: (x — 3)-(x + 3)-(x + 1)%(x — 1); mcd: (x + 3).

12° Halla el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de:

f(x)=3x>-3x*-24x+36  g(x)=4x>-28x+24 h(x)=2x"*+8x>-6x>—36x
Sol: mem: 12x-(x + 3)%(x — 1)-(x — 2)%; med: (x — 2)-(x + 3).
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Identidades notables.

Desarrolla los siguientes cuadrados notables:

a) (x+1)° b) (x—4)° 0) (x-3)° d) (x+3)°
e) (x-5)° f) (3x—2)° 9) (2x-3)° h) (3+2x)
i) (4x-2)° j) (3x—5)’ K) (3—4x)° 1) (2x—x*)
m) (3x+2)° n) (2x-1)° i) (x—y)° 0) (3—x2)
dE S IO

t) (2—;—3T u) [ +2xj2 V) (g—ZT w) (§+3sz

Sol: @) X* + 2x + 1; b) X* = 8x + 16; ¢) xX*— 6x + 9; d) X* + 6x + 9; €) X* — 10X + 25 ;
f) 92— 12x + 4 ; g) 42 = 12x + 9; h) 9 + 12x + 4x% i) 16x* — 16X + 4;
j) 9%2 = 30X + 25: k) 9 — 24x + 16x%; I) 4x% — 4% + x* m) 9%° + 12X + 4;
2 2

n) 4x% — 4x + 1; fi) x> = 2xy + y% 0) 9— 6x° + x*; p) X—+ﬁ+y—;q) 4x% -4+

3
2 2 2
r)x—+x3+x4;s) X3y 9y ) —4x+9;U) — +8—X+4x
4 4 4 16 9 3
X2 4 12x

V) ——2X+4; W) —+—+9x*.
4 25 5

Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia:
a) x> —6x+9 b) x> —4x+4 c) 4x° —12x+9 d) x*+8x+16
e) x*+10x+25 f) x* +12x+36 g) 9x* —12x+4 h) 4x* +8x + 4
2 1 2 1
i) X 1+3x+9 K) = —4+4x? ) x> —=x+= )9L_2 2
4 X 3 9 25 9

Sol: a) (x = 3)% b) (x— 2)%; ¢) (2x = 3); d) (x + 4)% €) (x + 5); ) (x + 6)* g) (3x - 2)7;

h) (2x - 2)% i) [§+3j2;k) G—zxj ) (X_EJZ m) (3_5X g}

Desarrolla los siguientes productos notables:
a) (2+x)(2-x) b) (x+3)(x-3)
2x-5)(2x+5) f) (a—3b)(a+3b)

) el
ol meey) (s

Sol: a) 4—x%; b)x -9;0) xz—az'd)g Ax%;e) Ax— 25,f) a®-9b*; g) x* -1;

h) X —x2: |)——x ) 4—— k)——x4 1) 4x2 —= m)%-b? n) X

x—a)(x+a)  d)(3-2x)(3+2x)
X +1H(x*=1)  h) (X =x)(x*+x

)
7 N\
N |~

|

>

N
S/~
N |-
+
>
N
N

— 46 -



40

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Expresa como el producto notable de suma por diferencia:

a) x> -y’ b) 4x* —9y® c) x*—25 d) 9x* -4

e) 25x° —16 f) 49-4x° g) x* -9 h) 4x* -16
Sol: a) (x—y)-(x +y); b) (2x—3y)(2x+3y); c) (x=5)-(x+5);d) (3x—2)-(3x+2);

€) (5x—4)-(5x+4); f) (7-2x)-(7+2x); 9) (X* +3}{x* =3); h) (2x* —4)(2x* +4).
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Ejercicios algebraicos de simplificaciones en fracciones.

10
48a
) —
72ab
121a‘cd’

e
) 1lac’d®

i
) 5abc?d?

m)
Sol:

2
a_
)3b

.. 3a
| —_—
) d

—36a*b*x

.. —15a°bc?d?
—18a*bc?x
a
b) -~
) 3b

. 3a
J)ﬂ

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

b) 25a’b 0 96m°n?
75ab? 32m*n?
4 ~6 4.2
f 7mn2 p7 9 12a’b°c
21m*np 3a’bc
. —12a%x 10ab?x*y?
J) —2 k) 3,2,,3
—28ax 15b°x“y°z
) 3a’b f) —12acx?
18a°b? 26a%c’x
3 3a’ 11a° n’
c) — f
) o d) 0’ e) r ) 3mp
2ax’ -10¢® c? 1
k | n) —
ooy Vo ™2 " bab

2° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

2

b+b? a’-b’ X=X
a) b) 5———=
a+ab a‘—2ab+b Xy — X
X2y —xy x> —9y? ax + by
2y f ATy
? x? -1 ) ax + 3ay 9) ax® +bxy
i 4a’p® —8a’h’ i) 35xz —49yz K) (a—h)?
| ORIV
12a%b* + 4a’b’ 7xX=9y a’ —b?
8a—16b 42 .. 14x+ 21y
m n —— n ———2
) 24 ) 18a+24b ) 50x + 75y
) a’+2ab+b’ m? —n? X* —5x+6
3a+3b m? +2mn+n’ x> —2X
Bxy’ —6xz” 2 —b)?
9 Xy XZ 0) (a+b)"—4ab V) (a—Db)" +4ab
3xy —3xz a-b a+b
Sol:
b a+b x—1
a) — b) —— C) — 2
) " ) b ) o1 d) x> +x+1
X—3y 1 a . 1-2a
- h) = iy ——
" a 9 X ) b ) 3b+a’b
K) a-b ) 2a m) a-2b n) 7
a+b 3b 3 3a+4b
3 a+b m-=n -3
0) = P —— q) =
4 3 m+n X
m-n
t) 2(y+2) u) a-b V) a+b w) 5

—48 -

15a°b?
Bab*
10a’bc
—bab
—20abc?
2ab?
38m°n‘r?
57m*n‘r

d)

h)

)
0)

g) 4ab  h) -2ac

) —6X r

0) —
13ac 3m

x¥ -1
x-=1
ax*—a’
bx? —a’b

2a’ +4ab

3ab + 6b?
27m-36n

36m—48n

a®-p

a® —b?
2m? —2n®
4m+4n

d)

h)

1)
0)

)

e) ﬂ
X+1

j) 5z

o [

n R

) 25

a’+ab+b’
a+b

s)



Julian Moreno Mestre
www.juliweb.es

Academia las Rozas

www.academialasrozas.com

3° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

12x%y —18xy°
10ax’y® —15ax’y®
XW + XZ — WY — Yz
WX + WY + ZX + yZ
) 2p—qr—2q+ pr

a)

d)

uv—3u+2v-6
uv—-5v-3u+15
—bd +ac+bc—-ad
ac+bd —ad —bc
uw —4u +3vw—12v

c)

f)

Xy —4y—5x+20
Xy —24+6Xx—-4y
km+7m+kn+7n

kn—4m—4n+km
i 6xz+14y+7xy +12z

pr+6p—qr-6q uw —4u — 5vw + 20V 7Xy +6xz-7y—-612
i 2ac —ad +10bc —5hd k)3jm+21jn—2km—14kn ) XZ + WX — yZ — Wy
. 2ac +ad +10bc + 5hd 3jm—-18 jn—2km+12kn Ax* —4y?
ac—bd —ad +bc ) 3p° -6pq+3q° .. C2+6Cc+8
2a% +4ab+2b? pr—p—qr+q c?+7c+10
d?-8d +15 X2+ Xy — XZ — Yz mp —mgq +np —nq
0)2— > q) 2 _gq2
d“-2d-15 X"+ XY+ XZ+ Yz 5p°-5¢q
(x* -1)(x* —2x+1) 5a’c +10abc +5b%c 8p® -16pg+8q°
r) 2 2 s) t) 2 2
x(x —1)—(x —1) 15ac +15bc 8p°-8q
ut—v* a’x—2ax+ X (m+n)® —4mn(m+n)
u v w
) u® —v? ) 2a° —6a’ +6a—2 ) m® —n®
Sol:
6 u+2 y-5 X-y a+b k+7
a) —— ure ¥z g XY atb  p L
) 5axy b) u->5 ) y+6 ) X+Yy €) a-b ) k-4
2+ u+3v N X+2 ., 2c—d m+7n Z+w
—_— h ) —— Kk
9) r+6 ) u->5v ) x—-1 ) 2c+d ) m-—6n 4(x+Y)
c—d 3(p-q) . C+4 d-3 X—1 m-+n
m fi 0) —— —
) 2(a+b) ) r-1 ) c+5 ) d+3 P) X+ 2 ) 5(p+0)
a+b pP—q X
- —_— ) — 22 \Y; -
r x-1 s) 5 ) - u) u?+v ) 26D W) m-n
4° QOperay simplifica:
LE b ﬂiﬁb 0 10a’b%c 2a’b 2xy4.5x3y
3a 5b° 4ab® 3xy 43> a’b’d 3a’h 7ab*
4
0 3z 17z -yt X'y ) 14a% 5xy° (4xy2) Xy
2x 19x° x'y® —x®y? 15xy® 7a’h 16(2x2y4)2 4
4 2 3
) [ o ny} ey () D)y (o) e
X3y2 YX2 (a3b4)5 (Xzy)S (xy1°)3 y—7X3 (Xzyz)—Z (X3y2)2
Sol:
2 X 5ab*c 10x*y® 51z° y!
a) — b) — c d e =
) 5b ) b ) d ) 21a’h® ) 38x* " X°
a X L1 . 1 1
= hy 2 i) — - k= 2,,2,7
9) y ) y ) . ) EyaD’ ) Xy ) x*y?z
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2 6ab (c+d _gj i”+9i+18 i’ +7i+10 0 t? —10t +16 t* 10t + 21
3c-d\ 4 3 i°+8i+15i°+11i+18 t>—0t+14 t>+2t-15
) n>+n-2 n-4 0 12-41-45 1°-16 6X+5 X+1
n—-2n-8 n-1 1> -5 -36 1> +101 + 25 3x+3 6x*—7x-10
a?-x?>a’+x° a-1 .1—4a2 N az—bz_c—d
a+x a-—-xXx 2a+1 ab-b 3c-3d a+b
i a’-4a*-9 a 0 (ax+b)? 3(a°x* ~b?)
a+3 a+2 a-3 ax—b  (ax+b)®
Sol:
ab i+6 t-8 1-4 1
a) — b) — c) — d) 1 e) —
) 2 ) i+9 ) t+5 ) ) I+5 " 3(x—2)
.. a+b
g)a’+x* h)l-2a i) = j)a’-2a K3
6° Operay simplifica:
3x . 2x 5a’b 2xy?
a) —i—5 b) 5ab: c) == 4x2y?
4y 5y? ) 2 ) Zap Y
) 35a° 14ab’ 0 3x°y* . 6x°y f a’b’c’ a’b’c’
18b° = 9b® 5ab? " 15ah? a*b’c " ab’c®
a a a+b 1 1
— = h) (a+b):—— —
9 b—c b ) (@+D) a-b a+b a’-b?
i a+b a’-b’ K x*—x 5x+5 N 6x> +9xy 12x%+18x%y
a-b a+b 3x—6 2x—4 a® a
Sol
15y 2C 1 5a 3ay 1
-7 by — c d) 2= e) —=
8 ) ) 14abx ap° ) 2 D a’b*c’
b ) . a+b 2x(x-1) 1
—_— h) a-b i)a-b — kK |
9 b-c ) ) L (a—b)? ) 15 ) 2xa’
7° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
X2 +8x+7 b) X*—X—-6 x? -1
x> +9x+14 x?—2x-3 X2 +8x+7
X2 +2x+1 0 X3 —2x% —x+2 X3 +3x% —4x—12
X% +3x% +3x+1 x> —7X+6 X*+4x*+x—6
0 X3 —2x%+x-2 x: -1 N X} —x*+4x—4
X3 —2x% —x+2 X +2x2 +2x+1 x}—2x%+4x-8
L X—6x*+9x—-4 23 —TxX* +7x-2 3x3—11x* +8x + 4
J) 3 2 k) 3 2 I) 3 2
X> —3X°—6X+8 4x° —9X° —X—6 2x°—3x°-12x+20
Sol:
2) X+1 b) X+ 2 &) x-1 d) 1 &) X+1 f) X—2
X+2 X+1 X+1 X+3 x-1
2 x—-1 . x=1 L X-=1 2x-1 3x+1
g Xl mXzZ= X HE= )
x* -1 X—2 X—2 X+2 4x+3 2X+5
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8° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
x* +10x° +35%% +50x + 24 b) X" —4x3 +6x* —4x+1
x* +8x% +17x% —2x—24 2x' =5x3 +3x° +x—1
x'—2x% +1 x* —10x® +37x* —60x + 36
C) d) 4 3 2
X" =5X"+7X°—5x+6

X* +3x% +Xx—3x-2
Sol:
X+1 x—1 x—1 X* —5X+6

a) — b c) ——
) x-1 ) 2X+1 ) X+2 d)

x?+1

9° Operay simplifica las siguientes expresiones algebraicas:
9+6x+x* 3x* -x° 142X+ X* 4x* —4x

) 9-x* 3x°+x° ) X -1 x+1
4x*-16 2x*—-8x+8 2x* +14x+20 X—5

2x—4 ~ x-2 X3 —50+2x% —25x  2x% —20x2 +50x
X% + X% —6X x*—9 x2-1 2x*-8x-10
0) X% + X X% +6x% +9x d) x*+2x+1 x—1
x> —5X+6 2X+2 X+1
X2 + X X2+ x—2 x*—4x*—7x+10
x?-3x-10 x*-4 a2—1_a2+1
¢) X} —2x* —4x+8 x5 f) a’+1 a’-1.[a'+1l a’-2a+l
X+2 6x—2x° a-1 a+l '\ a  (a-1)
3—X 2x? —4x a+l a-1

X —6x*+11x—6 x*+2x-3) [ xX*+x-2
) x? -9 x?—3x+2 ) | xX*+4x+4
2x% —2X ~ 3x2 +12x+12

3x* +3x—6 2X
Sol:a) 1;b) 1;¢) 1;d) 1;e) 1;f) 1; g) 1.

g

10° Demostrar que:

X a2+4ac+3ab+3c2+5bc+2b2:a+b+c
a’+2ac+ab—-3c*-5bc-2b> a-b-c
a’+ac+2ab+ad+bc+b*+bd  a+b
a’+2ac+ad+c?+cd—b>—bd a-b+c

a*—a’c? —2a’hc—2a’v’ +b’c? + 2b°%c+b*

a® —a’h—ab? —2abc—ac? + b + 2b%c +bhc?

acx +abc—bxz —abz —cxy —acy + xyz+ayz  z-cC
xyz+cxy—bxz—bcx+ayz+acy—abz—abc_z+c
x'+a’x®+x’—a'x—a’x-a’ _x+1

x* +bx® +a’x’ +a’bx? —a’x’ —a’bx—a‘x—a‘h  x+b

bxz +abx+xz’ +axz—abz—a’h-az’-a’z _ z+b

" ab?x+b?xz + axz + xz? —a’h? —ab’c—a’z—az® z+b?

2xz° +bxz +axz +abx—a’x+2z° +hz+az+ab—a®> 2z+b-a

2x72 —bxz +3axz —abx + a’x+2z° —bz+3az—ab+a’ 2z-b+a

C) +b

d)

€)

9)
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Ejercicios de introduccion a los logaritmos:
Calcular los valores de los siguientes logaritmos sin usar la calculadora:

a) log, 8 b) log, 9 c) log, 2 d) log,, 3
e) log, 0.2 f) log, 0.25 g) log,;16 h) log,,100

Sol: a) 3; b) 2; ¢) 0.5; d) 1/3; e) -1; f) —2; g) —4: h) -2.

Opera sin usar la calculadora:

a) log, 27 +1log,1 b) log, 25—-1log, 5 c) log, 64 +log,
d) log0.1-10g0.01 e) log5+1log 20 f) log2-1og0.2
Sol:a) 3;b) 1;¢)5;d)1;e)2;f) 1.

Opera sin usar la calculadora:
2) log 32 b) log3
log 2 log81
Sol: a) 5; b) 0.25; ¢) 2; d) 1.

c) (log,3)(log,4) d)

Sabiendo que:
log2=0.301 log3=0.477 log7=0.

64

log, 25
log, 5

845

Calcule sin usar la tecla log de la calculadora el valor de los siguientes logaritmos:
a) log8 b) log9 ¢) log5 d) log54

e) log75 f) log0.25 g) log(1/6) h) log(1/36)
i) log(1/98) j) log(2/3) k) l1og0.3 1) logl1.25

Sol: a) 0.903; b) 0.954; ¢) 0.699; d) 1.732; ) 1.875; f) —0.602; g) —0.778; h) —1.556;

i) —1.991; j) -0.176; k) -0.523; I) 0.097.

Conocidos los valores de los logaritmos Ina=0.6 y Inb=2.4, calcule:

a) Inva b) In%b c) InVab dNﬂ(i/Z—?J e) In[\!\/zjz

Sol: a) 0.3; b) 0.6; ¢) 1.5; d) 1/3; e) -2.5.

Halla:
3/64.28 \J33.9.31 0.01:3/100

a) log, b) log, ﬂ c) log| ————| d) log,
2*.J128 812.372 101.0.1

J642°\ 000107 e*e’ o (
e) logz[ o \/g} f) Iog( 10" J 9) ln(ezlezl ) log,

i) log{—ﬂ;"/ﬁ] j) l094[21fj§j

Sol: a) -5/2; b) -9/2; ¢) 2/3; d) -7/2; €) -1; f) -1; g) 13/2; h) 0; i) -1; j) 3/4.

—52 —
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Ejercicios de ecuaciones logaritmicas y exponenciales.
1°  Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log(2x) = -1 b) log x° =% ¢) log(3) = 2
d) log x =1 e) log x :g ) log(3x?) = -2
g) 5log(2x) = 20 h) Iog(zx5_4j =2 i) log(x+1)? = 2
J) 3log(5x) =-9 k) logx® =3 1) log, (X{j =2
m) |ogs(x%2j:1 ) log, (5%) =2 i) In(x+e)=1

Sol: a) 1/20; b) +4/10 ; c) 100/3; d) 1/10; €) 10~/10 ; f) +/3/30; g) 5000; h) 252;
i) 9, -11; j) 1/5000; k) 10; 1) 4; m) 7; n) 5; i) 0.

2°  Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log x+1og50 = log100 b) log x® =log 6+ 2log x

c) logx=1+1log(22—x) d) 2logx—log(x—16) =2

e) logx+1log20=3 f) 3log x + 2log x* = log128

g) 1-logx=2-2log x h) logx—log2=1+log(21-x)

i) log(7x+15)—log5=1 j) 2log x —log(x* —2x+6) =0

k) 2log x =log(10—3x) 1) log(2x—3)+1log(3x—2) =2—log 25
m) (x* —x+3)log(4) = log1-log 64 n) log8+ (x* —5x+7)log3 =log 24
fi) 2log(5x +4)—2log2 = log(x + 4) 0) log(35-x*) =3log(5-x)

p) 2log x =3+ log(x/10) q) log x+log(x+3) =2log(x+1)

r) log2+log (11— x*) = 2log(5 - x) s) log, (Iog2 (xz)) =2

) log, (x*)+log,10=log; x+log,50 u) log, v/x +log,(9x) — 5 = log, (x/3)
v) log(7—3x)—log(l—x) =log5 w) log(2x+16)—1log18 = log x

X) Iog(x+1):Iog(\/x—1)+log(\/x+4) y) log(x—1) +log(3x —5) = log(2x —3)

Sol: a) 20; b) 6; c) 20; d) 80, 20; e) 50; f) 2; g) 10; h) 20; i) 5; j) 3; k) 2; 1) 2;
m) No tiene solucion; n) 3, 2; fi) 0; 0) 3, 2; p) 100; q) 1; r) 1/3, 3; s) £+4; t) 5; u) 81;
v) -1; w) 1; x) 5; y) 2.

3° Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

2 —
2) log2+log(11-x ):2 b) log x = 2—log x
log(5 - X) log x
3
. log(35- )=3 Q) Iog5x+log5125:1
log(5 - X) log;x 2

Sol: a) 3, 1/3; b) 10, 1/100; ¢) 3, 2; d) 25, +/125.
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4°  Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) log, 27 =3 b) log, 20=1 c) 4log, 125=12
d) 6log, 27 =18 e) log,4+1log,8=5 f) log,3+log,9=3
g) log, 108+1log, 2=3 h) 4log, 2+3log,8=13 i) log,4+2log,32=7
Sol: a) 3; b) 20; ¢) 5; d) 3; e) 2; f) 3; g) 6; h) 2; i) 2.

5°  Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas:
) {Zlogx—5logy:—l ! {4Iogx—3|ogy:—l ){Iogx+logy3:5
c

3logx+2logy =8 log(xy) =5 log(x*/y*) =4
log(x2y) = 2 logx+logy=1 log x* —3logy =2
d) e) _ f) 2
log(x/y) =1 X—y=999/10 log(x/y“)=3
N {Iogx—logy=7 ) {Iogx+3logy:5 N 2log x> —log y* = 4
[
logx+logy =3 log(x*/y) =3 2log x+log y* =2
i x—y=15 9 log, x+log, y =5 N logx*—3logy =-1
log x+logy = 2 log, x* —log, y =1 log(xy?) =3
logx+logy=3 log x+logy=log2 .. [logx—logy=1
m) n 2 2 n) 2 2
logx—logy=1 X’ +y*=5 x“—y =11

Sol: a) x =100,y =10; b) x =100, y = 1000; ¢) x =100,y =10;d) x =10,y =1,
e) x =100,y = 1/10; f) x =10,y = 10 g) x = 10°, y = 107% h) x = 100, y = 10;
1)x=100,y=1;j) x=-5,y=-20; x=20,y=5; k) x=4,y=8; |) x=y = 10;
m)x=100,y=10;n)x=1,y=2;x=2,y=1; ) 10/3, -1/3.

6° Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 3 =9 b) 2* =128 ¢) 5 =125

d) 25* =50 e) 41 =16 f) 6% =216

g) 2" =4 h) 677 =216 i) 2 =1/8

j) 57 =1/25 K) 4 =2 ) 942 =1

m) 8X2+3X+2 -1 n) 2X+2 — 0.52X—l ﬁ) 3 a7—X — aZ

0) (43—X)2—X =1 p) (2/7)5 — 3_5X+l q) 1Ox2—11x+30 — (25)2
f) 32 = 3/9x271/4 s) 4*5*1 =1600 t) 3*1.2* =12

Sol:a)2;b) 7;¢) 3;d) 2;e) 1; 1) 1; g) 3/2; h) 3;1) +2; j) 2; k) ; 1) -=2; m) =2, -1; n) =1/3;
A) 1;0) 3, 2; p) =6; q) 7, 4; 1) 11/2, 1/2; s) 3; 1) 2.

7°  Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 5*+5t=30 b) 4 -52"+4=0 c) 77 -87"+1=0
d) 31 +3+3 =117 e) 32 _28.3* +3=0 f) 22*-32"14+8=0
g) 9°-3-6=0 h) 545 +51=31/5 i) 2*+2"* =3
L4t . b 6+

i 2X+2=128 k) 5 —5H—24=o |)627:1

Sol:a)2;b)2,0;¢)-1,-2;d)3;e)-2,1;f)2,1,9) 1,h)0;i) 1, 0;j) 11; k) 2; ) -1, 0.
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89 Calcula el valor de x:
a) 2°=3 b) 4 =7 c) 3 =12 d 77%2=2
Sol: a) 1.585; b) 0.4037; c) 1.2616; d) 2.3562.

9°  Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas:
32" -47 =-172 41 -6 =40 3+2) =
a) b) c)
7-2°+ 27 =154 24" -6 =-88

3x+l y+2

2.3 _5Y¥*2 = _2639 5y = 253 5* <1_6Y =339
d) e) f) L
4.3 +5Y =449 5*Y =25 2:6Y" =807
a*y =a’ 8Y.2%* =128 3%y _ w/
g) X—y 2 h) 2y nx-1 I)
a*V=a 3.3t =27 32%+Y _ 3
. [ 32°-23"=-6 32*-53'=3 2X 3yt =
) X y k) X+1 y+1 I) X+1 y
4.2 -33 =-11 2% 4 3¥t =59 2% 183V =712
2.3 +2Y3 =86 2542 =32
m) n)
3 -2"=23 577 =1

Sol:a)x=3,y=2;b)x=y=3;¢c)x=3,y=2;d)x=y=4;e)x=4,y=2;
Hx=3,y=2;0)x=3,y=1,h)x==70,y=49; i) x=6/5,y =-7/5;])) x =y = 2;
Kyx=y=4;)x=5,y=4,m)x=3,y=2;n)x=1,y=2.
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Ejercicios de semejanza de triangulos:
1° Calcular a, b y ¢ en la figura:

b

c 12m
Sol:a=13m,b=7.8m,c=7.2 m.

2° Hallar x e y en el dibujo siguiente:

18 cm
12 cmn

Sol: x=9,y=28.

3° Tenemos un pozo cuadrado de anchura es 1.2 m. Un observador cuyos
ojos estan a 1.7 m de alto, observa a 0.4 m del borde, el borde de la pared
que da con el fondo del pozo tal y como indica el dibujo a la derecha.
Determina la profundidad del pozo. Sol: 5.1 m.

4° Calcula el valor de X.

2 ¢ X
10 cmn 14 cm
/ 4

Sol: 5.6 cm.

5° Calcular el valor de todos los lados del triangulo ampliacion del pequefio teniendo en
cuenta que son semejantes:

5 cm
3 cm

G cm

Sol: 7.5 cm,4.5cmy 9 cm.

6° Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 24 m y 10 m. ;Cuénto miden los catetos
de un triangulo semejante al primero cuya hipotenusa mide 52 m? Sol: 48 y 20 m.

7° Calcular la altura de un edificio que proyecta una sombra de 6.5 m a la misma hora
que un poste de 4.5 m de altura da una sombra de 0.90 m. Sol: 32.5 m.
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Ejercicios y problemas de trigonometria.
1° Expresa en radianes los siguientes angulos:
a) 315° b) 300° c) 135° d) 2210°  e) 945° f) -1500° g) 1650°
Sol: a) 5.50 rad; b) 5.24 rad; c) 2.36 rad; d) 38.57 rad; e) 16.49 rad; f) —26.18 rad;

g) 28.80 rad.
2° Expresa en grados sexagesimales los siguientes angulos:
a) /6 rad b) 9/5 rad c¢) Szrad d) 117/3 rad
e) 267/5 rad f) 174/18 rad g) 2157/4 rad

Sol: a) 30% b) 324°% c) 900°% d) 660°; €) 936°; f) 170° g) 9675°.

3° Reduce los siguientes angulos:
a) 730° b) 529° c) 2952° d) 9z rad e) 5576 rad 1) 217/4 rad

Sol: a) 10% b) 169°; ¢) 72° d) zrad; ¢) 74/6 rad; f) /4 rad.

4° En una circunferencia de radio 6 cm, tenemos un arco de 4.5 cm de longitud. ;Cuantos
radianes mide el angulo central que determina? ;Cuantos grados sexagesimales?
Sol: 0.75 rad; 42.97°.

5% Halla la longitud del arco de circunferencia que determina un angulo de 1.7 radianes,
sabiendo que la longitud de la circunferencia es de 9.3 cm. Sol: 2.52 cm.

6° Calcula el valor de las restantes razones trigonométricas sin calcular el valor de « en
los casos siguientes:

a) sina=1/4 ae[O, 90"] b) sina=-1/3 ae[180°, 270"]
o)sina=+3/2 aef0, 90°] dcosa =08  ac[0, 90°]

e)tana =2 a e[O, 90°] f) cosa=3/5 a e[270°,360°]
gicosa=-1/3  ae[90°,180°] h) seca=-3/2 a<[180°,270°]

Sol: a) cosa= x/E/4, seca = 4/x/g, coseca =4, tana = l/x/g, cotana = \/E;
b) cosa = —x/§/3, seca = —3/«/§ , coseca=-3, tanax = 1/\/§, cotana = \/g ;
c)cosa=1/2,seca=2, coseca = 2/«/5, tanaZ\/g, cotanaZI/x/g;

d) sina= 0.6, seca=1.25, coseca = 1.6 , tanar=0.75, cotana=1.§;

e) sina= 2/\/3, cosa= 1/\/3, seca= /5, coseca= \/5/2, cotana =1/2;

f) sina =—4/5, seca=5/3, coseca = —5/4, tana = —4/3, cotana = —3/4;

g) sina = \/§/3, seca= -3, coseca = 3/\/§ ,tana = _\/§ , cotana = —1/\/§;

h) sina = —x/§/3, cosa=-2/3, coseca = —3/\/5, tana = \/5/2, cotana =2/\/§;

7° Calcula con la calculadora un valor de o expresado en grados en los siguientes casos:
a) sina =0.6018 b) cosa =0.6428 c)tana =2.7475
Sol: a) 36.9% b) 49.9° ¢) 70.0°.
8° Sabiendo que:
sin(17°) =0.29
Calcula:
a) sin(73°) b) tan(73°)
Sol: a) 0.96; b) 3.27.
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Utilizando unicamente la tabla de las razones trigonométricas conocidas:
0° 30° 45° 60° 90°
Sina 0 12 | 22 | Br2| 1
cosa 1 372 1 V272 1/2 0

Tana 0 1/3 1 NE) 0
Calcular las razones trigonométricas seno, coseno y tangente de los siguientes angulos:
a) 120° b) 135° c) 150° d) 180° e)210° f) 225°
g) 240° h) 270° 1) 300° j)315° k) 330° 1) 360°

Sol: a) sin(120°) = V312, cos(120°) =—1/2, tan(120°) = —3;
b) sin(135°) = /2 /2, cos(135°) = —/2 /2, tan(135°) = —1;
¢) sin(150°) = V32, cos(150°) =—1/2, tan(150°) = —3;
d) sin(180°) = 0, cos(180°) = —1, tan(180°) = 0;

e) sin(210°) = —1/2, cos(210°) = —/3 /2, tan(210°) = 1/~/3 ;
f) sin(225°) = 2 /2, cos(225°) = 2 /2, tan(225°) = 1;
2) sin(240°) = —+/3 /2, cos(240°) = —1/2, tan(240°) = /3 ;
h) sin(270°) = -1, cos(270°) = 0, tan(270°) = +oo;

i) sin(300°) = —+/3 /2, cos(300°) = 1/2, tan(300°) = —/3 ;
§) sin(315%) = —/2 /2, cos(315°) = v/2 /2, tan(315°) = —1;
k) sin(330°) = —1/2, cos(330°) = /3 /2, tan(330°) = —1//3 ;
1) sin(360°) = 0, cos(360°) = 1, tan(330°) =0.

Resuelve, sin emplear calculadora, los tridngulos en los que se conocen estos datos:
a)a=20, f=45y y=75°.
b)b=12, a =15y g =30°.
c) a=90°, f=60°y a=20.

Sol:a) @ =60°, b=202/3 c=10(W2+1);b) y=135°,a=1242-+/3,c =122
¢) y=30°,a=10/3,c=10.
Calcula Sen un triangulo de lado a= 10, b =5y ¢ = 5-V3. Sol: 30°.

En un triangulo isésceles el angulo que determinan los lados iguales mide 52.34° y el lado
desigual 55 cm. Calcula su perimetro y su area. Sol: 145 cm; 979.9 cm?.

En un terreno horizontal se divisa una torre desde un punto A bajo un angulo de 30°. Si
nos aproximamos 20 m se llega a un punto B, desde el que observamos la torre bajo un
angulo de 45°. Calcula la altura de la torre. Sol: 27.32 m.

En un triangulo isésceles los dos lados iguales miden 10 cm y su area vale 48 cm’.
Calcula el valor de sus angulos. Sol: 73.74°, 53.1°y 53.1°.

Calcular la altura del pico de una montafia, sabiendo que, en ese momento del dia, el

Sol incide con sus rayos sobre el suelo con un angulo de 75° y provoca una sombra
sobre el suelo de 53 metros. Sol: 197.8 m.
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Una escalera de 12m de largo esta apoyada en una pared con un angulo de 60° respecto
al suelo. Calcular la altura de la pared hasta donde apoya la escalera, y la separacion de
¢ésta a la pared. Sol: 10.4 m de altura y 6 m de separacion.

La sombra de un arbol mide 50 m y el angulo que forman los rayos del sol con el suelo
es de 60°. ;Cual es la altura del arbol? Sol: 86.6 m.

En el parque de atracciones observas a tu amigo en lo alto de la Noria con un angulo de
60°. Calcular a la altura que se encuentra, sabiendo que ti estas a 50m de la Noria.
Sol: 86.6 m.

Daniel observa a sus compafieros, que estan en lo alto de un campanario, con un
angulo de 80°. Calcular la altura a la que se encuentran sabiendo que Daniel esta a 10
metros del edificio. Sol: 56.7 m.

Observas el nido de un aguila, en una pared vertical de una montafia, con un angulo de
70°. Calcular la altura a la que se encuentra el nido, sabiendo que estas a 40m de esa
pared. Sol: 109.9 m.

Una escalera de bomberos de 10 m de longitud se ha fijado en un punto de la calzada. Si
se apoya sobre una de las fachadas forma un angulo con el suelo de 45° y si se apoya
sobre la otra fachada forma un angulo de 30°. Calcular:

a) Laanchura de la calle.

b) La altura de la escalera sobre la fachada de 30°.

c) Laaltura de la escalera sobre la fachada de 45°.
Sol: a) 15.7 m; b) 7.07 m; ¢) 5.

Dos amigos parten de un mismo punto A y siguen direcciones que forman entre si un
angulo de 35°. Tras caminar 50 m y 75 m, respectivamente, se sitian en dos puntos B y C.
Calcula la distancia que les separa y los angulos B y C del triangulo ABC (Peligro,
presencia de angulo obtuso). Sol: 44.51 m, 104.9° y 40.1°

Calcula la altura de una torre, si situdndonos a 20 m de su pie vemos la parte mas alta
bajo un angulo de 45°. Sol: 20 m.

En un solar de forma triangular dos de sus lados miden 6 y 10 m respectivamente y el
angulo comprendido se midi6 con un teodolito y resulté ser de 30°. ;Cudl es su
superficie? Sol: 15 m”.

Los padres de Pedro tienen una parcela en el campo de forma triangular. Cuyos lados
miden 20, 22 y 30 m. Pedro quiere calcular los angulos. ;Cuéles son esos angulos?.
Sol: 41.8°,47.16° y 91.04°.

Estando situado a 100 m de un arbol, veo su copa bajo un angulo de 30°. Mi amigo ve el
mismo arbol bajo un angulo de 60°. ;A qué distancia estd mi amigo del arbol?

Sol: 100/3 m.

Un avion que estd volando a 500 m de altura distingue un castillo con un angulo de
depresion de 15° ;A qué distancia del castillo se halla? Sol: 1932 m
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Un avion vuela durante dos horas a 200 km/h en direccion NO. Calcula la distancia que
recorre hacia el Norte y hacia el Oeste. Sol: x =y = 282.8 km.

El éngulo de elevacion de una torreta eléctrica es de 45° a una distancia de 10 m de la
torreta. Si el observador se encuentra a 1 m sobre el suelo. Calcula la altura de la torreta.
Sol: 11 m.

Dos moviles parten de un punto al mismo tiempo, siguiendo dos trayectorias rectilineas
que forman entre si un angulo de 135°y con velocidades de 10 y 20 m/s respectivamente.
Al cabo de cinco minutos ;qué distancia los separa? Sol: 8394 m.

Desde cierto lugar del suelo se ve el punto mas alto de una torre, formando la visual un
angulo de 30° con la horizontal. Si nos acercamos 50 m a la torre, ese angulo se hace de

60°. Calcula la altura de la torre. Sol: 25\/5 m.

Un avidn vuela horizontalmente a una determinada altura "h". Cuando se encuentra sobre
la vertical de un punto A, ve la torre del aeropuerto bajo un angulo de depresion de 30°.
Al aproximarse 1000 m ve la misma luz bajo un angulo de 60°. Halla:

a) Laaltura a la que vuela el avion

b) La distancia del punto A a la torre del aeropuerto.

Sol: a) 5003 m; b) 1500 m.

Calcula la longitud de los lados de un paralelogramo cuyas diagonales son de 20 y 16 cm.
y las diagonales forman entre si un angulo de 37°. Sol: 6 y 17.1 cm.

Calcula el 4rea del decagono regular de 10 cm de lado. Sol: 765 cm®.
Calcular el 4rea de un dodecagono de 4cm de lado. Sol: 179.1 cm®.
La longitud del lado de un octégono es de 16 cm. Calcular su area. Sol: 1236 cm?,

Calcula el area de un pentdgono regular inscrito en una circunferencia de radio 12 m.
Sol: 342.4 m’.

En una circunferencia de 10 cm de radio se traza una cuerda de 6 cm. Averigua el angulo
central que abarca dicha cuerda. Sol: 34.9°.

Calcula los angulos de un rombo cuyas diagonales miden 14 cm y 8 cm.
Sol: 120.5°% 59.5°.

Dos personas, que estan separadas 6 km, observan un avion que vuela de uno de ellos
hacia el otro. Uno de ellos lo observa bajo un angulo de 30°, mientras el otro lo hace
bajo un angulo de 15°. Calcular la altura a la que vuela el avion. Sol: 1.10 km.

Desde un punto determinado del mar, el capitan de un barco observa la luz de un faro
con una inclinacion de 15° Su situacion es dramadtica, le queda combustible para
recorrer 10 km y no sabe si llegara a tierra. Tras recorrer 2 km en direccion hacia el
faro vuelve a comprobar la inclinacion de la luz del faro que ahora resulta de 25°. En
estos momentos el capitan ya conoce lo que le interesa. Calcular:

a) La altura del faro.

b) La distancia a la que se encuentra del faro.
Sol: a) 1.26 km; b) 2.71 km.
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Un submarino desciende hacia el fondo del mar con una inclinacién de 35°. Cuando
llega al fondo, y después de realizar los pertinentes trabajos, asciende a la superficie
con un angulo de 45°. Cuando ha emergido completamente comprueba que se ha
desplazado 200 metros desde el punto donde empez6 la inmersion. Se pide calcular la
profundidad del mar en el punto en el que estuvo trabajando el submarino. Sol: 82.4 m.

Dos personas separadas por una llanura de 2 km, observan sobre la llanura un globo
aerostatico con angulos de 30° y 45° respectivamente. Hallar la altura a la que vuela
dicho artefacto. Sol: 732 m.

Acaban de colocar una antena de 7 metros en lo alto de un edificio. El extremo superiot
de la antena se ve bajo un angulo de 85°, mientras que la base se ve bajo a un angulo de
80°. Calcular la altura del edificio y la distancia que te separa de él.

Sol: Distancia de 1.21 m y altura de 6.89 m.

En el tejado de un edificio estan colocando una antena. Desde la calle veo la base de
ella con un angulo de 70° mientras que el extremo superior lo veo con un angulo de
80°. Si la antena mide 10m, calcular la altura del edificio y la distancia que me separa
de él. Sol: Estoy a 3.42 m del edificio y su altura es de 9.4 m.

Desde un puesto de caza, un cazador apunta con su escopeta a una tortola, que se
encuentra posada en la copa de un arbol, con un angulo de 50°. Cuando iba a disparar
la tortola salié volando y se posé en una rama 4m mas abajo; al apuntarla con su
escopeta lo hace bajo un angulo de 40°. ;Qu¢ altura tiene el arbol?, ;Qué distancia me
separa de ¢é1? Sol: Altura 13.5 m y distancia 11.3 m.

Pablo observa desde la ventana de su casa un accidente con un angulo de 60°; como es
muy curioso y desde alli no lo ve muy bien, decide subir a la azotea del edificio, que se
encuentra 10 m mads arriba. Desde alli, con unos prismaticos, se empapa de todo
mirando con un angulo de 40°. Determinar la altura del edificio de Pablo. Sol: 19.4 m.

Calcular la hipotenusa de un triangulo rectangulo sabiendo que un cateto mide 75 cm 'y

sabiendo que la longitud de la bisectriz del dngulo opuesto al otro cateto mide 94 cm.
Sol: 274.52 cm.

La base de un tridngulo isosceles mide 55 cm y los lados iguales 39 cm. Calcular el
valor de sus angulos. Sol: Los lados iguales 45.16° y el desigual 89.68°.

Una de las alturas de un triangulo isosceles mide 33 cm y forma un dangulo de 55° con
dos de sus lados. Determinar todos los lados.
Sol: Dos lados son iguales y miden 57.53 cm y el otro vale 66.33 cm.

Calcular el lado del pentdgono regular inscrito en una circunferencia cuyo didmetro es
30 cm. Sol: 17.63 cm.

Calcular la base y la altura de un rectangulo, sabiendo que su diagonal mide 84 cm y
uno de los angulos adyacentes a ella, 72.48°. Sol: 80.24 cm, 24.84 cm.

Un angulo de un rombo mide 62°. La diagonal menor, 34 cm. Calcular el perimetro y
el area. Sol: 132 cm; 962 cm’.
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Ejercicios de ecuaciones trigonométricas:
56° Calcular todas las soluciones a las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sin(2x) =1 b) sin(x/2):\/§/2 ¢) sin(x+30°)=-1
d) cos(x—45°)=-1 e) cos(3x)=1/2 f) cos(2x+60°) =1
g) tan(6X —60°) = —1 h) tan(5x) =1 i) tan(3X+45°) =+/3

Sol: a) x = 45° + 180°k; b) X = 90° + 720°%, X = 270° + 720°; ¢) X = 240° + 360°k;
d) X = 225° + 360°; €) X = 20° + 120°k, X = —20° + 120°; f) X = —30° + 180°;
g) X = 5°+ 60°; h) X = 9° + 36°%; i) X = 5° + 60°k.

57° Calcular todas las soluciones a las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sin>(2x)=3/4 b) sin’(3x)=1/4 ¢) sin®(x+45°) =1
d) cos’(2x)=3/4 e) cos’(3x)=1/4 f) cos®(x+45°) =1
g) tan’(x) =1 h) tan®(x—45°) =0 i) tan’(3Xx - 60°) =3

Sol: a) x =30° + 180°%k, x = 60° + 180°k, x = 120° + 180°k, x = 150° + 180°k;
b) x =10° + 120%k, x = 50° + 120°%k, x = 70° + 120°k, x = 110° + 120°k;
c) X =45°+ 180°k;
d) x=15°+ 180°%, x = 75° + 180°%, x = 105° + 180°k, x = 115° + 180°k;
e) X =20°+ 120°%k, x =40° + 120°%, x = 80° + 120°k, x = 100° + 120°k;
f) X = —45° + 180°; g) X = 45° + 90°; h) X = 45° + 180°K; i) X = 40° + 60°%, X = 60°K.

58° Calcular todas las soluciones a las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sin’Xx—cos’x=1/2 b) cos’x =sin’x ¢) sin’X+cos’X = 2 —cos’X
d) 5cos® x+sin’ x=4cosXx €) sin’X+cos(2x)=1/4 f) tan? X+ 2 = 3tan X
g) 2sin’X = tan X h) cos(2X)+5cosx+3=0 i)

Sol: a) x=60 + 180k, x =—60 + 180k; b) x =45 + 180k, x = 135 + 180k; c¢) x = 180Kk;
d) x=60+360k , x=—60+360Kk ; ¢) x=60 + 180k, x =120 + 180k;
f) x =45 + 180k; g) x =45 + 180k, x = 180k; h) x =30 + 360k; X = —150 + 360k.

59° Calcular todas las soluciones a las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sin(2x)=-1/2 b) tanx=1

c) cos(2X) =cosX d) sin(2X)=cos X

e) sin(2x+60) = sin(X - 60) f) cos(2x) = cos(X+90)

g) sin(2x—15) =cos(x+15) h) sinXxcosx=1/2

i) tanXsecx=+/2 j)  cos(8X)+cos(6x) = 2-cos(210)-cos X

Sol: a) x =105 + 180k, x =—15 + 180k; b) x =45 + 180k; c) X = 120Kk;
d) x =30+ 120k, x =90 + 120k; ) x =60 + 120k, —120 + 90k; f) x =90 + 360Kk;
g) X =30+ 120k, x = 330 + 360k; h) x = 45 + 180k;
i) X =—45 + 360k, x =—135 + 360k; j) X =90 + 180k; x = £30° 360-k/7.
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Ejercicios de demostracion de igualdades trigonométricas:
60° Verifique las siguientes igualdades trigonométricas a partir de las igualdades mas

elementales:
a) (sinX+cos X)2 =1+sin(2X) b) sec? x=1+tan? X
2
cotan“X . 1 —cos(2x
C) cos? X=— d) sin? X:—()
1+ cotan”x 2
2
2 1 . tan” X
e) COS"X=———"— f) sin?x=—-—"—
I+ tan” X 1+ tan? X
in X — 4
g) SINX7COSCCX _ otan’x h) sec? X +cosec’X = ———— >
COs X —sec X sin” (2X)
X+
inx -+ ta“( 2yj (x-Y)—cos(x-+Y)
i sin X + sin .. cos(X—Yy)—cos
i) Y- j) =tany

sin X —sin Yy - tan(x_ yj sin(X+Y)+sin(X—Y)
2

2 _
K tan”(x/2) _ I—cosx ) tanX = cotanX—2cotan(2X)

1+ tan’(x/2) 2

X tan X
m) tan| — |=cosecX—cotanX n) —— - =00s(2X)
2 tan(2X) —tan X

cos(X+ y)-cos(X—Y)

) tan(45+X)—tan(45—-X)=2tan(2X) o) - =CcosX+siny
cosX—siny
sinX+cosX . :
p) ———————=sinXsecX+l q) sinX+cotan X = cos X‘tan X + cosec X
Ccos X

sec(X)sec(y)cosec(X)cosec(y)
cosec(X)cosec(Y) F sec(X)sec(y)
sec(X)sec(y)cosec(X)cosec(Y)
sec(X) cosec(y) * cosec(X)sec(y)

r) sec(Xxxy)=

s) cosec(Xty)=

61° En matematicas, toda funcién periddica es posible aproximarla a una suma o serie de
funciones trigonométricas seno y coseno denominada serie de Fourier. A continuacion
aparecen los desarrollos en serie de Fourier de algunas potencias de funciones
trigonométricas. Demostrar y verificar las igualdades tal y como se hizo en el ejercicio

anterior:

a) sin” X =l—lcos(2x) b) cos’ X =l+lcos(2x)
2 2 2 2

c) sin® x:isinx—lsin(?sx) d) cos’ Xzécosx+lcos3x
4 4 4 4

e) sin* X zg—%cos(Zx)+%cos(4X) f) cos® x :§+%cos(2x)+écos(4x)

Sin(3%) f) cosSX:écosX+icos(3X)+M

e) sin’ X zésin X—isin(3x)+
8 1 16 8 16 16
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Ejercicios de vectores:
1° Realizar las siguientes operaciones aritmeéticas:
a) (2, 3)+(1, )—-(3, 2) b) (1,-3)-(1,-1D)—-(2,2) ¢)(4,-3)-(6,-1D)+(@3, 2)
d) (7,100+(1, D—=(2,2) ¢) 3, D+, 3)-(2,95) D Q2,-D+(-1 3)+(1, 1)
Sol: a) (0, 2); b) (-2, -4); ¢) (1, 0); d) (6, 9); ©) (2, -1); D) (2, 3).

2° Realizar las siguientes operaciones aritméticas:
a) 32, 3) b) 5(1, 2) ¢) 5(6,-1) d) =3-(4,-3)
Sol: a) (6, 9); b) (5, 10); ¢) (30, —5); d) (-12, -9).

3% Observando las graficas, determine en cada caso el valor de los vectores U y V.
Determine grafica y aritméticamente el vector U +V .

a) b)

¥

&2

?

&2
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g h)

I

?

4° Determine grafica y aritméticamente los vectores diferencia que se indican.

i

|

?
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e) f)

]

= \7:

g h)

Il
<l
Il

I

= \7:

i

=

5% Determine grafica y aritméticamente el vector U +V +W.
a) b)

=il
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6° Dibuje en los graficos las siguientes operaciones aritméticas realizadas a los vectores:
a) 2U= b) U/5=

=

&2

b) —U= _ ©) —2T=

F

7° Calcula el modulo y el argumento de los siguientes vectores:
a)V=(6,0) byv=(0,3) ¢ V=(L2) d)V=(3-4) e V=(-2,-1)
Sol: a) [V|=6, 6=0°;b) [7]=3, 6=90°; ¢) [v| =5, 0=63.43;
d) [7|=5, 0=-53.13°; ¢) [V] =5, 6=206.56°.

8° Calcula el vector unitario de los siguientes vectores:
a)V=(6,0) bv=(0,3) ¢V=(L,2) dvV=(3-4) e V=(-2 -1)

Sol: a) (1, 0); b) (0, 1); c) (% %) d) @%ﬂ e) (‘Ti _T;j

9° Hallar un vector de modulo 10 en la direccion de T = (4, 3) . Sol: (8, 6).

10° Partiendo de los siguientes vectores:

o=(6, 0) v=(0,3) w=(1, 2) =3 -4 5=(-2-1)
Calcula los siguientes productos escalares:
a) Uv b) V-W c)SU d) Tw e) TS

Sol: a) 0; b) 6; ¢) —12; d) —5; ) 2.

11° Un vector tiene de mddulo 4 y otro vector tiene modulo 5. Si el angulo formado por los
dos vectores es de 60°, calcule el producto escalar de los dos vectores. Sol: 10.
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Comprueba que el angulo formado por los vectores:
o=(3+1,3-1) v=(V3-1,43+1)

Es de 60°.

Calcula X e y para que los vectores:
U:(za y) v:(x’l)
\7|:\/§.Sol: X=12, y=74.

Formen un dngulo de 90°. Ademas,

Dados los vectores:
T=(2y) v=(1,-1)
Determina X para que dichos vectores formen un angulo de 45°. Sol: x = 0.

Sabiendo que U = (\/5 , 1) forma un angulo de 60° con un vector V , de médulo igual al
moédulo de T, calcular las componentes de V. Sol: V=(0,2) y V= (\/g, —1)
Dados los vectores:

o=(1,4) vV=(6,2)

Determina el angulo que forma la bisectriz de estos vectores con el eje OX. Sol: 57.5°.

Calcular x de modo que:
o=(1,x) V=(-3,x)
Sean ortogonales. Sol: X = +3.

Hallar el producto escalar de los vectores U =(6,—4) y V =(4,5). Sol: —4.

Halla UV si U=(2,4),
Sol: 3.16.

\7| =2 y el angulo que forman los vectores U y V es de 60°.

Calcular los angulos y la longitud de los lados del tridangulo ABC, sabiendo que las
coordenadas de sus vértices son los puntos A(0, 0), B(1, 3) y C(4, 2).
Sol: @:‘ﬁ‘:\/ﬁ;

AC|=+20; AB,AC = AC,BC=45°; AB,BC=90°.

Hallar el 4rea de un tridngulo de vértices A(1, 3), B(3, 6) y C(7, 2). Sol: 20 u’.

Hallar el producto escalar y el angulo que forman entre si los vectores:
V=(34) W=(-4,3)

Demostrar que los vectores:
V=(cosa,—sina) 0 =(sinea, cosa)

son perpendiculares y unitarios.
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Se tiene los vectores:

U=(4,0) v=(5)
Calcular el angulo que forman entre si los vectores W y T sabiendo que:
W=0+V T=0-V
Sol: 104.04°.
Si @, b y T son tres vectores de igual méduloy T=2a+b , calcular el angulo que

forman entre si @ y b . Sol: 120°.

Dos vectores @ y b son tales que:

la|=10 b|=5+6 |@+b|=20
Hallar su producto escalar, el &ngulo que forman entre ellos y los angulos que forman
cada uno de ellos con el vector suma.

Sol: @b =75; @b =52.24°; &, (A+b)=28.95: b.(a+b)=23.28".

Calcular los valores de m y n para que los vectores:

s o3

a) Sean unitarios.
b) Sean ortogonales.

Sol:a) m=+4/5, n:i\/%/9;b)n=m=0.
Hallar el producto escalar de los vectores:

X =2U0-3V y=30+2V
Sabiendo que U y V forman 60°y que |U| =4y |V| =5.Sol: -104.
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Ejercicios de rectas:
Resumen de teoria:

Ecuacién vectorial. Ecuacién paramétrica.
r=r+Vt X=X, +V,t
(X,y):(XO,y0)+(VX,Vy)t y:y0+vyt
Ecuacién continua. Ecuacion punto pendiente.
X_Xo_y_yo X=X, Y—Y, Vy
—V _—V =YY, =—(X—X)
X y Vx Vy Vx
Y=Y = m(x—xo)
Ecuacidn explicita. Ecuacion implicita:
y=mx—mx,+Yy, —>|y=mx+n ax+by+c=0
Ecuacidn de la recta que pasa por 2 puntos: Pendiente de una recta:
X_ony_yo mz_izv_yzyl_yo
X =X, Yi— Yo b v, X =X,

Ejercicios de tipos de rectas:
Encuentra la ecuacion vectorial, paramétrica y continua de la recta que pasa por los
puntos A=(3,2)yB=(1,-1).
Sol: (x,y)=(3,2) +t:(2,3); {x=3+2t,y=2+31}; (x-3)/2=(y—-2)/3.

Escribe en formas explicita y continua la ecuacion de la recta: 2x + 3y = 6.
Sol: y = (-2/3)x + 2; (X — 3)/3 = y/(-2).

Dada larectar: x + 3y + 2 = 0, en forma implicita, escribirla en forma explicita, continua
y vectorial. Sol: y=(-1/3)x-2/3; (x— 1)/3=(y + 1)/(-1); (X, y) = (1, -1+ t-(3, -1).

(Cual es la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos P=(2, 1) y
Q=(1,-2). ;Para qué valores del parametro se obtienen los puntos P y Q y el punto
mediode Py Q?. Sol: {x=2+t;,y=1+3t};t=0,t=-1;t=-1/2.

Dadalarectar: x+y+1=0, en forma implicita, escribirla en forma explicita, continua y
vectorial. Sol: y=—x—1;(x=1)/1=y/(-1); (X, y)=(1, 0)+ t(1,-1).

Escribe en forma explicita e implicita la ecuacion de la recta 2x +y = 2.
Sol:y=-2x+2;2x+y—-2=0.

Escribe la ecuacion paramétrica y continua de la recta: X + 2y = 4.
Sol: {x==-2t,y=2+1t};b)x/(-2)=(y-2)/1

a) (Cudl es la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2, 2) y B(0, 4)?
b) Escribe las ecuaciones explicita e implicita de la recta que pasa por los puntos

P(1,4)y Q(2, 3).
Sol:aym=—1;b)y=-Xx+5,x+y-5=0.
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Elementos y caracteristicas de la recta:
9° ;Cual es la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(0, 1) y B(3,4)? Sol: m=1.

10° ;Cual es el vector de direccion y la pendiente de las siguientes rectas?:
a)y=3x-2. b)(x—1)2=(y+2)/4
Sol:a) Vv =(1,3);m=3;b) V =(2,4); m=2.

Ejercicios de rectas que pasan por dos puntos:

11° Deduce la ecuacion de la recta cuyos puntos de interseccion con los ejes son A(6, 0) y
B(0, -2). Sol: x —3y -6 =0.

12° ;Pertenece el punto P(3, 3) a la recta que pasa por los puntos A(1,—1) y B(2, 1)? Sol: Si.

13° Determina el valor de k para que los puntos A(2, —1), B(1, 4) y C(k, 9) estén alineados.
Sol: k=0.

Rectas paralelas v perpendiculares:

Pendiente en paralelas: Pendiente en perpendiculares:
m=m m =-1/m
14° Calcula la ecuacion de la recta perpendicular a I que pasa por el punto P en los casos:
a)r={x=2-3ty=1+t} PG,1) b) rE(Xz‘D:% P(0, 5)
c)r=y=2x-1 P(1,2) d) r=2x-3y+2=0 P(0,0)

Expresar los resultados en forma explicita.
2 1.5 3
Sol:a) y=3x-8;b) y=——X+5;¢) y=——X+—=:;d) y=—=X.
)Y )Y 3 ) Yy=—5x+35d) y=—7
15° Halla la ecuacion de S que es perpendiculara r = X+ y—1=0 y pasa por el punto A(2, 1).
Sol: x—y—1=0.

16° Hallar la ecuacion de la recta que pasa por B(3, 1) y es paralela a la que pasa por los
puntos A(2, 0)y C(2,-1). Sol: y=1.

17° Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a la recta X +y — 1 = 0 que pasa por el punto
A2, 1).Sol: x—y—1=0.

18° Halla la ecuacion de la recta perpendicular a la recta X +y — 1 = 0 en el punto de abscisa 3.
Sol: x—y—-5=0.

19° Halla la ecuacion de la recta perpendicular al vector W (2, 1) y que cortaay=x—2 enel
punto de ordenada 3. Sol: 2x+y—13=0

20° Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, —1) que es paralela a la que pasa
por los puntos (2, 0) y (1, 3). Sol: 3x+y—-7=0.

21° Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas:
2X+3y+1=0 X-y-2=0
y es perpendicular a la recta 3Xx+5y =15. Sol: Pto corte: (1, —1); 5x—3y +5=0.
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22° Halla la ecuacion de la recta perpendicular a la 3X — 4y + 1 = 0 que pasa por el punto (1, 0).
Sol: 4x +3y—-4=0.

24° Calcula el valor de a y b para que las rectas:
h=ax—y+2=0 r,=bx+6y-9=0
sean perpendiculares y, ademas, la segunda pase por el punto P(1, 1). Sol: a=2; b= 3.

25° Calcula el valor de m para que las rectas:
L=mx+2y+6=0 r,L=2X+y-1=0 rR=Xx-y-5=0
Pasen, las tres, por un mismo punto. Sol: m = 0; P(2, -3).

26° Determina my n sabiendo que la recta 2x + ny = 0 pasa por el punto (1, 2) y es paralela a
larectamx—2y+3=0.Sol: m=4;n=-1.

27° Dadas las rectas:
n=3x+y-3=0 r,=-2x+ay-8=0
Determinar "a" para que forman un angulo de 45°. Sol: a=1.

28° Dada la recta mx — 3y + m — 4 = 0. Calcular m para que:
a) Dicha recta pase por el punto (1, -2).
b) Dicha recta sea paralela a la recta (x — 1)/3 = (y — 2)/2.
Sol:aym=—1;b)m=2.

29° Hallar el valor de “a” y de “b” para que las rectas:
n=ax+2y-8=0 r,=2x+by-3=0
se corten en el punto (2, 1). Sol: a=3; b=—1.

30° Los puntos B(1,4) y C(8,3) son vértices de un tridngulo rectangulo. Si BC es la
hipotenusa, hallar el vértice A, sabiendo que estd en la recta y =X — 1. Sol: (2,1), (7,6).

Ejercicios de distancias entre rectas:
31° Calcula la distancia entre las recta paralelas:
a)h=X+y-2=0yr=x+y+1=0
b)r=y-x+3=0yr,=x-y+2=0

Sol: a) 3/+/2;b) 5/~/2.

32° Calcula la distancia entre las rectas paralelas:
L=3x+4y-15=0 r,=3x+4y-40=0
Sol: 5.

33° Hallar la distancia entre las rectas:
n=12x-5y+2=0 r,=12Xx-5y+5=0
Sol: 3/13.

34° Hallar un punto de larecta r = X+ Yy —2 =0 que equidiste de los puntos A(1, 3) y B(1, 1).
Sol: (0, 2).
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Problemas geométricos con puntos, segmentos vy rectas:

Busca todos aquellos puntos P que estando situados sobre el segmento AB, A(1,2)y
B(4, —1) dividan a este en dos partes de tal forma que una parte sea el doble que la otra.
Sol: P=(2,1); P'=(3,0).

Las coordenadas del punto medio del segmento AB son (2, 1). Calcula las coordenadas
del punto A sabiendo que las coordenadas de B son (1, 2). Sol: (3, 0).

Sabiendo que A(2, 4) y C(6, 0). Hallar las coord_enadas del punto B de modo que:
ca_CB
4

Sol: (3, 3).

Se tiene el cuadrilatero ABCD con A(3, 2); B(1, -2); C(—1, —1); D(1, 3). Comprueba que
es un paralelogramo y calcula su centro y su area. Sol: (1,1/2); A =10 u”.

Calcula el area del cuadrilatero de vértices A(2,0), B(4,4), C(0,3) y D(-2,-1). Sol: 14 .

Dados los puntos:

A(1, 3) B(5,7) C(7,5) DG, 1)
Calcula los puntos medios de sus lados y comprueba que forman un paralelogramo.
Sol: P .5 =(3,5), Py =(6,6), P, p =(5,3), P ps =(2,2).

Un cuadrado de vértice A en el punto (0, 1) y su centro el punto (2, 1). Calcula las
coordenadas de los otros tres vértices. Sol: (2, 3), (4, 1), (2,-1)

De un cuadrado ACBD conocemos 2 vértices opuestos A(1, 2) y B(8, 3) Hallar sus otros
dos vértices. Sol: C(4, 6), D(5, —1).

Un cuadrado tiene por vértices contiguos los puntos A(0, 3) y B(2, 5). Calcula sus otros 2
vértices. ;Cuantas soluciones tiene el problema?
Sol: Dos soluciones: C(2, 1), D(4, 3); C'(-2, 5), D'(0, 7).

Determina el vértice D del paralelogramo ABCD, sabiendo que A(1,-2); B(3,-1)y
C(0, 3). Sol: D(-2, 2).

Sean las rectas:
n=2x+3y-4=0 rnL=x-2y-2=0
r,=-4x—6y+22=0 r,=2x-4y+10=0
(determinan un paralelogramo? En caso afirmativo calcular sus vértices.
Sol: (-1,2),(1, 3), (4, 1), (2, 0).

Dadas las rectas:
r=2x-3y-3=0 r,=3x—-y-1=0 r={x=3-4t; y=1+2t}

Calcula el area del triangulo que determinan. Sol: 5/2.

Calcula el area del tridngulo que tiene sus vértices en los puntos A(1, 4), B(3,-2) y
C(-1, 0). Sol: 10 u”.
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Ejercicios de circunferencias, elipses, hipérbolas vy parabolas:

Ejercicios de circunferencias.
Halla el centro y el radio de las circunferencias:

a) X>+y>—2x+2y-23=0 b) X’ +y*-2y—-8=0

c) X> +y>—2x—-6y+6=0 d) x> +y*-2y=0

e) X>+ Yy’ —4x+2y-4=0 ) x> +y>—10x+8y+5=0

g) 2x* +2y° —12x-16y=0 h) 2x* +2y* —2x-2y+0.5=0
i) x> +y>—8x=0 )X +y +3y=0

Sol: a) C(1, -1), R=5;b) C(0, 1), R=3; ¢) C(1, 3), R=2; d) C(0, 1), R= I
e) C(2,-1),R=3; ) C(5, -4). R=6; g) C(3, 4). R=5; h) C(1/2, ~1/2). R = 1/2;
i) C(4, 0), R =4; j) C(0, -3/2), R = 3/2.

(Cuales de las siguientes expresiones representan circunferencias?

a) X =y +X+2y+5=0 b) X* +y* +xy+3y-3=0
c) 2x* +2y*—8y—10=0 d) X’ —y* —4x—4y+2=0
e) 2X° +2y> —2x-2y-1=0 ) x> +y>—4x-2y=-1
g) X +y —xy+Xx—-1=0 h) X* -2y +4=-y’

Sol: a) No; b) No; ¢) Si; d) No; e) Si; ) Si; g) No; h) Si.

Halla la ecuacion de la circunferencia con centro C(2, 0) y radio 3.
Sol: x> +y>—4x-5=0.

Halla la ecuacion de la circunferencia con centro C(—2, 3) y radio 4.
Sol: (x+2)” +(y-3)* =16.

Encuentre la ecuacion de la circunferencia de centro en C(-3, 2) y radio 6.
Sol: X*+y*+6x—-4y-23=0.

Halla la ecuacion de la circunferencia que es tangente al eje de abscisas y cuyo centro es
el punto C(1, 2). Sol: (x—1)* +(y—2)’ =4.

Halla la ecuacion de la circunferencia que es tangente al eje de abscisas y cuyo centro es
el punto C(2, 3). Sol: (x—2)* +(y-3)*=9.

Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo didmetro tiene por extremos los puntos A(2, 2)

Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo diametro tiene por extremos los puntos A(1, 1)
yB(@3,-1).Sol: (x=2)*+y*=2.

Calcula m para que el radio de la circunferencia X* + y> +mx+4y+4 =0 sea 1. Sol: +2.

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(3, 0), B(-3, 0) y C(0, 9).
Sol: x> +(y—4)*=25.
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12° Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(2, 3), B(0, 1) y C(-1, 0).
Sol: (x—=1)> +(y—1)°=5.

13° Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 6), B(4,-2)y
C(9, 3). Encuentre las coordenadas del centro y el radio. Sol: (x—4)* +(y—3)* =25.

14° Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es C(—1, 3) y pasa por el punto P(-2, 1).
Sol: (x+1)> +(y—3)*=5.

15° Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es (1, —1) y pasa por el punto (3, 2).
Sol: (x—1)>+(y+1)*=13.

16° Halla la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el punto de interseccion de
las rectas:
n=2x-3y+4=0 n=x+y-3=0

y suradio es 3. Sol: (x—1)"+(y—-2)’=9.

17° Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el origen y tiene su centro en el
punto comun a las rectas:
n=x+3y-6=0 r=x-2y-1=0

Sol: X*+y>—6x-2y=0.

18° Halla la ecuacion de una circunferencia concéntrica a la circunferencia:
X+ Yy —4x+2y+4=0
y cuyo radio es 2. Sol: (x—2)* +(y+1)* =4.

19° Halla la ecuacion de una circunferencia concéntrica a la circunferencia:
X2+ y?—2Xx+2y-2=0
y cuyo radio es 3. Sol: (x—1)" +(y+1)>=9.

20° Calcula la longitud de la cuerda que determina la recta r = X—3 =0 al cortar a la
circunferencia C = X’ +y* —4x—6y+8=0. Sol: 5.

21° Estudia la posicion relativa de las siguientes parejas de circunferencias:
a) C,=x+y -2x-2y-7=0 yC,=xX+y>+2y-3=0.
b) C=x+y’ -2x-2y-8=0 yC,=X"+y’ +-4x-20y+64=0.
) Ci=xX>+y’ —4x-2y+4=0 y C,=x>+y> +2x+2y—-2=0.
Sol: a) secantes; b) tangentes; ¢) exteriores.

22° Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(—1, 4) y B(3, 0) y cuyo
centro esté situado en larecta r = X+2y—5=0.Sol: (x—1)> +(y—2)> =8.

23° Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(4, 3) y B(-2, 3) y tiene
su centro en larecta r =2x—y—1=0.Sol: (x—-1)> +(y—-1)> =13.
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Calcula la longitud de una cuerda determinada por larecta r =X+ Yy—4=0 alcortarala
circunferencia (x—1)* +(y—1)> =4. Sol: 22

Calcular para qué valores del parametro "a" larecta r = 2x+Yy—a =0 es tangente a la
circunferencia x> +Yy° —2x=4.Sol: a=7,a=-3.

Dada la circunferencia (X—5)° +(y—2)’ =8, halla las ecuaciones de las rectas tangentes
trazadas desde el punto P(1, 2). Sol: x+y-3=0, x—y+1=0.

Determine los puntos comunes a la circunferencia C y a la recta r:
C=x+y>=9 r=2x—5y-9=0

Sol: P(2,—«/§).

Calcula las potencias de los puntos O(0, 0); A(3, 0) y B(4, 0) respecto a la circunferencia
x> +y*>—9=0. Estudia con los signos de la potencia, la posicion relativa de dichos

puntos respecto a la circunferencia.
Sol: P(O)=-9 = Interior; P(A) =0= En la circunferencia; P(B) =7 = Exterior.

(Qué posiciones ocupan los puntos A(-1, 0); B(3, 3); C(2, 2); D(5, —1) respecto a la
circunferencia: X’ +y> —6X—2y+6=0?
Sol: A exterior, B en la circunferencia, C interior, D exterior.

Calcula los ejes radicales a las circunferencias:
a) C,=xX"+y —4x+6y-10=0 y C,=x>+Yy’>+2x-4y-8=0.
b) C,=x>+y’ —4=0y C,=xX"+y’ +4x+6y-12=0.
) C,=xX+y —10x-2y+1=0 y C,=(x=-3)"+(y+2)*=9.
d) C,=xX*+y’—6x-1=0 y C,=x>+y’-2x+6y=0.
Sol: a) 3x—5y+1=0;b) 4x+6y—-8=0;c) 4Xx+6y+3=0;¢) 4X+6y+1=0

Dadas las circunferencias:

C,=x>+y’ —4x—-6y+8=0 C,=x’+y’—-2x-4y=0
hallar las coordenadas del punto P, que tiene igual potencia respecto de ambas y pertenece
alarecta r=x—-y+2=0.Sol: (1, 3).

Dadas las circunferencias:

C,=x+y =4 C,=x"+y’—6x—-8y=6
halla las coordenadas de un punto que tiene igual potencia respecto de las dos
circunferencias, y que equidista de los ejes coordenados.

Halla la circunferencia circunscrita al triangulo cuyos lados estan sobre las rectas:
n=x-2y+1=0 n=Xx+3y-14=0 r,=2Xx+y-3=0

Sol: (x=2)*+(y—-4)*=10.
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Ejercicios de elipses.
Encuentra los semigjes, vértices, focos y averigua la excentricidad de las elipses:

2 y2 X2 y2
a) —+-—=1 b) 9x* +25y* =900 ¢) —+—=—=1
25 9 169 144
5 5 X2 y2 X2 yz
d) 16x° +25y° =400 e) —+—-=1 —+—=1
) y )25 5 D 302

Sol: a)a=5,b=3,c=4, V4(£5, 0), Vp(0, +3), F(+4, 0), e =4/5;
bya=10,b=6,c=8, V410, 0), Vy(0, 6), F(8, 0), e = 4/5;
c)a=13,b=12,c=5, V413, 0), Vp(0, £12), F(£5, 0), e = 5/13;
dya=5,b=4,c=3,Va(£50), Vy(0, = 4), F(£3,0), e = 3/5;
e)a=5,b=+/5,c=2v5, Va(£5,0), Vp(0, = v5), F(£ 2+/5,0), e = 2J/5/5;
fla=+3,b=+2,c=1,Va(£~3,0), V0, £ v2), F(£ 1,0),e=1/+/3.

Halla la ecuacion de la elipse centrada en el origen cuyo eje mayor mide 12 y pasa por el
punto (3, 4).

Halla la ecuacion de la elipse cuyos focos son (£1,0) y cuyo eje mayor tiene de longitud 4.
2 2
Sol: 24X 1.
4 3

Halla la ecuacion de la elipse cuya distancia focal es 16, su semieje mayor es 17 y su

centro es el origen de coordenadas.
X2 y2
Sol: —+—=1.
289 225

Halla la ecuacion de la elipse cuyo centro es (0, 0), un foco (3, 0) y un vértice es (4, 0)
2 2

sol: L4 ¥ .
16 7
Determina el dominio y recorrido de la elipse:
2 2
XY
144 64

Sol: Dom:[-12, 12], Rec: [-8, 8]

Halla la ecuacion de la elipse con centro en el origen sabiendo que los radios vectores de

un punto P son r =4y r' =6 y que la distancia focal es 8.
2 2

Sol: X—+y—:1
25 9
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Hallar la ecuacion de la elipse, centrada en el origen, sabiendo que la distancia focal es
6 y que los radio vectores de uno de sus puntos son 2 y 8.

Halla la ecuacion de la elipse centrada en el origen a partir de su excentricidad e = 0.5

y distancia focal 1.
2 2

Sm:§—+l—=L
1 3

Halla la ecuacion de la elipse de centro el origen de coordenadas y que pasa por los
puntos (6, 2) y (4, 3).

2 2

Sm:——+l—:L

52 13

Hallar el valor de Kk para que la recta:
r=x+y-4=0
sea tangente a la elipse:
E=x"+3y> =4k.
Sol: k=3.

Halla la ecuacion de la recta tangente a la elipse:
2 2

X—+y =1
25 9
en el punto de abscisa 5. Sol: 0y+x-5=0.

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse:
2

o1
2

paralelas alarecta y =x. Sol: y = X3

Hallar la posicion relativa de las rectas:
L=x-y-1=0 rnL=x+y-1=0 rL=X+y+4=0
respecto de la elipse:
E=2x"+3y’ =11
Sol: r, :recta secante; I, :recta secante; I, :recta exterior.

Hallar el centro, semiejes y focos de la elipse:
4> +9y* —48X+ 72y +144=0

Sol: C(6,—4); semiejes a =6, b =4; F(6i2f, —4).
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Ejercicios de hipérbolas.
Determina los valores de a, b, ¢, la excentricidad, las asintotas, las coordenadas de los
vértices y focos de las siguientes hipérbolas:

2 2 2 2
a) 9x> —16Y> = 144 by L X o _Y
144 25 36 64
2 2 2 2 2 2
o X Y 0 X Y, Xy,
9 16 6 2 9 4

Sol:a)a=4,b=3,c=5,e=5/3, y=43x/4, V(£ 6,0), F(£ 10,0);
bya=5b=12,¢c=13,e=13/12, y=%12x/5, V(0, = 12), F(0, + 13);
c)a=6,b=8,c=10, V(£6,0), F(+ 10,0), y=+4x/3,e=5/3;
d)a=3,b=4,c=5e=5/3, y=+4x/3, V(% 3,0), F(£5,0);
e)a=+6,b=+2,c=+8, y=+x/43, V(z 6.0), F(+ /8 ,0);

a=3,b=2,c=+5,e=+5/3, y=12x/3, V(£ 3,0), F(+ /5 ,0).

Calcula los elementos principales de la hipérbola 4x> —9y* = 36.
Sol:a=3,b=2; c=+13.

Escribe la ecuacion reducida de la hipérbola en la que uno de los focos es F(17, 0) y uno
de los vértices V(15, 0).

2 2

Xy

: =1.
225 64

Halla la ecuacion de la hipérbola incidente con los puntos A(4, J6 )y B(12,6 V2 ).
2 2
sol: XY .
4 2

Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por los puntos (4, 3) y (2, 1).
Sol: 2x*>-3y* =5.

Una hipérbola tiene por asintotas y = +2X y es incidente con el punto P(6, 4). Halla su
ecuacion.

De una hipérbola se conoce a =4 y que el angulo que forman las asintotas es 90°. Halla la

ecuacion de la hipérbola.
2 2

sol: XY .
4 4
Calcula m para que la recta y = X+ m sea tangente a la hipérbola:

X*-2y* =4
Sol: m=+2 .

Halla b para que 2x”> +by® =3 sea la ecuacion de una hipérbola equilatera. Sol: b =-2.
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Halla la ecuacion de la hipérbola de excentricidad 22 y de distancia focal 12.
Sol: 14x* -2y* =63.

Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por el punto (2, 3) y tiene de distancia
focal 4. Sol: 3x* —y* =3.

Halla la ecuacion de la hipérbola horizontal cuya distancia de sus vértices es 9 y la
distancia focal es 8. Sol: 7x* —9y* = 63.

Determina las coordenadas del centro, de los focos, de los vértices, la excentricidad y
las asintotas de las siguientes hipérbolas:
a) 4x° —3y* —8x-8=0 b) ¥ —2x> —4x-4y =0
c) 9X* —4y* —36Xx-24y-36=0 d) 5x> =4y’ +10x+8y—-19=0
Sol: a) C(1, 0), F(1iﬁ, o), V(liﬁ, o), e=+21/3; y=%(2x-2)/43.
b) C(-1, 2), F(—l 2iﬁ) V(—l, 21\@), e=6/2; y=+(2x-2)/3;
¢) C(2, -3), F( ) V(4,-3),V'(0,-3), =22,y =2 (x+1)+2 ;
d) C(-1, 1), F( ) ( )V(—3,1),V'(1,1), e:3/2;yzli\/§(x+1)/2 ;

La distancia focal de una hipérbola es 12, y la curva pasa por el punto P(8, 14). Hallar

su ecuacion.
2 2

sol: - _

36 252

Determina la ecuaciéon reducida de una hipérbola sabiendo que un foco dista de los dos

vértices de la hipérbola en 50 y 2.
2 2

Xy

576 100

Hallar la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un vértice en (6, 0) y
por una de sus asintotas la recta de ecuacion y =4x/3.

X2 2

sol: =Y 4

36 64
Partiendo de la ecuacion de la hipérbola equilatera Xy =8, determina las coordenadas de
sus focos, de sus vértices y la ecuacion de la hipérbola referida a sus ejes.

Sol: F(i6ﬁ,i6ﬁ); (+3f +3f) - 36.

Una hipérbola equilatera pasa por el punto (4, 1/2). Halla su ecuacion referida a sus
asintotas como ejes, y las coordenadas de los vértices y los focos.

Sol: xy=2; V(#2, £42); V(42,+2).
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Ejercicios de parabolas.
1° Encuentra el vértice, el foco, el eje y la directriz de las siguientes parabolas:

a) y’ =16x b) y* -4y —-8x+36=0 c) X —4x—16y+36=0
d) y* =4x e) Y +x=0 f) x>—y=0
g) Y +8y—6X+4=0 h) y* +6y—-8x-31=0 i) x> +12x—4y-8=0

Sol: a) V(0, 0), F(4, 0), eje: y =0, directriz: x=—4;
b) V(2, 2), F(4, 2), eje: y =2, directriz: X=0;
c) V(2,2), F(2,6), eje: x =2, directriz: Y =-2;
d) V(0, 0), F(1, 0), eje: X =0, directriz: X=-1;
e) V(0, 0), F(-1/4, 0), eje: y = 0, directriz: x=1/4;
) V(0, 0), F(0, 1/4), eje: y =0, directriz: y=—-1/4;
g) V(-2,-4), F(-1/2,4), eje: y =4, directriz: Xx=—-7/2;
h) V(-5, -3), F(-3, -3), eje: y = -3, directriz: x=-7;
1) V(-6,-11), F(-6,—11), eje: X =—6, directriz: y=—12.

2° Hallar la ecuacién de la parabola de vértice (2, 4) y de directriz X = 1.
Sol: y* —8y—4x+24=0.

3° Hallar la ecuacion de la parabola de foco (6, —2) y de directriz X = 2.
Sol: y>+4y—8x+36=0.

4° Hallar la de la pardbola que tiene de vértice V(0, 0), de eje el de ordenadas y que pasa por
el punto (6, -3). Sol: x> =—12y.

5% Hallar la ecuacién de la pardbola que tiene de vértice V(2, 1) y de foco F(4, 1).
Sol: y*—2y—-8x+17=0.

6° Hallak para que larecta r = y—2x+k =0 sea tangente a la pardbola: y =2x* —1.
Sol: k=-3/2.

7° Una parabola tiene por vértice V(3,—2) y foco F(3, 0). Halla las ecuaciones del eje, de la
directriz y de la parabola. Sol: Eje: X = 3, Directriz: y =—4, Parabola: (x —3)* = 8(y +2).

8° Hallar la ecuacion de la parabola que tiene de vértice (2, 3), eje paralelo al eje de
ordenadas y que pasa por el punto (4, 5). Sol: x> —4x-2y+10=0.

9° Hallar la ecuacion de la parabola, de eje paralelo al eje de abscisas, que pasa por los
puntos (-2, 1), (1,2) y (-1, 3). Sol: 5y* +2x—21y+20=0.

10° Halla la ecuacion de la parabola de eje vertical que pasa por los puntos A(6, 1), B(-2, 3)
y C(16, 6). Sol: x* =24y —10x+48=0.

11° Escribe la ecuacion de la parabola de foco F(1, 0) y directriz r =X+Yy=0.
Sol: x> +y>—2xy—4x+1=0.
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Ejercicios de discusion de graficas de funciones:
1° Partiendo de la grafica de la funcién.

Calcule los siguientes limites:
legg f(x) lem f(x) leir; f(x) lm f(x) Xlimw f(x)
Determinar:
a) El dominio y continuidad de la funcion.
b) La derivabilidad de la funcién.
c) Elrecorrido.
d) Las asintotas verticales y horizontales.
e) Los puntos de corte con los ejes.
f) El crecimiento y decrecimiento.
g) Los maximosy minimos.
h) La concavidad y convexidad.
i) Latasa de variacion media en el intervalo [2, 3].
Sol:

mf(x)=-1 limf()=to limf()=05 [imf(x)=0 limf(x)=0

x—0

a) Dom f(x) =R —{1}. Discontinua en x = 1. Continua en R —{1} .
b) Derivable en R —{1} . Las funciones no son derivables en las discontinuidades.
c) Recorrido R—{0}.

d) Asintota vertical en x = 1 y asintota horizontal y = 0.

e) Con el eje x no hay puntos de corte, con el eje y hay punto de corte en (0, -1).
f) Siempre es decreciente, excepto en x = 1 en el que la funcion no esté definida.
g) No tiene maximos ni minimos.

h) n Céncava en (—«,1) y U convexaen (1, ).
f@-f(2 05-1 1
3-2 3-2 2

i) TVM[2,3]=
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2° Partiendo de la gréfica de la funcion.
A e e B e e A e e R e G e e o

i 5| V!

________________________________________________________________________

_________________________

Ca

lim £ (x) lim £ (x) lim £ (x) lim £ (x) lim £ (x)

Determinar:
a) Dominio y continuidad de la funcion.
b) Derivabilidad de la funcién.
¢) Recorrido.
d) Asintotas verticales y horizontales.
e) Puntos de corte con los ejes.
f) Crecimiento y decrecimiento.
g) Maximos y minimos.
h) Concavidad y convexidad.
i) Puntos de inflexion.

Sol:
Iirrg f(x)=-1 Iirq f(X) =00 Iirplf(x)zioo limf(x)=0 Iirp f(x)=0

a) Dom f(x) = R—{*1}. Discontinua en x = £1. Continua en R —{*1}.
b) Derivable en R—{il} . Las funciones no son derivables en las discontinuidades.
c) Recorrido (—o0,-1]u(0,).

d) Asintotas verticales en x = 1y x = -1, asintota horizontal y = 0.
e) Con el eje x no hay puntos de corte, con el eje y hay punto de corte en (0, —-1).

f) Decreciente en (0, 0)—{1} y creciente (—o0,0)—{-1}

g) Tiene un maximo relativo en (0, —1). No hay minimos

h) n Céncavaen (—1,1) y U convexaen (—wo, —1)U(L, ).
i) No tiene puntos de inflexion.
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3° Partiendo de la gréfica de la funcion.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Calcule los siguientes limites:

Iirrg f(x) Iirr11 f(x) Iir[11 f(x) lim f(x) Iirp f(x)
Determinar:

a) Dominio y continuidad de la funcion.

b) Derivabilidad de la funcion.

¢) Recorrido.

d) Asintotas verticales y horizontales.

e) Puntos de corte con los ejes.

f) Crecimiento y decrecimiento.

g) Maximos y minimos.

h) Concavidad y convexidad.

i) Puntos de inflexion.

j) Latasa de variacion media en los intervalos [-2, -1] y [0, 1].
Sol:

Iingf(x):l |irTllf(X):O Iimlf(x):O limf(x)=00 lim f(x)=

a) Dom f(x)=R. Continuaen R.
b) Derivable en R—{—l, 1} . Las funciones no son derivables en los picos.

c) Recorrido [0,0).

d) Sin asintotas.

e) Puntos de corte con el eje x en (-1, 0) y (1, 0). Con el eje y, punto de corte en (0, 1).
f) Decreciente en (-0, ~1)U(0,1) y creciente (-1,0)uU (1, ).

g) Tiene un maximo relativo en (0, —1). Minimos absolutos en (-1, 0) y (1, 0).

h) n Céncavaen (-1,1) y U convexaen (-, —1)U(1, «).

i) Puntos de inflexionen x =-1 yenx = 1.

i) TVM[-2,-1]= f(j)__(jz()_z) = —01_+32 =-3; TVM[0,1]=

f()-f(0) 0-1
-0 1

-1.
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4° Partiendo de la gréfica de la funcion.
_____ Y T e L R S
R - s e e S R S

Calcule los siguientes limites:

Iirrg f(x) lim f(x) lim f(x) lim f (x) lim f(x)
X—> x—1" x—1" X—>00 X—>—00
Determinar:

a) El dominio y continuidad de la funcion.

b) La derivabilidad de la funcién.

c) Elrecorrido.

d) Las asintotas verticales y horizontales.

e) Los puntos de corte con los ejes.

f) El crecimiento y decrecimiento.

g) Los maximosy minimos.

h) La concavidad y convexidad.

i) Latasa de variacion media en el intervalo [2, 5] y [0, 1].
Sol:

Iing f(x)=0 IirI] f(x)=-1 Iirp f(x)=1 lim f (x) =00 Iirp f(X)=o0
a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{1}.
b) Derivable en R —{1} . Las funcion no es derivable en discontinuidades.
c) Recorrido [-1,0).
d) Sin asintotas verticales u horizontales.
e) Punto de corte con el eje x y el eje yen (0, 0).
f) Decreciente en (—oo, 1) y creciente (1, ).
g) Tiene un minimo absoluto en (1, —-1). No hay maximos.
h) m Céncavaen (1, «).
i) No hay puntos de inflexion.

i) TWM[2, 5] f(5)-f(2) _3-2 1.

. TvM[0,1]= 1B =TO _~1-0
5-2 3 3

1-0 1

=-1
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50 Partiendo de la gréfica de la func
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Calcule los siguientes limites:

lim f(x) lim f(x) Iirr} f(x) lim f(x) lim f(x)
x—>-2" X——2" X—> X—>—00 X—>+00
Determinar:

a) El dominioy continuidad de la funcion.

b) La derivabilidad de la funcién.

c) Elrecorrido.

d) Las asintotas verticales y horizontales.

e) Los puntos de corte con los ejes.

f) El crecimiento y decrecimiento.

g) Los mé&ximosy minimos.

h) La concavidad y convexidad.

i) La tasa de variacién media en el intervalo [0, 2] y [2, 4].

Sol:
lim f()=2 lim f()=05 Ilmf()=1 lim f(x)=0 lim f(x)=c0
x—-2* X—>-2" X! X—>—0 X—>+0

a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{-2}.
b) Derivable en R —{+2,0} porque en x = 0 hay discontinuidad y en x = +2 hay picos.
c) Recorrido (—o, 4].

d) Sin asintotas verticales. Asintota horizontal en y = 0 hacia —«.
e) Punto de corte con el eje x y el eje yen (0, 0). Punto de corte con el eje x en (4, 0).

f) Decreciente en (—c0, 0) (2, ) y creciente (0, 2).

g) Méaximo absoluto en (2, 4). Méaximo relativo en (-2, 2). Minimo relativo en (0, 0).
h) n Céncava en (-, —2), U convexaen (0, 2)

i) No hay puntos de inflexion.

j) TVMJo, 2]= f(Z;:;(O) =4;o

f(4)-f(2) 0-4
4-2 2

-2

=2; TVM[2, 4]=

- 86 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

6° Partiendo de la gréfica de la funcion:

Calcule los siguientes limites:”

Iirr21 f(x) Iing f(x) Iim2 f(x) limf(x) lim f(x) Iin; f(x) lim f(x)
x—>-2" X—>—2" X—>— x—2~ x—2" X—> X—>—00
Determinar:
a) El dominio y continuidad de la funcion.
b) La derivabilidad de la funcion.
c) Elrecorrido.
d) Las asintotas verticales y horizontales.
e) Los puntos de corte con los ejes.
f) El crecimiento y decrecimiento.
g) Los maximosy minimos.
h) La concavidad y convexidad.
i) Latasa de variacion media en el intervalo [-1, 1] y [3, 4].
Sol:
lim f(x)=-0.5 lim f(x)=-6 Iimzf(x):zf lim f(x)=6
x—-2" X——2" X—>— s
Iirgf(x):z Iirr;f(x):zf lim f(x)=0

a) Dom f(x) =R —{+2}. Continuaen R —{+2}.

b) Derivable en R—{iZ} porque en x = 2 hay discontinuidades de salto finito.

c) Recorrido (6, ).

d) Sin asintotas verticales. Asintota horizontal eny = 0 hacia —.

e) Punto de corte con el eje x y el eje yen (0, 0). Puntos de corte con el eje x en (£1, 0).
f) Decreciente en (-0, —2)(-0.6,0.6) y creciente (-2, -0.6) (0.6, «)—{2}.

g) Méaximo relativo en alrededor de (0.6, 0.4). Minimo relativo alrededor de (0.6, —0.4).
h) m Céncava en (-, 0)—{-2} y U convexaen (0, 2).

i) Hay punto de inflexion en x = 0.

j) TVM[-1, 1]=

f()-f(-1) 0-0
1-(-) 2

f(4)-f(3) 4-3
4-3 1

1

=0; TVM(3, 4]=
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7° Partiendo de la grafica de la funcion:

————————————————————————————————————————————————————————

_________________________________________________________
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______________________________________________________

______________________________________________________

________________________________________________________
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Calcule los siguientes limites:

Iirr; f(x) Iin} f(x) Iin_11f(x) Ilrp f(x) lim f(x)
Determinar:
a) El dominio y continuidad de la funcion.

b)

c)
d)
e)
f)

9)
h)

i)
Sol:
lim f(xX)=—0 lim f(x)=1 Iimlf(x)zzf lim f(x)=1
x—>-1* X—>-1" X—>— X—>—00
a) Dom f(x)=R-{-11,3}. Continuaen R—{-1,1,3}.
b) Derivable en R —{-1,1,3}.
c) Recorrido (—oo, 4).
d) Asintota vertical en x = —1. Asintota horizontal eny = 1 hacia —.
e) Punto de corte con el eje x en (-1.75, 0) y con el eje y en (0, 2).
f) Decreciente en (-0, ~1) (0, 1)U(3, ) y creciente (-1,0)uU(1, 3).
g) Maximo relativo en alrededor de (0, 2). Como la funcion no existeenx=1yenx =3,
no hay en ellos ningun extremo.
h) m Céncava en (—«,1)—{-1} y U convexaen (1, «)—{3}.
i) No hay puntos de inflexion.

j) TVM[4, 5]= f(5;::(4) =1‘12 _

La derivabilidad de la funcion.

El recorrido.

Las asintotas verticales y horizontales.

Los puntos de corte con los ejes.

El crecimiento y decrecimiento.

Los maximos y minimos.

La concavidad y convexidad.

La tasa de variacion media en el intervalo [4, 5].

limf(x)=0

-1.

- 88 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

8° Partiendo de la gréafica de la funcion:

Calcule los siguientes limites:

lim f(x) lim £ () lim £ (x) lim £ (x) lim f (x)

x—-2+

Determinar:

b)
C)
d)
€)
f)
9)
h)
i)
Sol:

El dominio y continuidad de la funcion.

La derivabilidad de la funcion.

El recorrido.

Las asintotas verticales y horizontales.

Los puntos de corte con los ejes.

El crecimiento y decrecimiento.

Los maximos y minimos.

La concavidad y convexidad.

La tasa de variacion media en el intervalo [2, 3].

lim f(9=3  lim f0)=0 limfe)=4 limf(y=3 limf()=1

x——-2*

a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{-2,1}.
b) Derivable en R —{-2,1,3}.
c) Recorrido (—o, 4].

d) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal eny = 1 hacia oo.

e) Punto de corte con el eje x en (-2, 0) y en (=5, 0) con el eje y en (0, 4).

f) Decreciente en (-3, —2)U(0, 2)U(3, ) y creciente (-, —3)U(-2,0)U(2,3).
g) Méaximo relativo en alrededor de (3, 3). Maximos absolutos en (0, 4) y (-3, 4).
Minimos relativos en (-2, 0), (1, 2) y en (2, 2).

h) n Céncava en (-w,1) y U convexaen (1, «)—{3}.

i) No hay puntos de inflexion.

i) TVM[2, 3]=

f3)-f(2 3-2
3-2 1

1.
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9° Partiendo de la gréfica de la funcion:

Calcule los siguientes limites:

Iirg f(x) IirI! f(x) lem f(x) XIme f(x) 152 f(x)
Determinar:

a) El dominioy continuidad de la funcion.

b) La derivabilidad de la funcién.

c) Elrecorrido.

d) Las asintotas verticales y horizontales.

e) Los puntos de corte con los ejes.

f) El crecimiento y decrecimiento.

g) Los m&ximosy minimos.

h) La concavidad y convexidad.

i) La tasa de variacion media en el intervalo [0, 2].

Sol:

lim f(=3  lim f0)=0 limfe)=# limf()=3 limf(=1

x——-2*

X—0

a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{4}.

b) Derivable en R —{-2,4} . En x = -2 hay un pico, y no hay derivabilidad en picos.
c) Recorrido [-2, «).

d) No hay asintotas.

e) Punto de corte con el eje x en (1, 0) y en (-5, 0) con el eje y en (0, -1).

f) Decreciente en (—o0, —2) y creciente (-2, ).

g) Minimo absoluto en (-2, —2). Minimo relativo en (4, 1).

h) n Céncava en (-, —2)U(1,») y U convexaen (-2,1).

i) No hay puntos de inflexion.

j) TVM[o, 2] =

f(2)-f(0) 1-(-1)
2-0 2

1.
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10° Partiendo de la gréfica de la funcion:
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_________________________________________________

Calcule los siguientes limites:
lim f(x) lim —1 —
X0 x> f (X)

Determinar:

1
3

lim——-=
X—0 f(x)

a)
b)
c)
d)

Sol:

lim f(x)=3

X—>—a0

El dominio y continuidad de la funcién.
La derivabilidad de la funcion.

El recorrido.

Las asintotas verticales y horizontales.
Los puntos de corte con los ejes.

El crecimiento y decrecimiento.

Los maximos y minimos.

La concavidad y convexidad.

lim f (x) = oo

X—>0

La tasa de variacion media en el intervalo [-1, 2].

a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{5.5,6.5}.
b) Derivable en R—{2, 5.5, 6.5}. En x = 2 hay un pico, y no hay derivabilidad en picos.
c) Recorrido [2, «).

d) Asintota horizontal en y = 3 hacia —oo.

e) Punto de corte con el eje x en (1, 0) y en (-5, 0) con el eje y en (0, -1).

1

= 1 (X)

f) Decreciente en (—oo, 2) y creciente (2, )—{5.5, 6.5}.
g) Minimo absoluto en (2, 1) y relativo en (6.5, 1.5). Maximo relativo en (5.5, 3).
h) m Céncava en (-, —1) y U convexa en (2, ).
i) No hay puntos de inflexion.

j) TVM[-1, 2]=

f(2)-f(-1) -1-2
2-(-) 3

=1,
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Ejercicios de representacion de funciones sencillas:

1° Represente las siguientes funciones:
a) f(x)=x-1 b) f(x)=2x+1 c) f(x)=2x-1 d) f(x)=1-2x
e) f(x)=5+2x f) f(x)=4-3x g) f(x)=-1-x h) f(x)=3x-4

b)

2° Represente las siguientes funciones:
a) f(x)=x*-1 b) f(x)=x"-4 c) f(x)=x*+1 d) f(x)=2x"-2
e) f(x)=1-x° f) f(xX)=x*-3x+2 @) f(X)=—x*-2x h) f(x)=6x-3x"
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9)

Represente las siguientes funciones:

b)

a) f(x)=(x+1)° b) f(x)=4(x-2)° c) f(x)=(x=3)°
d) f(x)=@ e) f(x)=(x-1)7°+1 f) f(x)=1-(x-2)*
g) f(x)=2-(x-1)° 9) f(x)=1+(x+1)?
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b)

9)

4° Represente las siguientes funciones:

a) f(x)=x*+2 b) f(x)=x>-1 c) f(x)=(x-2)°
d f(x)=(x+2)°>-2 e) f(x)=x>—4x f) f(x)=x*-3x
g) f(x)=3x*-x° h) f(x)=x>-3x*+3x i) f(xX)=(x-1°-3(x-1)°
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Sol:
a) [T T b)

9)

5° Fijandote en las gréaficas que del ejercicio anterior, represente las siguientes funciones:

a) f(x)=[x"+2] b) f(x)=|x" 1 ¢) f(x)=|(x-2)]
d) f(x)=|(x+2)*-2| &) f(x)=|x’-4x f) f(x)=|x"-3x
9) f(x)=[3x"~x] h) F(0)=C=3x"+3x i) f(x)=|(x-1)-3(x-1)’|
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5° Represente las siguientes funciones:

a) f(X)=é b) f(x)=é c) f(x):ﬁ d) f(@:%
2 f(x):ﬁ f) f(X)=3X%9 9) f(X)=ﬁ+1 9) f(x):é—l

[ RS ANREN b)

6° Represente las siguientes funciones:

1 1 2 2
a) f(X)zm b) f(X):W c) f(x):(x_1)2 d) fx C(x+2)?
Sol:
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a)

a) f(x)=x21_1 b) f(x)=
B 1= ) ()=

"IVH

—————————————————

b)

b)

d)

f)

—-908 -
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1 c) f(X):;

(x+3)(x-2) (x=D(x+2)
1

conoey D T=T
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8° Represente las siguientes funciones:
a) f(x)=vx-1 b) f(x)=+x+1 c) f(X)=+vx+3 d) f(x)=+/x+3-1
e) f(x)=v1-x f) f(xX)=v3-x-2 g) f(X)=+v2—-x+1 h) f(x)=+/2-4x
i) f(x)=+v1-x° D f(x)= \/4 x? K) f(x)_— 4-x* 1) f(x)= \/1+x

m) f(x)= ,/ — W= ,/ - D= ,/ — 9 f= ,/

9)

—-99 -
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i)

.lhy i J)

_______________

..................

Represente las siguientes funciones:

a) f(x)=e
d) f(x)=—-e"*
g) f(x)=e"+1

b) f(x)=e*" c) f(x)=-e*
e) f(x)=e™* f) f(x)=e*"*
h) f(x)=e*-1 g) f(x)=e*-2

-100 -
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Sol:

8)  fehelediel MW s vse s
et b7
---------- RS CON| RECE EEERERRR e

' ———P
- =2l gD g 2
. A e

c)

9)

10°

a) f(x)=In(x+1)
d) f(x)=In(x-2)

g) f(x)=In(x-1)-1

Represente las siguientes funciones:

b) f(x)=In(x-1)
e) f(x)=In(x)+1
h) f(x)=In(x+1)+1

b)

c) f(x)=In(x+2)
f) f(x)=In(x)-1
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b)

9)

12°

d) f(x):{); i

9 f()=

9 F()=

x-1 x<0 2X x<1 X x<-1
b) f(x)= c) f(x)=
X x>0 —X+3 x>1 X+3 x>-1
<0 x> Xx<0 X+2 x<0
e) f = f(x)=
>0 ) f(x) {x >0 f) £(x) {xz—z >0
X+1 X< =2 1-x*  x<-1
3 -2<x<0 h) f(x)=4 2 -l1<x<1
x% —3x 0<Xx x? -1 1<x
NG Xx<-1 4-x*  x<-1
1-x -l<x<?2 h) f(x)={x*-1 -1<x<1
NG 2<X x?+1 1< X

Represente las siguientes funciones definidas a trozos:

a) f(x):{
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Sol:
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Ejercicios de dominios:
1° Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x):i b) f(x)_—2 0 f(x)=2*L
3 X+5
d)f()-fi§ ) 100 0 100 =
-1 x2 +2x+1
x+1 x-1 .
g)f(x)_ —x h)f(X)—X2+1 l)f(X)—XZ_1
x2 +1 _ XH2X43 i 1
DI=l e T e )1 (¢ =1)-(x* -4)
Sol: a) Dom f =R—{1};b) Dom f =R—{-3}; c) Dom f =R—{-5};

d) Dom f =R—{4};e) Dom f =R—{+1} f) Dom f =R—{-1};
g) Dom f =R-{0,1}; h) Dom f =R ;i) Dom f =R —{*1} ;
j) Dom f =R—{+1};k) Dom f =R—{-1} ;1) Dom f =R —{+1,+2}.

2° Halla el dominio de las siguientes funciones

X% -1 X +X—6 x? +5X
a) T(x)= bh) f(X)=—— c) f(x)=
) f(x) <1 ) F(x) 33 ) f(x) (x+5)’
X+ 2 3_ X+1
d) f(x _x-1 f) f(X) =0z
) f(x)= 7 2 e)f(x)_xz_1 ) f(x) 7oy i1
X+1 3 X—3
9) f0)=— h) f(x)= >+t ) 0=
2+ X X+1 -9
X2 -1 X3 +3x% +3x+1 (X +1)(x+2)
fx— k) f(x)= ) f(x)=
RS 2 +1 )T =— 1 ( 2—1)-(><2—4)
—X—6 X2 —5x% +8x—4 2x2 —x+2
m) f(x = n) f(x)= /) f(x)=
) 1) X2 4+ X—2 ) T x> —3x% +2x M 100= X2 +3x% + 2x
Sol: @) Dom f =R ; b) Dom f =R ; ¢) Dom f =R—{-5};d) Dom f =R—{2};

e) Dom f =R—{-1};f) Dom f =R—{-1}; g) Dom f =R—-{0}; h) Dom f =R
i) Dom f =R—{3};j) Dom f =R—{+1}; k) Dom f =R ;) Dom f =R—{1,2};
m) Dom f =R —{1}; n) Dom f =R—{0}; fi) Dom f =R—{0,-2} .

3° Determina los valores de a 'y b para que el dominio de las siguientes funciones sea R :
x> +ax+b x> +ax? +bx+6 a +bx® —x+2
a) f(x )——

2_4 by 100 = X2 +3x+2 0 tx)= X2 —x—2

Sol:a)a= 4,b 0;b)a=6,b=11;c)a=1b=-2.
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4° Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)=vx+1
d) f(x):\/—x +2x-1
g) f(X) =Vx% —5x+6

X—2
) fx)=
x2 +1
2
m) )= | =4
X2 +2x+1
0) f(x)=
Sol: a) Dom f =|-

b) f(x)=vx%+1
e) f(X)=Vx* -4
h) f(x) =vx> +2x-3

k) F(x)= | X~
241
n) f(x)=
x2+1-1
x> —2x-3
P 100 =

c) f(x) =V1-x2
f) f(x)=vx*-9
i) f(x)=¥x%-1

X+1
) f(x)= ﬁ
~ O X+2
KRS
Q) f(x)= X% +5X+6
X2 + X

); b) Dom f =R ; ¢) Dom f =[-1,1]; d) Dom f ={1};

e) Dom f _(—oo,—Z]u[Z,oo) ; f) Dom f =(—o0,-3]U[3,0);

g) Dom f =R—(2,

3);h) Dom f =[1,

o);i) Dom f =R;j) Dom f =R

k) Dom f =[2,0); 1) Dom f =R—(-11]; m) Dom f =R-[-2,2);

n) Domf =R-

p) Dom f =(—o0,3]U(5,0

5° Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)=log(x+1)
d) f(x):ln(—x2+2x—l)
g) f () =In(x* ~5x+6)

b) f(x):log(x2+1)
e) f(x):log(x2—4)

h) f(x) = log(x® +2x— 3)

{0}; /) Dom f =(L,%); 0) Dom f =(-2,1]U[L,2);
); ) Dom f =(—o0,-3]U[-2,-1)U(0,);

c) f(x):ln(l—x2)
f) f(x)=In(x"-9)
i) f(x):logz(x?’—l)

) f(x)= Iog5(x+ﬂ

X+2
A) f(x)= In(l xj

X2 +5X+6

Q) f(X)=|09( ;

X" +X

1);d) Dom f =&;

. B X—2 K) f (x) = x—2
J) f(x)—log(xzﬂj ) 109 in(x +1)
In(4—x2) £ (x) 1
m) f(X)=X oyl " 0 log(x? +1) -1
2_1 X2 —2x-3
0) f(x)= In[4_x ] 9)) f(x)_ln[ R
Sol: a) Dom f =(-1,:0); b) Dom f =R ; ¢) Dom f =(-1,
e) Dom f =(-o0,-2)U(2,0); f) Dom f =(-o0,-3)U(3,);
g) Domf =R —[ ,3]; h) Dom f =(L,20); i) Dom f =(1,

k) Dom f =R—-{0} ;1) Dom f =R—[-1,1]; m) Dom f =(-2,2)—{-1};

n) Domf =R

p) Dom f =(—o0,3) (5,

—{3}; fi) Dom f =(

-105 -

-2,1);0) Dom f =(-2,1)U(L,2);
0); q) Dom f =(-0,-3)u(-2,-1)U(0,).

|

oo); j) Dom f :(Z,oo);
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Ejercicios de composicion e inversa de funciones.
1° Sean las siguientes funciones:

2

1 H

f(x) = In(x+1) g(x) = X%+ h(x)_1 i
+
Determinar las siguientes composiciones de funciones:
a) f(9(x)) b) f(f(x) c) f(h(x)
d) g(h(x)) e) h(f(x)) f) f(g(h(x)))
Sol: @) f(g(x))=In(x*+x+1);b) f(f(x)=In(In(x+1)+1);
0 f(h(x»zlnﬁ‘X j ) 9(h(x) - (1 : J T
+ X X2 1+X
1-In*(x+1) . 1-x2) 1-x2
€) h(1‘(><))——1 In? (x+1) f) f(g(h(x))) = ln([lﬂzj i 1)J
2° Calcule la inversa de las funciones:
a)f()_3X+X2 b) £ (x) = %73 c)f()—2X+31
X+5 +1
d)f(X)=5 — e) F() =2 N =2
-4 2x-1
g)f(X)—3 - h)f()— 3 I)1‘(><)——1
j) f(x)=1log(x) k) f(x)=(x—1)3 ) f(x)=e**"
m) f(x)=e® n f(x)=vx2+2x+1  fi) F(x)=InGx+1)
SOI:a) f—l(x)zz;_i_x.b) f—l(x)_ x> -3 C) f—l( )_l 3X d) f_1( )_2X+5.
1 _l+2x 1 x+1 1 4 x-1
e) f~(x)= f)f()— )f()— 2_2,

|)f’(x):;+1;1) f’l(x):lox;k) f’l(x):\/;+l;l) fr(x)=Inx-1;

et -1

m) f1x)=In(nx);n) f(x)=Inx—-1;f) f(x)= -
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Ejercicios de simetrias y tasa de variacion media:
Determine la simetria (si la hubiese) de las siguientes funciones:

a) (x)=In(x2+1) b) f(x)=

c) f(X)=x"=x*+x

x? -7
_ X _1-x? _1-x
d) 100=1— e) f(x)_1+X2 N 1)=1—
g) f(x)=vVx*+1 h) f(x)=cosx i) f(x) =sin x

Sol: a) par; b) impar; c) impar; d) no tiene simetria par ni impar;
e) par; f) no tiene simetria par ni impar; g) par; h) par; i) impar.

Calcula la tasa de variacion media en el intervalo [0,2] para las funciones:
a) fF(X)=x*-x"+3 b) f(x)=x*+2x"-x c) f(X)=x*+2
Sol: a) 2; b) 11; c) 2.

Ejercicios de polinomios de interpolacion y extrapolacion:
Sea una funcion lineal que cumple f(0)=1y f (1) = 2, calcule dicha funciény
extrapole el valor de estaen x = 5. Sol: f(x)=x+1; f(5)=6.

Calcule una funcién cuadratica que pasa por los puntos f(0)=f(2)=0y f() =2,y
extrapole el valor de estaen x = —1. Sol: f(x)=-2x*+4x; f(-1)=-6.

Calcule una funcion cubica de la que se sabe que:

f(0)=0 fQ=-f(-)=1 f(-3)=-f(3)=-27
Extrapole el valor de esta en x = 5 e interpole en x = 2.
Sol: f(x)=x".

Obtener el polinomio de interpolacidn para cierta funcion f (x) de la que conocemos que:
f(-2)=0 f(0)=1 f()=-1

Sol: f(x):—gxz—%x+l.

Obtener el polinomio de interpolacion para cierta funcion f (x) de la que conocemos que:

f(=1) =1 £(0) =1 f(2)=2 f(3)=2
Sol f(x)——%x%éx2 -1
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Ejercicios para aprender a derivar:

Derivacion de polinomios v series de potencias
Reglas de derivacion.

f(x)=k > f'(x)=0| (f(x)=ax— f'(x)=al
f(x)=ax" - f'(x) =anx"* [F () =u(q) +v(x) > () =u+]
Ejemplos:
f(x)=4— f'(x)=0 f(x)=x— f'(x)=1
f(x) = 3x% - f'(X) = 6x f(x)=x*+4 > f'(x)=4x°
f(x)=3x* - x> > f'(x) =15x* —3x? F =X iy - 20T
(x)=3x" —x" —> f'(x) =15x" - 3x 75 75
Ejercicios:
1° Derive las siguientes funciones polinémicas:
4
a) f(x)=x>+5x"+2x b) f(x):§+7x4 0) f(x)=2 ;3)(
d) f(x)=x>+4 e) f(x)=6x"+5x*+5 f) f(x)=4x>+x3+4

4

6
9 10=2-3¢-2 0 10=2r-2¢  DI=mea

P f(X)=x?+4x> k) f(x)=x"-x7 D f(x)=x"*+2x73
5 4 1 5 i 1 1
m) f(X)=;+g n) f(X):F+7 i) f(x):FJFF
Sol:
a) f'(x)=3x*+100x"+2 b) f'(x) =%+ 28x° c) f'(x)=x° —%
d) f'(x)=2x e) f'(x)=42x°+10x f) f'(x) =20x* +3x?
g) f'(x)=5x>-15x" h) f'()=x3+5x*—4x i) f'(X)=27x+3/3x’
j) f'(x)=-2x°-20x"° k) f'(x)=—x7+2x"° ) f'(x)=-4x>-6x"
m) f'(x)=-5x"2 n) f'(x)=-3x*-10x®  #) f'(x)=-2x2-10x™"

2° Derive, con un poco de ingenio, las siguientes funciones:
a) f(x)=7x>*-8x"? b) f(x)=x?'3 +4x5/4 c) f(x)=3x"3+4x"*

d) f()=x* +3x e F00==20+3¢ ) r(0=J4Fx

Sol:

a) f'(x):BT‘fsx”“j%x‘”2 b) f'(x):%x‘”3+5x“4
U 203, 314 oy x 4%
c) F'(X)=—x""+x d) f'(x)=1+
4X75/7 2X77/9 X7119/120
e) f'(x)=- + f'(x)=
) £'(x) - 9 f) £'(x) 120
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Derivacion de potencias de funciones
Reglas de derivacion:

f(x)=au" - f(x)=anu'u"?

Ejemplos:
F()=(x2+x) > £1() = (Ex+3)(x* +x)
f(X)=(Bx+x*)"* > f(x) =100(3+ 2X)(3x + x*)*
f(x)=(x°+x*+1)° - f(x) =6:(3%* +2x)-(x* + x* +1)°
f(X) = (4X% +5x2 +7)"° > f(x) =15(12x% +10x)-(4X° +5x% + 7)*°
(x°+4x*+6) 15(5x* +12x )(x° +4x* +6)

f(x)= — f'(x) .
. (x*-2x) (2 -2)° T 3(3x ~2)(x* —2x) L 6(6x7)(2¢ -2y
4 5 4 5
Ejercicios:
3° Derive las siguientes funciones con paréntesis:
Q) f(x)=(x+1)’ b) f(x)=(x?>+3x+5)° ¢ f(x):(X77+ 3x3}
(X4—3X2)2 712 J5 _(y2 T\e
d)y f(x)=~——2- e) f(x)=(4x""+3) f) £(x)=(x"-x)
g) f(x)=(2x+7x)" h) f(x)=(2x+3x*+2)" i) £(x)=(x"+3x* ~5x)’
S17x2-5) 5x* +3x2) 3(x 1Y
100 LTS - L rpo ) — Loy f(x)=g(z+;)
m) f(x):(5x2—3x)5/2 n) f(x):(4x6—x)7/3
Sol:
a) f'(x)=7(x+1)° b) f'(x):3(2x+3)(x2 +3x+5)2

c) f'(x) :4(x6 +3\/§x2)(x77+\@x3j d) f'(x) :§(4x3 —6x)(x* -3x*)
&) f'(x) = /5(14x5'2)(4x7/2 1. 3)V51 f) f'(x) =e(@x—zx"1)(x? - x7)&1
9) f'(x)= —5-(6x2 + 7)(2x3 + 7x)76 h) f'(x)= 7(6x2 —12x’5)(2x3 +3x7* + 2)6

) f'(x)= 8(6X5 +12x° —5)(X6 +3x* —5X)7 i) F'(x) = 6'(3X2 +14X).(X3 +7x° _5)

.
Q0 1100 = 5(20x3 _6X1)2.(5X4 +3x’2) 1) fi(x)= %(%_ X_z]_(§+%j
m) f'(x)= %-(10x -3)(5x’ —3x)3/2 n) f'(x)= %-(24x5 ~1)(4x° - X)M3
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Derivacion de raices cuadradas Vv raices de orden superior
Reglas de derivacion:

f(x)=Yu - f'(x) =

n\/_

Ejemplos:
_ — ()= 1o P =2
f 3 f _ |
() =X —3x = f(x) = 20 _3x e
00 =[x ~3x)" > 19 - 2(2x-3)1(x —43X)
3'3(X2—3x)

Ejercicios:
4° Derive las siguientes funciones con paréntesis:

a) f(x)=%2x+4 b) f(x) =Yx3 +10x ¢) () =vx2+3

d) FO)=Vx+x2x3 o) f) =4 x+310x  H 0= Ix+3x
9) f(0)=v1+¥x h) £(x)=§x° +x i) (%) =y xa/xx
DI =Vxsx+3x W) F=Yher1e7r D) Fo=YPe 1T

Sol:

, 2 3x* +10
a f'(X)=—F—= b) f'(x)=
33;/(2x +4)? 1049(x® +10x)°
142X+ 3x°
c) £'(x)= d) fi(x)=—rEAT2R
x*+3 20X+ X2+ %

2
9 1) = J_ 3«/(10x

44 (Vx +310x)°

g) f'(X)=— T
21+¥x 3’/x?
, 7
i) f'(x) 5x
2X
0 10 33(x +1)

f) f'(x):LJrg2
3-,3/(\/;+ 3x)

5x* +—

h) f'(x) = 2Vx

65/(x° ++/x)°

N 2Jx 3y
D)=
2Ux+x +3x
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Derivacién de producto de funciones
Reqglas de derivacion.
f(x)=uv— f'(x)=u'v+vu| [f(x)=u(x) > f'(x)=u(VV'(x)|

Ejemplos:
f(x) =(X* =1)(x+1)>F (x) = 2x(x=1) +(x* -1

F () =(x+4x7)(x+1) > £1(x) = (1+8X) (x+1) +(x+4x)
f () =(x+ x7)5(x2 —1)7 — £'(X) =5(1+7x°)(x+ x7)4(x2 —1)7 +14x(x? —1)6(x+ x7)5

Ejercicios:
5° Derive las siguientes funciones:
a) f(x)=(x?-1)(x-1) b) f(x)=x*(7x" +8)
©) £ =) (x+1) d) £()=(x-)7(x+1)
4 3
¢) f(x):(gﬂj (%) f) F(x)=(x =3)"(x=x)
g) f(x)=(x1-2)2@1+x?) h) f(x)=x(x-1)2%(x-2)3
i) £ (%) = (x% +X)(x+2x2)(x +1) D) f00=(x+7x)(x" +5x*)
K) f(x)=+x+13x-1 ) f(x)=x\/x2+1\/(x+1)4
Sol:
a) f'(x)=2x(x—1)+(x% 1) b) f'(x)=2x(7x’ +8) +49x8
c) f'(x) =6x>(x+1)+x° d) f'(x)=—-(x-)2(x+)+(x-1*

e) f'(x)= E[EJAT(%T + 4(§+1j4(ﬂj2
3.3 3 3 3
f) f'(x)=-10x(x*=3)°(x=x*)+(1-2x)(x*-3)°
g) f' () =2x2(x1-2)3@+x?)+2x(x 1 -2)7?
h) f'(x)=(x-12%(x—-2) +2x(x-1)(x - 2)% + 3x(x =1)? (x - 2)*
i) F'(X) = (X +)(X+2x2)(X+1) + (X% + X)L+ 4x) (X +1) + (X% + X)(X + 2x?)
j) 100 =(3%+7)(x"+5x*)+(x* + 7x)(7x° +10x)

) f(x) = %s/x_u =D 3

3
) f'(x):\/x2+1(x+1)2+2\/% (X+1)% + 2x+/ x> +1(x +1)
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Funciones racionales

Reglas de derivacion:

(-t rw--t] -t rp -t
Y Y} v vV
Ejemplos:
f(x)= 1 —)f'(x)—i
1+x? 1+ x%)?
x? 2X(X"° +4x) — (100%™ + 4)x*
f(x)= —>f'(x)=
) X' +4x () (X'® +4x)?
2 3 _ny2(y2
F(x) = X3+1_> Fi(x) = 2X(x +1)3 3x2(x +1)
X" +1 (x*+1)
Ejercicios:
6° Derive las siguientes funciones:
1 1 1
a) f(x)= b) f(x)= c) f(X)=———
) )=~ ) T =" ) £(x) =
Sol:
3x% -2 , 5x* —12x 5(4-2x
8 f)=-—"—"—"77 b) f'(})=-""—"5 0 f(x):_(—zz
(x —2x) (x —6X ) (4x—x )

7° Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:

x* -3 x° (x+3)° X’

2 f(X):xz—l ) f(X):x2+1 2 f(x):ﬁ Y f(X):xz—l
_(x-1° Fox) =X 3 x4l
e) f(x)= o f) 1(x) Tox 9) f(x)_T h) f(x)_xe_z
Sol:
) f'(x)=3x (x —1)—2>2<-(x -3) ) fI(X):Sx (x +1)2—2x
(x*-1) X* +1)
_2)_ 2 2x(x*-1)-2x°
9 fI(X)=2(x+3)(x 2)2(x+3) B 1100 x(x )2 X
(x-2) (x*-1)
Lo x(x=1)2 =3(x-1)° . :i[ .3 J
e) f'(x) = = =2 \3x N
vy L 3 , :ixi(xe—Z)—exe(x‘+1)
9) f(x)—xz[x—2 T J&j h) f(x) 2y
8° Demostrar que las siguientes funciones tienen por derivada:
a) f(x)=X:_1—>f'(x)=2x b) f(x):x42+3—xs+xz—>f'(x):2x
X+ X +3x+1

X" +3x3+3%% + X , :
c) F(x) =" > f(X)=1  h) f(x)= /ZX—_H'(X):#2
X®+2X°+ X X +2x+1 (x+1)
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Funciones exponenciales

Reglas de derivacion:

f(x)=a" - f'(x)=u'a"Ina f(x)=e" - f'(x)=u'e"
Ejemplos:
f (X) — e4X+3 SN f '(X) — 4e4x+3
f(x) =" > f(x) = (2x+3)e" ™
2 2
f(x)=2" - f'(x)=2x2" In2
f(x) =27 > £(x) =(3x" +10x) 2" In2
F(x) =92 =227 - £(x) = ~[2¢21n2
(x+2)
Ejercicios:
9° Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:
a) f(x)= X b) f(x)=e>*" c) f(x)= e d) f(x)= X +5x%+3
E) f (X) = 2X3+2X f) f (X) =37 g) f (X) = 4*X2 h) f (X) — 7Z,x7+5x6+3
Sol:
a) F'(x)=0@3x*+2)e > b) fi(x)=2"" ¢) f'(x)=-2xe™
d) f(x) = (7x° +30x%)-e"+5+3 e) f'(x)=(3x*+2)2° " In2
f) f'(x)=23""In3 ) fi(x)=-2x4" In4

h) f(x)=(7x® +30x%)-7* "I 7

10° Derive las siguientes funciones:

a) f(x)=e" +e1+5 b) f(x)=e""2+2" c) f(x)=xe*+e" +e
) 2
_ 443X x+1 — X =
d) £(0)=x‘e™ +xe ¢) f(x)_[((e ) )j f) f(x) o
0 fe=a+7" ) 1e0=(2%7) ) (9 =10
j) F0=4"+e" +1 k) f(x)=¥e+42 ) f(x)=/5+x+e”
Sol:
a) f'(x)=2xe* +e b) f'(x)=(2x—2)e" > +2*In2
c) f'(x)=2e"+xe* d) f'(x)=4x%> +3e¥x* +e*" + xe*"
_6x+
e) f'(x):4x3eX4 f) f'(x):ﬁe x
g) ') =4"In4+(2x+3)7"*In7 h) f'(x) = (3x% —3)2°
i) f'(x)=€*10" In10 i) f1(x)=3x°4° In4+6x%"
1 1 1
K) f'(X)=-————"—In2 __ el
) T'(x) (2 1) f(x) e In5+e-x

-113 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Funciones logaritmicas

Reglas de derivacion:

f(x) =log, u — f'(x):%logae f(x)=Inu — f'(x)=%

Ejemplos:
£(x) = log, (8x + x3) > f'(x) = 8+3¢° Slog, e
f(x)=InBx* +7) = f'(x) = 12’
3t +7
Ejercicios:
11° Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:
a) f(x)=In(3x-1) b) f(x)=In(x*—-3x) c) f(x)=In(x*-2x*)
d) f(x)=Ilog(6x-5) e) f(x)=log(2x* —x) f) f(x)=log(2x®—x?)
9) f(x)=log,(6x—x*) h) f(x)=log,(3x* —x°) i) f(x)=log,(x*-8x)
Sol:
() = (o) — 2% =3 vy 3x2-8x°
a) f(x)_3x_1 b) f'(x)= v 3x C) f(x)_j
d) (%)= "loge e) f(x)_ Ioge f) f(x )—Mloge
J— _X7
g) f (X)_ 2 Iogz h) f'(x )—%Iogﬁ i)f'(X)=X2_8X log e
12° Derive las siguientes funciones:
a) f(x):ln(%s] b) f(X)=xIn(x+1) ¢) f(x)= (“ZJ
X
0) () =— f() = Invx—2 ) ()= log, (x
= VX e) f(x)=In =109,
9) f(x):logso(\/4x3+5) h) f(x )_In_x i) f(x):ln(1+ex4+1)
i) f(x)=e"" K) f(x)zln[;;ﬂ ) f(x)=In(In(Inx))
Sol:
a) f'(x)=§ b) fi(x)=In(x+D+—— ¢ fx)=——-2
X+1 X+2 X
-2 v 1 N
d f'(X)=——1 (Inx) e) f (X)_Z(X—Z) f) f (x):—logze
9 100-7 5~ X Zloge ) f(x)_37 “In3inx i) f(x )_4)(Bex .
+5 1+
1+Inx N . _ X +8x—-4 ) f _ 1
D fi0= —¢ D 0= oo T e (ing
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Funciones trigonométrica

Reglas de derivacion:

f(x)=sinu — f '(x) =u"cosu| | f(x)=cosu— f'(x)=—u"sinu
f(x) = tanu - £ () =—&
COS“ U
Ejemplos:
f (x) =sin(4x®) — f '(x) =8xcos(4x?) f (x) = cos(x?) = f'(x) = —2xsin(x?)
= 3_ ' =£ F(x) = tan(sin(x)) = f '(x) = — X
f(x) =tan(x —x) - f '(x) o 7% (X) (sin(x)) (X) 052 (sin(X)
Ejercicios:
Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:
a) f(x)=cos(3x) b) f(x)=sin(3x*-2) c) f(x)=4sinx—3cosx
d) f(x)=sin(3x+5) e) f(x)=cos(sinx) f) f(x)=sin(2x°+7)
9) f(x)=tan(x’+2) h) f(x)=tan(2x"+2x) i) f(x)=tan(x—cosx)
Sol:
a) f'(x)=-3sin(3x) b) f'(x) =6x-cos(3x* —2) c) f'(x)=4cosx+3sinx
d) f'(x)=3cos(3x+5) e) f'(x)=—cosxsin(sinx) ) f'(x)=12x"-cos(2x°+7)
3% , 14x° +2 e 1+sinx
(X)=—2 h) f'(x)= f'(x)=
9) f'(x) Cos? (X +2) ) (%) cos? (2x" +2x) h ) cos? (X —cos x)

Derive las siguientes funciones y simplifiquelas si fuese posible:

) f(x):sin(\/3x2—5x) b) f(x) =sin?(x) ¢) f(x)=23sin?(2x—3)
d) f(x)=25/sin(3x) e) f(x)=cos?(x®) f) f(x)=cos*(3x%)

g) f(x)=sin(x?)cos(x) h) f(x)=+cos?x—sin?x 1) f(x)=tanxcosx
) f(x)=4y2tanxsin(2x) k) f(x):f’/tan\/; ) f(x)=_cotan(x)
Sol:

6Xx—-5
a) f'(xX) =——=——=—=cos(+/3x* —5x b) f'(x)=2sinxcosx
2+/3x* —5x ( ) ) T

c) f'(x)=12sin(2x—3)cos(2x—3) d) f-x):L(Sx)

_ 5%/(sin(3x))*
€) 1100 =—6xsinx"cos f) f'(x)=-48x*sin(3x") cos’(3x")
Q) (0 =2xcos(x*)cos x—sin(x)sinx ) f'(X)=#

) ) cos(2x)
i) f'(x)=cosx ) 10 = 4cos(2x)

1 1
k) f'(x)= : 5 o
2/x cos \/;66(tan\/;) ) 1(0= 3
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Reglas de derivacion:

f(x) = arcsinu — f (X) = —— f (x) = arccosu — f '(X) = ——
1-u? 1-u’
f(x) =arctanu — f '(x) = ! >
1+u
Ejemplos:
s , 3x? 2 , 3e*
f (x) =arcsin(x’) > f'(x) = f (x) =arctan(e™) > f'(x) = 5
1-x° 1+e*
f(x)= arccos(eX + x) — f'(x)= e+l
J1-(e* +x)°
Ejercicios:
15° Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:
a) f(x)=arcsin(x’) b) f(x)=arcsin(x+1) c) f(x)=arcsin(e™)
d) f(x)=arccos(2x°+x) e) f(x)=arccos(e¥ +5x) f) f(x)=arccos(Inx)
9) f(x)=arctan(x*) h) f(x)=arctan(x"+3x) i) f(x)=arctan(Inx)
Sol:
3x? Vy) — 1 5e5"
a) f'(x)= b) f'(X)=—— c) f'(x)=
R T
, 10x* +1 3e¥ +5 1 1
d) f'(x)=- =) f(x)=- = 1) f() = ——
J1-(2x°+x) 1-(e* +5x) X J1-(Inx)
2% , 4x% +3 _ 1 1
£1(x) = h) ) =— | f-sz_
9 19 1+x* 1+(x4+3x)2 ) 1) x )1+ (Inx)*

16° Derive las siguientes funciones y simplifiquelas si fuese posible:

a) f(x)= aI’CSin(Xe——;lj b) f(x) = e * arcsin x ¢) f(x)= arcsin(3x—2)

d) f(x)=arcsin(arccosx) e) f(x)=arccosy1-sin’x f) f(x)=sin?(arccosx)

Sol:
—X 1
f' = COS X
3 ) e* \/ (XHJZ b) f'(x)=—sin(x)-e“**arcsin x + €
1-| —= 1-x?
e
e —arcsin(3x—2) , 1 1
_ 92 d) f =
c) f'(x)= 1-Bx=2) 2 )T J1-x2 \1-arccos? x
e) f'(x)=1 f) f'(x)=-2x
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Introduccidn a la combinatoria.

1. Introduccion.

La combinatoria es una rama de las matematicas que estudia colecciones finitas de objetos
que satisfacen unos criterios especificados, y se ocupa, en particular, del "recuento" de los
objetos de dichas colecciones (combinatoria enumerativa) y del problema de determinar si
cierto objeto "Optimo" existe (combinatoria extremal). Nosotros nos centraremos en el
estudio de la combinatoria enumerativa.

Se puede considerar que en Occidente la combinatoria surge en el
siglo XVII con los trabajos de Blaise Pascal y de Pierre Fermat
sobre la teoria de juegos de azar. Estos trabajos, que formaron los
fundamentos de la teoria de la probabilidad, contenian asimismo los
principios para determinar el numero de combinaciones de
elemeptos de un cor%junto‘ﬁnito, y asi' se establecio la tradicional =5 . o
conexion entre combinatoria y probabilidad. (1623-1662)

2. Principio o teorema del palomar o de D1rlchlet
"Si se reparten N objetos (palomas) en k cajas (nidos), y n es
mayor que K, entonces necesariamente alguna de las cajas
(nidos) recibe mas de un objeto (palomas)." Es decir,
imaginémonos que tenemos un palomar con 9 nidos, y que
hay un total de 10 palomas que desean ocuparlos, si
finalmente todas las palomas terminan metidas en los nidos,
esto significa que existe al menos un nido en el que como
minimo hay dos palomas metidas.

A este principio, se le conoce como principio del palomar. No es un teorema que te
permita calcular algo concreto, ni tampoco es un teorema que garantice la unicidad de la
solucion buscada, pues podria haber dos nidos con dos palomas y un nido quedar vacio. El
principio del Palomar, a pesar de su simplicidad, usualmente es utilizado para probar la
existencia de un numero determinado de configuraciones sobre conjuntos finitos. Veamos
otros ejemplos:

Ejemplos:

En una fiesta a la que asisten 400 personas, ;cuantos de los asistentes, como minimo,
podrian encontrar otra persona en la fiesta que tuviese su mismo dia de aniversario?

Solucion: Como el nimero de dias que tiene un afio es de 365 dias y hay un total de
cuatrocientas personas, esto significa por el principio del palomar, que al menos existe
un dia en el que como minimo dos personas cumplen afos.

Si las personas tenemos un maximo de 100000 pelos en la cabeza y Madrid tiene un
millon de habitantes ;existen dos personas con idéntica cantidad de pelos en sus
respectivas cabezas?

Solucion: Nuevamente, y segun el principio del palomar, el nimero de Madrilefos es

mayor que el numero de pelos que una persona tiene en la cabeza, luego existen dos
personas con idéntica cantidad de pelos en sus cabezas en Madrid.
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3. Principios bésicos en combinatoria.

El anélisis combinatorio, que incluye el estudio de las permutaciones, variaciones y
combinaciones, esta relacionado con la determinacion del nimero de posibilidades 16gicas
de que un suceso ocurra. Existen dos principios fundamentales para el calculo.

Principio de la suma:

Supongamos que un suceso E puede ocurrir de m maneras y un segundo suceso F puede
ocurrir de N maneras, y supongamos que ambos sucesos no pueden ocurrir al mismo
tiempo. Entonces, los sucesos E o F pueden ocurrir de m + n maneras.

Principio del producto:

Supongamos que un suceso E puede ocurrir de m maneras y, que, independientemente de
este suceso, existe otro F que puede ocurrir de n maneras. Entonces las combinaciones de
E y F pueden ocurrir de m-n maneras.

Ejemplos:

Un restaurante tiene en su menu del dia cuatro primeros, tres segundos y cinco postres.
El restaurante oferta en total: 4 + 3 + 5 = 9 platos distintos a sus clientes, aqui usamos el
principio de la suma. Un cliente que acuda al restaurante y consuma integramente la
oferta del menu, puede comer de 4-3-5 = 60 formas diferentes, estamos usando el
principio del producto.

Una carrera cuenta con 4 grupos de matematicas, 2 de quimica y 3 de fisica en un curso
de primero y a horarios distintos. La universidad en total oferta en primero4 +2+3 =9
posibilidades si escogemos un curso de cada, estamos aplicando ahora el principio de la
suma. Pero si un alumno debe matricularse en las tres materias, esto significa que puede
escoger un total 4-:2-3 = 24 horarios diferentes, estamos aplicando ahora el principio de
la multiplicacion.

4. El factorial de un namero entero.

Para todo niimero natural n, se llama factorial de n al producto de todos los naturales desde
1 hasta n. Es representado como un numero al que se le ha colocado al lado un signo de
exclamacion, es decir:

n'=n(n-1)(n-2)(n-3)-....3-211 (1)
Veamos unos ejemplos.

Ejemplos:

Calcule el factorial de todos los nimeros del 1 al 9.

Solucion: Utilizando la expresion (1):

1'=1 6!=654321=720

21=21=2 71="7-6:54321=5040
31=321=6 8!=8-7-6:5-4-3-2:1 = 40320
41=4321=24 9!1=9-87-6:5-4-3-2:1 = 362880
51=54321=120 10!=10-9-8:7-6:5-4-3-2:1 = 3628800

Matematicamente, se define que el factorial del cero es uno (0!=1).
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5. Combinaciones sin repeticion.
Una combinacion de m objetos tomados de n en n es cualquier seleccion n de los objetos,
sin importarnos el orden. El nimero de combinaciones sin repeticion viene dado por la

expresion:
m m!
C,p=| |=— @)
’ n n!(m-n)!
Ejemplo:

(De cuantas formas es posible combinar de tres en tres las letras a, b, ¢ y d?

Solucién: Las combinaciones posibles son cuatro:
(a,b,c) (a,b,d) (a,d,c) (d,b,c)

El orden de las letras da igual, solo hay cuatro formas de combinar las letras. Utilizando
la expresion (2):
4 !
C4 3 = = L — 4
’ 3) 31(4-3)!

Siete amigos hacen cola para el cine. Al llegar s6lo quedan 4 entradas. ;De cuantas
formas podrian repartirse estas entradas para ver la pelicula?

Solucion: Se trata de siete elementos tomados de 4 en 4 sin importarnos el orden.
Podemos aplicar la expresion (2) para combinaciones:
7 ! 654! 76
- __n =7654.=765=7.5=35
4) 4 (7-4)! 413! 3!

(De cuantas formas es posible extraer tres cartas de un conjunto de cuarenta?

Solucion: No importa el orden de la extraccion de las cartas, luego son combinaciones
de cuarenta cartas tomadas de tres en tres. Usando la expresion (2):

B (40} 40! 40! 40-39-38-37! 403938
403 — -

3 31(40-3)! 31:37! 31371 32

De un grupo de 12 alumnos deben formarse dos equipos de cuatro participantes para que
asistan a tres pruebas diferentes. ;Cudntas clasificaciones distintas pueden realizarse?

Solucion: Como no importa el orden, se trata de combinaciones. Hay que formar dos
equipos de cuatro personas, para el primero equipo consideraremos combinaciones de 12
personas tomadas de 4 en 4:

12 12! 12! 12-11109-8! 1211109
12.4 = = = = = = 495
4 ) 41(12-4)! 418! 41-8! 4-3-2
El segundo equipo como combinaciones de 8 personas tomadas de 4 en 4:
(8) 8 8l  87654! 8765 70
Sol4) 418-4) 414! 414 432

Calculamos ahora todas las combinaciones posibles usando el principio del producto:
N =C,,Cs, =495701=34650
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Ejercicios:
(Cuantas comisiones de tres alumnos pueden formarse con los 35 alumnos de una clase?
Sol: 6545.

Con una baraja de 52 cartas, ;cuantos grupos diferentes de cinco cartas se pueden hacer?
Sol: 2598960.

Cuantos equipos de 5 atletas se podrian formar para participar en una competicion con
los doce atletas mejor preparados? Sol: 792.

En una carrera en la que toman parte 8 caballos se juega una apuesta que consiste en
acertar los dos primeros sin tener en cuenta el orden. ;Cuantas apuestas diferentes
pueden jugarse en esa carrera? Sol: 28.

En una liga de baloncesto juegan 20 equipos, todos contra todos dos veces, ida y vuelta.
(Cuantos partidos se habran jugado al final de la misma? Sol: 380.

En una empresa de 48 trabajadores, hay que despedir a 6. ;Cuantas combinaciones de
trabajadores se pueden despedir? Sol: 12271512.

Un club de baloncesto dispone de 10 jugadores de los cuales juegan 5 a la vez. ;Cuédntos
equipos distintos de 5 jugadores pueden sacar el entrenador para cada partido? Sol: 252.

Suponiendo que existieran 100 elementos distintos en la naturaleza y que cada sustancia
estuviese formada por tres exclusivamente, y todos diferentes. ;Cudntas sustancias
distintas tendriamos? Sol: 161700.

En una reunién hay diez personas. ;Cuantos grupos de tres personas se pueden formar?
Sol: 120.

Para jugar al domino, siete fichas hacen un juego. Si el domino tiene 28 fichas, ;cudntos
juegos diferentes se pueden hacer? Sol: 1184040.

En una linea férrea hay 18 estaciones. Si el tren para en todas las estaciones, ;cuantos
tipos de billetes de viajes distintos de ida y vuelta pueden realizarse entre ellas?
Sol: 153.

Con solo seis pesas de 1, 2, 5, 10, 20 y 50 g, ;Cuantas pesadas posibles pueden hacerse?
Sol: 63.

Un estudiante tiene que contestar 8 de las 10 preguntas de un examen. ;De cuantas
formas diferentes puede contestar? ;Y si las tres primeras son obligatorias? ;Y si de las
cinco primeras ha de contestar a cuatro? Sol: 45, 21, 25.

Una persona esté interesada en contar todos los posibles resultados en el juego de la
Loteria Primitiva (49 numeros del 1 al 49 y debemos elegir 6). ;Cuantos boletos
diferentes debe hacer para tener garantizado que le toque la loteria? Sol: 13983816.

Existen 10 tipos de antiretrovirales contra el VIH. Para evitar resistencias del virus a un
tratamiento con solo antiretroviral, se suelen administrar tres al mismo tiempo. ;Cudntas
terapias diferentes de tres antiretrovirales nos es posible diseniar? Sol: 120.
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6. Combinaciones con repeticion.

Es el conjunto de todas las disposiciones distintas que se pueden formar tomando n
elementos entre los m, en los que eventualmente pueden aparecer elementos repetidos y
con la condicién de que dos disposiciones seran distintas si tienen distintos elementos, es
decir, no se tiene en cuenta el orden en la disposicion. El nimero de disposiciones se
calcula mediante la expresion:

_(m+n-1) (m+n-1)!
CRm“_£ n j_ ni(m—1)! ©)

Ejemplos:

Se reparten 3 becas iguales en una clase de 10 alumnos. Los alumnos, pueden optar a
mas de una beca. ;De cuantos modos posibles pueden repartirse estas becas entre los
diez alumnos?

Solucion: Al ser iguales las becas, no es posible darles un orden de importancia, y como
un alumno puede optar a mas de una beca, estamos ante combinaciones con repeticion:
10+3-1} @10+3-1)! 12! 121110
CRy; = ( j = = =

= = =220
3 3[10-1! 319! 321

(Cuantas fichas tiene el juego del dominé?

Solucion: Una ficha de domind es un rectangulo en el que hay dos partes, en cada una

de ellas hay una serie de puntos (de 0 a 6) que indican la puntuacion de esa parte.
7+2-1 1! ! 76! 8

CR,, = _(7+2-Dp!_ 8! :876.:£:28

: 2 2(7-n! 216! 26! 2

Una urna contiene 7 bolas de colores, dos rojas, dos blancas y tres negras. Calcular todas
las combinaciones posibles de tres en tres.

Solucion: Desarrollaremos el problema como combinaciones con repeticion de tres
elementos tomados de tres en tres.

3+43-1) (B+3-1)! 5! 543! 54
CR3 3 = = = = = —=
’ 3 313-1! 3121 3121 2
Pero ahora, hay que descontar dos casos, el caso de las tres bolas rojas y el de las tres
blancas, pues no podemos sacar de la urna mas que dos bolas rojas o dos blancas. Por

tanto el nimero total de casos es de:
N=10-2=8

10

Las notas de una clase de 10 alumnos pueden ser, suspenso, aprobado, notable,
sobresaliente y matricula de honor. Cuantas combinaciones de notas con los 10 alumnos
es posible obtener en esa clase.

Solucion: Se trata de combinaciones con repeticion de cinco elementos tomados de diez
en diez.
C B [5+10—1J _(5+10-1)! 14! 1413121110! 14131211
5,10 — - -

= = =1001
10 10!(5-1)! 10!-4! 10!-4! 4-3-2:1
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Ejercicios:
En una pasteleria hay 6 tipos distintos de pasteles. ;De cuantas formas se pueden elegir
4 pasteles? Sol: 126.

Calcula cuantos productos de dos factores se pueden formar con los digitos 2, 3 y 5 si se
pudiese repetir factores. Sol: 6.

En una bodega hay en un cinco tipos diferentes de botellas. ;De cuantas formas se
pueden elegir cuatro botellas? Sol: 70.

Suponiendo que existieran 100 elementos distintos en la naturaleza y que cada sustancia
estuviese formada por tres exclusivamente, pudiendo en una misma sustancia haber
elementos repetidos. ;Cuantas sustancias distintas tendriamos? Sol: 171700.

Una determinada especie animal se compone de tres razas puras: rojos, blancos y
amarillos. Cinco son los genes que determina la tonalidad de su piel, si son AAAAA es
raza amarilla pura y si es BBBBB es blanco puro. Si la mezcla fuese AABBB es un
amarillo bastante claro. ;Cuantas mezclas genéticas podemos hacer? Sol: 21.

En un acuario queremos meter 20 peces. Tras visitar una tienda de acuarios, nos han
gustado mucho los neones, las cebras y los guppis. ;{Cuantas combinaciones de peces
para nuestro acuario podemos hacer? Sol: 1540.

Una maquina recreativa de un bar tiene tres ruletas en las cuales hay dibujadas seis
frutas diferentes (cerezas, naranjas, kivis, limones, fresas y melones) y dos dibujos més
(diamantes y monedas). Se hacen girar las ruletas, hasta que las tres quedan paradas.
Calcular cuantos resultados posibles puede darnos la maquina sin importarnos el orden
de los mismos. Sol: 120.

Las notas de una clase de 10 alumnos pueden ser, suspenso, aprobado, notable,
sobresaliente y matricula de honor. Cuantas combinaciones de notas con los 10 alumnos
es posible obtener en esa clase si tenemos en cuenta que esta prohibido otorgar mas de
tres matriculas de honor. Sol: 671.

Una urna contiene 10 bolas de colores: 6 rojas y 4 verdes. Si extraemos 6 bolas de la
urna al mismo tiempo, ;cuantas combinaciones son posibles? Sol: 5.

Una urna contiene 10 bolas de colores: 4 rojas, 3 verdes y 3 azules. Si extraemos 6 bolas
de la urna al mismo tiempo, ;cudntas combinaciones son posibles? Sol: 13.

Resuelve las siguientes ecuaciones:

7CR
a) CRx,3 = 2.CRX,2 b) CRx,4 = 6.CRX,2 C) CRX,4 = CRX,3 + =

3

Sol: a) 4;b) 6; ¢) 5.
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7. Variaciones sin repeticion.
Las variaciones sin repeticion de m elementos tomados de n en n se definen como las
distintas agrupaciones formadas con n elementos distintos, eligiéndolos de entre los m
elementos de que disponemos, considerando una variacion distinta a otra tanto si difieren
en algun elemento como si estan situados en distinto orden.

m!

:(m—nﬂ

(4)

m,n

Ejemplo:

E14 Una urna tiene 8 bolas diferentes. Si vamos sacando bolas de una en una y colocandolas
por orden de extraccion, calcule el numero de posibles extracciones ordenadas si
sacasemos 3 bolas mediante este procedimiento.

Solucién: No hay repeticiones ya que no se devuelven las bolas a la urna y todas las
bolas son diferentes. Como las extracciones son ordenadas (primera, segunda y tercera),
tendremos un orden. Esto significa, que estamos ante un problema de variaciones con
repeticion, por tanto podemos calcular el nimero posible de extracciones mediante la
expresion (4):
! !
V8,3 = i = 8_ =
8-3)! 5!

E15 (Cuantos nimeros de tres cifras distintas podemos formar con los numeros 1, 2, 3,4 y 5?

Solucion: El orden importa porque hablamos de formar numeros de tres cifras. Se trata
pues de variaciones de 5 elementos tomados de 3 en 3. Resolvemos por tanto mediante
la expresion (4):
5! 5!
V5 3 = = —=
T (5-3) 2!

E16 ;De cuantas formas pueden sentarse 10 personas en un banco si hay 4 sitios disponibles?

Solucidn: El orden de como se sienten las personas nos importa, ya que consideraremos
que todos los sitios son diferentes y que es imposible que una persona esté en dos sitios
al mismo tiempo. Por tanto, variaciones sin repeticion:
10! 10!
Vi, =——=—=109-87=5040
T (10-4)! e!

E17 Una organizacion estudiantil tiene que elegir un delegado y un subdelegado. Hay 7
candidatos. ;Cuantas posibilidades existen para realizar la seleccion?

Solucion: El orden de como se elijan los candidatos tomados de dos en dos importa, y
no se puede ser delegado y subdelegado al mismo tiempo, es un caso de variaciones sin
repeticion:
7! 7!
V,,= =—="76543=2520
T(T7-2) 2!
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Ejercicios:
Con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ;cuantos nimeros de tres cifras distintas se pueden
hacer? Sol: 210.

(De cuantas formas se pueden sentar tres personas en seis sillas? Sol: 120.

(De cuantas maneras diferentes se pueden repartir tres premios distintos entre Juan,
Pedro, Maria, Alicia y Pilar? Sol: 60.

Se tienen 7 libros y solo 3 espacios en una biblioteca, y se quiere calcular de cuantas
maneras se pueden colocar 3 libros elegidos; entre los siete dados, suponiendo que no
existan razones para preferir alguno. Sol: 210.

Un entrenador de fatbol dispone en la plantilla de su equipo de 7 delanteros de la misma
calidad y que pueden actuar indistintamente en los tres puestos de ataque del equipo
(izquierda, centro y derecha). ;Cuantas delanteras distintas podria confeccionar?

Sol: 210.

Se reparten 3 premios distintos en una clase de 10 alumnos. ;De cuantos modos posibles
pueden repartirse estos premios entre los diez alumnos? Sol: 720.

Una linea de ferrocarril tiene 25 estaciones. ;Cuantos tipos de billetes diferentes habra
que imprimir si cada billete lleva impresas las estaciones de origen y destino? Sol: 600.

Un barco tiene diez banderas diferentes para hacer sefiales y cada sefial se forma colocando
4 banderas en un mastil, en orden vertical. ;Cuantas sefales distintas pueden hacer desde el
barco? Sol: 5040.

(Cuantos nimeros naturales existen que sean mayores que 5000 y menores que 8000
con todas las cifras diferentes? Sol: 1512.

El séxtuplo del nimero de combinaciones que se puede formar con m objetos tomados
de 3 en 3 es igual al nimero de variaciones que se pueden formar con m — 1 objetos
tomados de cuatro en cuatro. Halla el valor de m, suponiendo que es mayor que cuatro.
Sol: m=6.

La diferencia entre el nimero de variaciones binarias de m objetos y el de combinaciones
binarias de los mismos m objetos es 136. Halla el nimero de objetos. Sol: m = 17.

En las variaciones sin repeticion que podemos formar con las nueve cifras significativas
tomadas de tres en tres, jcuantas veces esta la cifra 7? Sol: 168.

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)V,,=20 b) V., =20V, )V, +V, ,+V, ,, =98

d) Vx,4 = 20'Vx,2 €) 2Vx—1,2 -4 :Vx+l,2
Sol:a)5;b)7;¢)8;d)7;e) 7.
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8. Variaciones con repeticion.

Las variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n se definen como las
distintas agrupaciones formadas con n elementos que pueden repetirse, eligiéndolos de
entre los m elementos de que disponemos, considerando una variacion distinta a otra tanto
si difieren en algun elemento como si estan situados en distinto orden.

VR,,=m" (4)

Ejemplos:

Una urna tiene 8 bolas numeradas del 1 al 8. Si vamos sacando bolas de una en una,
anotando su cantidad y devolviéndolas a la urna antes de la siguiente extraccion, calcule
el nimero de posibles combinaciones, ordenadas por extracciéon, de nimeros que
podemos llegar a tener si sacasemos 3 bolas mediante este procedimiento.

Solucion: Como las bolas son devueltas a la urna, habra repeticiones. Como las
extracciones son ordenadas (primera, segunda y tercera), tendremos un orden. Esto
significa, que estamos ante un problema de variaciones con repeticion, por tanto
podemos calcular el nimero posible de extracciones mediante la expresion ():

VR, =8’ =512

Se reparten 3 premios distintos en una clase de 10 alumnos. Pudiendo un alumno optar a
mas de un premio. ;De cuantos modos posibles pueden repartirse estos premios entre los
diez alumnos?

Solucion: Nos importa el orden de los premios, ya que son distingibles. Un alumno
puede repetir premio, luego se trata de variaciones con repeticion:

VR, =10° =1000

Una matricula de coche de un pais europeo esta formado por 3 letras elegidas entre 27 y
4 numeros escogidos entre los nimeros comprendidos entre 0 y 9. ;Cuéntos coches se
pueden matricular en cada pais con este sistema?

Solucion: Como el orden de colocacion de las letras y los nimeros importa, y como la
cantidad de letras y nimeros cogidos es inferior a los totales, hay que hacer por tanto
dos problemas de variaciones con repeticion, uno para las letras y otro para los nimeros:

Para las letras: VR,,, =27° =19683
=10* =10000

Multiplicando entre si ahora estas variaciones, obtendremos el nimero de coches que
pueden matricularse en un pais con este sistema:
VR,,;VR,;, =196830000

Para los nimeros: VR, ,,

Resuelve: VR, , -V, , =17

Solucion: Usando las expresiones (3) y (4) con la ecuacion:

' NP

VR, -V, =17 5> x-— = 17 2 X =D (x=2)!
- (x-2)! (x-2)!

x=17

=17 > x> =x(x=-1)=17
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Ejercicios:
Cinco jueces de un deporte determinado disponen de una cartulina en la que por un lado
hay un 1 y por el otro un 0. ;Cuantas combinaciones pueden darse? Sol: 32.

(Cuantos resultados diferentes se producen al lanzar 5 dados de distinto color y anotar
los resultados de la cara superior? Sol: 7776.

(Cuantas resultados distintos de partidos de futbol hay que rellenar en las quinielas de
futbol para tener la seguridad de acertar cinco resultados? Sol: 243.

Si las matriculas de vehiculos estuviesen formadas por un nimero de cuatro digitos y de
dos letras, sin repetirse ninguna (abecedario de 28). ;Cuantas matriculas distintas se
pueden formar? Sol: 7560000.

Con un punto y una raya (simbolos clasicos del alfabeto Morse) ;Cuantas sefiales
distintas de 5 digitos pueden hacerse? Sol: 32.

Se dispone de siete colores para disefiar una bandera que tiene tres franjas horizontales
de igual ancho pero de distinto color.

a) (Cuantas banderas se pueden disefiar que no tenga ningtn color repetido?

b) (Y sise puede repetir los colores?
Sol: a) 210; b) 343.

Halla el nimero minimo de habitantes que debe tener una ciudad para que sea inevitable
que al menos dos habitantes tengan las mismas iniciales de su nombre y dos apellidos.

Sup6n un alfabeto de 28 letras. Sol: 21953.

En las variaciones con repeticion que podemos formar con las nueve cifras significativas
tomadas de tres en tres, jcudntas veces esta la cifra 7? Sol: 192.

(Cuantas quinielas de futbol (con 15 partidos) hay que rellenar para asegurar un pleno?
Sol: 14348907.

(Cuantos resultados diferentes se producen al lanzar 5 dados de distinto color y anotar
los resultados de la cara superior? Sol: 7776.

Las cuatro bases nitrogenadas del ADN son guanina, adenina, citosina y timina.
[ Cuantos genes de 10 bases nitrogenadas podemos formar? Sol: 1048576.

(Cuantos numeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 0, 1, 2,3,4,5,6,7,8y
9? Las cifras se pueden repetir. Sol: 900.

Cuantas palabras de 5 letras podemos formar con 28 letras de un alfabeto. Sol: 17210368.

El sistema numérico hexadecimal se construye con 16 nimeros {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9, A, B, C, D, E, F}. Cuantos niimeros de tres cifras podemos representar. Sol: 4096.
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9. Permutaciones sin repeticion.

Las permutaciones sin repeticion de m elementos se definen como las distintas formas de
ordenar todos esos elementos distintos, por lo que la unica diferencia entre ellas es el orden
de colocacion de sus elementos. Basicamente son variaciones de m elementos tomados de

men m.
P, :Vm’m =m! (6)
Ejemplo:

E22 ;De cuantas formas pueden colocarse en una fila cinco personas?

Solucién: En este ejemplo apreciamos que importa el orden. Se trata de permutar cinco
elementos de cinco en cinco, aplicando la expresion (5):
P, =5!=120

E23 De cuantas formas pueden ordenarse siete personas, entre las que figuran Juan y Maria,
de manera que tanto Juan como Maria estén colocados uno al lado del otro.

Solucién: Este es un problema de permutaciones sin repeticion porque el orden importa
y porque cogemos M elementos diferentes de m en m. Para resolver este problema,
consideraremos que tanto Juan como Maria forman una sola persona, ya que son
inseparables. De esta forma consideraremos que hay solo seis elementos permutando.

P, =6!=720
Juan y Maria también pueden permutar entre si, por tanto:
P,=21=2

El numero total de permutaciones posibles bajo las condiciones del problema sera de:
N =P,-P, =2-720 =1440

E24 ;Cual es el nimero de colocaciones diferentes de 7 libros diferentes en una estanteria de
modo que tres libros determinados estén siempre separados entre si?

Solucién: Describamos mediante una tabla, el nimero de separaciones posibles de tres
libros:

I° | X | X | X | X | X | X
2° X | X
3 1 X | X | X X
4° X | X X | X
5 1 X X X
6° X X X
7° X X | X X | X
En total, diez colocaciones. En cada una de esas colocaciones, podemos permutar de
posicion tres libros, y en las 4 restantes permutar los cuatro libros restantes.
P,=31=6 P,=4!=24
Por el principio del producto, el nimero de casos totales sera:
N =10-6-24 =1440
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Ejercicios:
De cuantas formas distintas pueden sentarse cuatro personas alrededor de una mesa.
Sol: 6.

En una carrera participan cinco coches. ;Cuantas clasificaciones se pueden producir al
final, si cada uno de los coches emplean distintos tiempos? Sol: 120.

Un técnico de sonido tiene que unir 6 terminales en 6 conexiones. Si lo hiciera al azar,
(de cuantas formas diferentes podria completar las conexiones? Sol: 720.

[ De cuantas formas pueden sentarse 8 amigos en una fila de 8 butacas numeradas de un
cine? Sol: 40320.

Con las letras de la palabra CINEMA:
a) (Cudantas palabras distintas, tengan sentido o no, se pueden formar?
b) (Cuantas terminan en A?
¢) (Cuantas empiezan con N?
d) (Cuantas empiezan con C y terminan en [?
e) (Cuantas empiezan con vocal?
f) (Cuantas tienen vocal y consonante alternadas?

Sol: a) 720; b) 120; c¢) 120; d) 24; ¢) 360; f) 72.

(m] Vina
Cmn = =0
’ n P

Hay que colocar a 5 hombres y 4 mujeres en una fila de modo que las mujeres ocupen
los lugares pares. /De cuantas maneras puede hacerse? Sol: 2880 maneras.

Demostrar que:

(Cuantos nimeros distintos de seis cifras se pueden formar con cuatro “2” y cuatro “3”?
Sol: 50.

(De cuantas maneras pueden alinearse 10 personas, si 3 de ellas deben estar juntas?
Sol: 241920.

(Cuadl es el nimero de colocaciones diferentes de 8 libros en una estanteria de modo que
cuatro libros determinados estén siempre separados entre si? Sol: 2880.

Cuatro libros distintos de matematicas, seis distintos fisica y dos distintos de quimica
han de colocarse en una estanteria. ;Cuantas colocaciones distintas se admiten si los
libros de cada materia han de estar juntos? Sol: 207360 colocaciones.

(Cuales de las siguientes expresiones tiene mayor valor: C, ,, P, V.

9,45

VR,,? Sol: V,,.

26,32

Resuelve las ecuaciones:
a) P,,=PRP, b) P =P, -3P, c) 12:P +5
Sol: a) 1;b) 3;¢) 5.

X+ T Px+2

-128 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

10. Permutaciones con repeticion.
Es el conjunto de todas las disposiciones distintas que se pueden formar con los m

elementos, en los que en cada disposicion cada elemento puede aparecer, Ny, Ny, ..., Npy
veces repetido y esto en un orden determinado, con:
n+n,+...+n,=n n,n,,...,Nn, =0
El nimero de disposiciones posibles se calcula mediante la expresion:
n!
PR = n!n,!-.n! ©)
Ejemplos:
E25 Calcular el niimero de permutaciones posibles que se pueden formar con las letras de las

palabras:

a) UNUSUAL.

b) SOCIOLOGICAL.

c) GANAR

Solucidn: En este ejemplo apreciamos que importa el orden, y ademas de eso hay
repeticion de palabras. Se trata de permutaciones con repeticion, por tanto, y por cada
caso, emplearemos la expresion () para contar el numero total de permutaciones:

a) En la palabra UNUSUAL, la cantidad de veces repetida cada letra es:

n,=3 n, =1 ng =1 ng =1 n =1
Un total de letras de n = 7. El numero de permutaciones sera por tanto:
RP, ;11 = l _ 76343 =7-6-54 =840
””” RINIRIREOY 3!
b) En la palabra SOCIOLOGICAL, la cantidad de cada letra es:
N, =3 n, =1 n =2 ng =1 n =2 ng =1 Ne=2
Un total de letras de n = 12. El nimero de permutaciones sera por tanto:
| 11.10-0-.7-6-5-4. | 11.10-0-R.7.64.5.
PRo1aias = 12! :1211109876543.:121110987654:9979200
T 3020120112 31-21:21-21 8

b) En la palabra GANAR, la cantidad de cada letra es:

ng =1 n,=2 ng =1 ng =1
Un total de letras de n = 5. El nimero de permutaciones sera:
50 54321

—543=60

PR =10 ™ 2

E26 De cuantas formas ordenadas en la parrilla de un programa pueden distribuirse cuatro
actuaciones de canto y tres de humor.

Solucion: Siete elementos que pueden distribuirse en siete posiciones y de forma
ordenada, cuatro de canto y tres de humor, son permutaciones con repeticion.

ncanto = 4 nhumor = 3
| 6-5-4) -6

PR, = 7! :7654.:765:35
T30 413) 6
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Ejercicios:

(Cuantas quinielas hay que hacer que tengan cinco 1, cinco 2 y cuatro X? Sol: 252252.
(Cuantas quinielas hay que hacer que tengan trece 1 y una X? Sol: 14.

(De cuantas maneras se pueden ordenar las letras de la palabra AMASAS? Sol: 60.
(De cuantas formas podemos ordenar las letras de la palabra CALABAZA? Sol: 1680.

(Cual es el nimero total de permutaciones que pueden formarse con las letras de la
palabra MATEMATICA? Sol: 151200.

(Cuantas quinielas diferentes se pueden formar que tengan 8 unos, 3 equis y 4 doses?
Sol: 225225.

Cuatro libros iguales de matematicas, seis iguales de fisica y dos iguales de quimica han
de colocarse en una estanteria. ;Cudntas colocaciones distintas se admiten de los libros?
Sol: 13860 colocaciones.

De cuantas maneras se pueden colocarlas figuras blancas (un rey, una dama, dos alfiles,
dos torres y dos caballos) en la primera fila del tablero de ajedrez. Sol: 5040.

(Cuantas palabras de 12 letras se pueden formar con la palabra AYUNTAMIENTO, de
tal manera que siempre comiencen y terminen por vocal? Sol: 13608000.

Disponemos en un pequeilo frigorifico de una huevera en la que pueden meterse
ordenadamente diez huevos. ;De cudntas formas ordenadas pueden colocarse 7 huevos

indistinguibles? Sol: 120.

Si en un aula hay 10 asientos vacios y numerados. ;De cuantas formas ordenadas
pueden sentarse 7 alumnos? Sol: 60480.
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Ejercicios de probabilidad simple v compuesta.

Hay 87 canicas en una bolsa y 68 son verdes. Si se escoge una, ;cual es la probabilidad
de que esta sea verde? Sol: 0.78.

(Cual es la probabilidad de que al lanzar al aire dos dados, salgan dos nimeros iguales?
Sol: 1/6.

Tenemos una bolsa con nueve bolas numeradas del 1 al 9. Realizamos el experimento
que consiste en sacar una bola y anotar el numero. Calcula la probabilidad:

a) De sacar un numero primo.

b) De sacar un nimero mayor que 8.
Sol: a) 5/9; b) 1/9.

Lanzamos al aire un dado dodecaédrico, es decir un poliedro regular con 12 caras,
numeradas del 1 al 12. Calcular la probabilidad de:

a) Obtener un 8.

b) Obtener multiplo de 3.

¢) Obtener nimero primo.
Sol: a) 1/12; b) 1/3; ¢) 1/2.

De una urna que contiene 8 bolas rojas, 5 amarillas y 7 verdes se extrae una al azar.
Calcula:

a) Probabilidad de sacar una bola roja.

b) Probabilidad de sacar una bola verde.

c) Probabilidad de sacar una bola roja o amarilla.

d) Probabilidad de sacar una bola amarilla o verde.
Sol: a) 2/5; b) 7/20; ¢) 13/20; d) 3/5.

En una clase hay 10 alumnas rubias, 20 morenas, 5 alumnos rubios y 10 morenos.
Un dia sdlo asisten 44. Calctlese la probabilidad de que la persona que falte sea:
a) Hombre.
b) Mujer.
¢) Hombre rubio.
d) Mujer morena.
e) Hombre moreno o mujer rubia.
f) Hombre rubio o mujer morena.
g) Hombre o mujer.
h) Persona pelirroja.
Sol: a) 1/3; b) 2/3; ¢) 1/9; d) 4/9; e) 4/9; ) 5/9; g) 1; h) 0.

Dibuja en diagramas de Venn las siguientes probabilidades:

a) P(A) b) P(B) ¢) P(AUB) d) P(ANB)
e) P(A) f) P(B) g) P(AUB) h) P(ANB)
i) P(ANB) j) P(ANB) k) P(ANB) ) P(AUB)
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Sol:

a) r b) r

) ( X (

. . h) .
il e
k) r 1) r

8° Se consideran los siguientes sucesos:
P(A)=0.6 P(B)=0.8 P(AnB)=0.5

Calcula:

a) P(A) b) P(B) ¢) P(ANB)
d) P(AUB) e) P(AUB) f) P(ANB)
g) P(ANB) h) P(ANB) i) P(AUB)

Sol: a) 0.4;b) 0.2; ¢) 0.5;d) 0.9; ¢) 0.1; ) 0.3; g) 0.1; h) 0.1; 1) 0.5.
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Sean A y B dos sucesos cualesquiera del mismo espacio de sucesos, tales que:

3 1 1
P(A)_g P(B)—E P(AmB)_Z

Calcula:

a) P(A) b) P(AUB) ¢) P(AUB)

d) P(ANB) e) P(ANB) f) P(ANB)

Sol: a) 5/8; b) 5/8; ¢) 3/4; d) 3/8; e) 1/8; 1) 1/4.

Sean A y B dos sucesos tales que:
3 1
P(A)== P(B)=—
(A) 2 (B) 5

Calcula para qué valor de P(A U B) los sucesos A y B son independientes. Sol: 11/16.

Sean A y B dos sucesos tales que:
4 - 2 — 1
P(AUB)=— P(A)=— P(B)=—
( ) . (A) S (B) 5
a) (Son Ay B incompatibles?
b) (Son A y B independientes?
Sol: a) No son incompatibles; b) Si lo son.

Sean A y B dos sucesos con probabilidades:

P(A)=04 P(B)=0.7
Determina los posibles valores del maximo y del minimo de P(AnB) y las condiciones
en que se consigue cada uno de estos valores. Sol: El minimo es 0 y 0.4 el maximo.

Sean A, By C tres sucesos independientes tales que:

P(A)=0.2 P(B)=0.8 P(C)=0.7
Halla las probabilidades de los sucesos siguientes:
a) P(AUB) b) P(AUC) c) P(BUO)

Sol: a) 0.84; b) 0.76; ¢) 0.94.

Siendo A y B sucesos incompatibles de un cierto espacio tales que:
P(A)=0.2 P(B)=0.4

Calcular P(ANB). Sol: 0.4.

Sean A y B dos sucesos con:

P(A)=0.5 P(B)=0.3 P(AmB)=0.1
Calcular:
a) P(A/B) b) P(A/ANB)
¢) P(AnB/AUB) d) P(A/AUB)

Sol: a) 0.33;b) 1;¢) 0.14;d) 0.71.

Sean A y B dos sucesos tales que:
P(A)=0.5 P(B)=0.4 P(AUB)=0.75
Calcular:
a) P(B/A) b) P(A/B)
Sol: a) 0.5; b) 0.58.
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Se sabe que A y B son dos sucesos cuyas probabilidades son:
P(A)=0.7 P(B)=0.5 P(AUB) =0.75
Calcular P(B/A)y P(ANB). Sol: a) 0.64, b) 0.25.

Un sistema esta formado por dos componentes A y B. El sistema funciona si lo hace
alguna de las componentes. Si:

P(A)=0.38 P(B)=10.7 P(ANB) = 0.6
(Cual es la probabilidad de que el sistema no funcione? Sol: 0.9.

Se dispone de la siguiente informacion relativa a los sucesos A y B:
P(A)=0.6 P(B)=0.2 P(AnB)=0.12
a) Calcular las probabilidades P(AUB) y P(A/(AUB)).

b) ¢(Son incompatibles? ;Son independientes?
Sol: a) P(AUB)=0.68, P(A/(AUB))=0.88; b) Son compatibles e independientes.

Sean A y B dos sucesos tales que:
P(A)=0.6 P(B)=10.2 P(AUB)=0.7
a) Calculese P(ANB) y razonese si los sucesos A y B son independientes.
b) Calculese P(AUB).

Sol: a) P(AnB) = 0.1, los sucesos no son independientes; b) 0.3.

Se lanzan dos dados. Calculese la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos:
a) A = {se obtiene 5 en alguno de los dados}.
b) B = {se obtiene un doble}.
c) AUB.
d) AnB.
Sol: a) 11/36; b) 1/6; ¢) 4/9; d) 1/36.

En un curso, el porcentaje de aprobados en historia (A) es del 60 % y de matematicas
(B) es del 55 %. Sabiendo que P(B/A) = 0.7. Hallar P(A/B). ;Cual es la probabilidad
de que escogido al azar un alumno resulte no haber aprobado ninguna de las dos
asignaturas? Sol: 0.27.

Calcular la probabilidad de sacar exactamente dos cruces al tirar una moneda cuatro
veces. Sol: 6/16.

Con las cifras 1, 2, 3, 4, 5 formamos los nimeros posibles de tres cifras distintas. Si
formamos un nimero al azar, ;cual es la probabilidad de que sea par? Sol:

Un grupo de 10 personas se sienta en un banco. ;Cual es la probabilidad de que dos
personas fijadas de antemano se sienten juntas? Sol: 4.96:10°°.

Lanzamos dos monedas al aire (primero una y luego la otra). Calcular la probabilidad
de obtener:

a) Una sola cara.

b) Al menos una cara.

¢) Dos caras.
Sol: a) 1/2; b) 3/4; ¢) 1/4.
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(Cual es la probabilidad de que arrojando un dado tres veces, salga, al menos una vez
el seis? Sol: 91/216.

Calcula la probabilidad de que al tirar dos dados al aire, salga:
a) Una suma par.
b) Una suma mayor que diez.
¢) Una suma que sea multiplo de 3.
d) Una suma mayor que 6.
e) Una suma menor que 10.
f) Una suma menor o igual que 10.
g) Una suma comprendida entre 6 y 10.
h) Dos nlimeros impares.
i) Al menos un numero impar.
Sol: a) 1/2; b) 1/12; ¢) 1/3; d) 7/12; e) 8/9; f) 11/12; g) 5/12; h) 1/4; 1) 3/4.

Seis personas estan sentadas en un banco, calcula la probabilidad de que dos concretas
estén juntas. Sol: 1/3.

En una bolsa hay 7 bolas blancas y 3 negras. ;Cual es la probabilidad de que al extraer
cuatro bolas a la vez sean las cuatro blancas? Sol: 1/6.

Tenemos tres dados: uno blanco, otro negro y el tercero rojo. ;Cual es la probabilidad
de que salga par en el blanco, multiplo de 3 en el negro y mayor que 3 en el rojo?
Sol: 1/12.

Cual es la probabilidad de que al extraer simultaneamente tres cartas de una baraja de
40 cartas, salgan un as y dos cartas iguales entre si. Sol: 1/247.

(Cual es la probabilidad de que al hacer cuatro extracciones sucesivas en una baraja
espafiola, con reemplazamiento, salgan un as, un tres, un tres, y un caballo? Sol: (1/ 10)4.

En una baraja espafiola se extraen, simultaneamente, tres cartas. ;Que probabilidad hay
de que salgan dos reyes? Sol: 27/1235.

En una baraja espafiola:
a) ¢Cual es la probabilidad de que en una extraccion simultanea de tres cartas
salgan tres oros?
b) (Y de que salgan la primera copas, la segunda espadas y la tercera oros en tres
extracciones sucesivas sin devolucion de la carta extraida?
¢) (Y laprobabilidad de que salgan las tres de distinto palo extraidas
sucesivamente sin devolucion?
Sol: a) 3/247; b) 25/1482; c¢) 100/247

De una baraja espafiola se extraen dos naipes sucesivamente y sin devolver al mazo.
Hallar la probabilidad de extraer:

a) Dos ases.

b) En la primera as y la segunda tres.

¢) Unasy un tres.

d) Dos oros.

e) Del mismo palo.
Sol: a) 1/130; b) 2/195; ¢) 4/195; d) 3/52; e) 3/13.
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Si se tienen dos barajas de 40 cartas cada una, jcual es la probabilidad de que al sacar
una de cada baraja salgan dos ases? Y si se mezclan las dos barajas y se sacan de una
vez dos cartas, jcual es la probabilidad de que sean dos ases? Sol: 1/100; 7/790.

De una baraja de 40 cartas se extraen 3 cartas sucesivamente: con reemplazamiento y
sin reemplazamiento. Hallar en los tres casos las siguientes probabilidades:

a) Por lo menos una de las cartas es un as.

b) las tres son de oros.

¢) Una solo sea un oro.

d) Ninguna es un as.

e) Sean del mismo palo.
Sol: a) 271/1000; 137/494; b) 1/64; 3/247; ¢) 261/640; 435/988; d) 729/1000; 357/494;

e) 1/16; 12/247; 12/247.

De una baraja espafiola se extraen dos naipes sucesivamente y sin devolver al mazo.
Hallar la probabilidad de extraer:

a) Dos ases.

b) Un asy un tres.

¢) La primera un asy la segunda un tres.

d) Dos espadas.

e) Dos cartas de igual palo.
Sol: a) 1/130; b) 4/195; ¢) 2/195; d) 3/52; e) 3/13.

En una bolsa hay 10 bolas blancas y 15 negras. Si se hacen tres extracciones seguidas,
[qué probabilidad habré de que las 3 bolas sean blancas?

a) Devolviendo cada vez la bola extraida.

b) No devolviéndola.
Sol: a) 8/125; b) 6/115.

Una urna contiene 10 bolas blancas y 5 negras. Se extraen dos bolas al azar sin
reemplazamiento. ;Cual es la probabilidad de que sean del mismo color? Sol: 0.489.

Una urna contiene 3 bolas blancas y 5 bolas negras. Otra contiene 1 blanca y 3 negras.
Hallar la probabilidad de que, al extraer una bola de cada urna, ambas sean negras.
Sol: 15/32.

Una urna contiene 10 bolas blancas, 5 amarillas y 5 negras. Se extrae una bola al azar y
se sabe que no es blanca. ;Cudl es la probabilidad de que sea negra? Sol: 0.5.

En una urna hay 5 bolas rojas, 5 amarillas y 5 negras. Se sacan, sucesivamente 4 bolas,
devolviéndolas cada vez. ;Qué probabilidad existe de que se extraiga igual numero de
bolas rojas que amarillas? Sol: 19/81.

En una bolsa hay 6 bolas blancas y 5 negras. Calcular la probabilidad de extraer:
a) cuatro bolas a la vez que no sean blancas.
b) cuatro bolas blancas.
¢) cuatro bolas negras.

Sol: a) 21/22; b) 1/22; ¢) 1/66.
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46° En una bolsa hay 6 bolas blancas, 3 negras y 9 rojas. Al sacar tres a la vez, determinar
la probabilidad de:
a) Que dos sean blancas.
b) Que ninguna sea blanca.
¢) Que sean de distinto color.
Sol: a) 0.22; b) 0.27; ¢) 0.199.

47° En una urna hay tres bolas blancas y dos negras. Se extrae una bola al azar, se observa
su color y se devuelve a la urna. Calcular la probabilidad de que en dos extracciones se
obtengan:
a) Dos bolas negras.
b) Una bola de cada color.
¢) Dos bolas blancas.
Sol: a) 4/25; b) 12/25; ¢) 9/25.

48° Dos urnas tienen las siguientes bolas: la primera, 5 bolas blancas, 5 negras y 5 rojas 'y
la segunda, 3 blancas, 3 negras y 5 rojas. Se traspasa una bola, escogida al azar, de la
primera urna a la otra y, a continuacion, se extrae una bola de esta urna, que resulta ser
roja. ;Cual es la probabilidad de que la bola traspasada fuese blanca? Sol: 5/16

49° Se dispone de tres tipos de urnas, A, B y C. La urna tipo A contienen 5 bolas blancas y
5 negras, la urna tipo B contienen 8 bolas blancas y 2 negras, la urna tipo C contiene
1 bola blanca y 4 negras. Se dispone de 5 urnas del tipo A, 3 del tipo B y 2 del tipo C.
Se saca una bola de una urna elegida al azar y resulto ser blanca. Calcular la
probabilidad de que la urna elegida sea del tipo B. Sol: 0.4528.

50° Tenemos tres urnas: La urna A contiene 2 bolas rojas y 3 amarillas; la urna B contiene
3 bolas rojas y 1 amarilla y la urna C contiene 2 bolas rojas y 4 amarillas. Se escoge
una urna al azar y se saca una bola de esa urna. Si la bola es roja. ;Cual es la
probabilidad de que sea de la urna A? Sol: 24/89.

51° En una caja A, hay 10 bombillas, de las que 3 no funcionan; en otra caja B, hay 8 con
2 fundidas; y en una ultima caja C hay 12 bombillas de las que 3 con defectuosas.
Escogida una caja al azar, de la que se extrae, sin mirar, una bombilla:
a) (Cual es la probabilidad de que no funcione?
b) Sisalié una bombilla fundida, ;cual es la probabilidad de que fuese de la caja A?
Sol: a) 4/15; b) 3/8.

52° Un lote de diez articulos tiene tres defectuosos. Se extraen tres articulos del lote al
azar, uno tras otro y sin devolverlos. Calcular la probabilidad de que todos estén bien.
Sol: 7/24.

53° De las piezas producidas en una fébrica, el 80% son producidas por una maquina A 'y
el resto por una maquina B. EI 10% de las piezas producidas por A son defectuosas, y
el 6% de las producidas por B son defectuosas.

a) Elegida una pieza producida en esa fabrica al azar, ;cudl es la probabilidad de
que sea defectuosa?
b) Se elige al azar una pieza y resulta ser defectuosa, ;cudl es la probabilidad de
que haya sido producida por la maquina A?
Sol: a) 0.092; b) 0.87.
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El 3% y el 5%, respectivamente, de las piezas producidas por dos maquinas X ¢ Y son
defectuosas. Se elige al azar una pieza de las producidas por X y otra de las producidas
porY.

a) (Cual es la probabilidad de que las dos sean defectuosas?

b) (Y de que al menos una lo sea?
Sol: 0.0015; 0.078S5.

El 60% de los habitantes de una ciudad lee el periddico A, el 35% el B y un 15%
ambos. Elegido un ciudadano al azar, calcular las probabilidades de:

a) Sea lector de algtn periddico.

b) No lea la prensa.

c) Lea sdlo el periddico A.

d) Lea sdlo uno de los dos periddicos.

Sol: a) 0.8; b) 0.2; ¢) 0.45; d) 0.65.

Un producto esta formado por tres piezas: A, By C. El proceso de fabricacion es tal
que la probabilidad de que la pieza A sea defectuosa es 0.03; de que la pieza B sea
defectuosa es 0.02; y de que la pieza C sea defectuosa es de 0.01. El producto no
funciona si alguna de las piezas es defectuosa.

a) (Cuadl es la probabilidad de que el producto no funcione?

b) Otro producto consta de dos piezas de A y una de B, ;cudl es la probabilidad de

que no funcione?

Sol: a) 0.059; b) 0.078.

En una provincia, el 48% de sus habitantes son lectores del diario A, el 55% del By el
22% de ambos. Si se escoge un ciudadano al azar cudl es la probabilidad de que:

a) No lea prensa.

b) Lea sdlo el diario A.

c) Lea sdlo uno de los dos diarios.
Sol: a) 0.19; b) 0.26, ¢) 0.59.

La probabilidad de que un estudiante apruebe todas las asignaturas en Junio es 0.4.
Halla la probabilidad de que entre 4 estudiantes escogidos al azar:

a) Ninguno apruebe.

b) No apruebe mas de uno.

¢) Al menos uno apruebe.

d) Todos aprueben.
Sol: a) 0.1296; b) 0.4752; ¢) 0.8704; d) 0.0256.

El 55% de los alumnos de una clase estudia francés, el 50% inglés y el 15% estudia los
dos idiomas. Se elige al azar un estudiante. Calcular la probabilidad de que:

a) No estudie francés ni inglés.

b) Estudie francés y no inglés.

¢) Estudie francés si se sabe que estudia inglés.

d) Estudie inglés si se sabe que estudia francés.

e) No estudie francés si se sabe que no estudia inglés.
Sol: a)0.1;b) 0.4;¢) 0.3; d) 0.273; ¢) 0.2.
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En unos almacenes hay una oferta: al comprar un producto se puede elegir un regalo
entre dos (A y B). E1 35% de los clientes elige el regalo A, el 25% elige el B y el 40%
no compra ese producto. Se sabe, ademas, que el 80% de los que eligen A, el 40% de
los de B y el 20% de los que no compran, son mujeres. Elegido al azar un cliente, ;cuél
es la probabilidad de que sea mujer? Sol: 0.46.

La probabilidad de que un proyectil, lanzado por un candn, haga blanco en el objetivo
es 1/2. Calcula la probabilidad de que alcance el objetivo si se tiran 4 proyectiles
seguidos. Sol: 15/16.

En un grupo de 1000 personas hay 400 que saben inglés, 100 que saben aleman y 30
ambos idiomas. Con estos datos, averigua si son independientes o no los sucesos
"saber inglés" y "saber aleman". Sol: No.

En un examen tedrico para obtener el carné de conducir se puede hacer el ejercicio
correspondiente a cada uno de los tipos de carné A, B y C. Aprueban el examen el 65%
de A, el 40% de B y el 25% de C. Se sabe que el 20% se presentan al ejercicio A, el
50% al By el 30% al C. Elegido un alumno al azar, determina:

a) La probabilidad de que se presente al A haya aprobado.

b) Se sabe que ha aprobado. Probabilidad de que se presentase al ejercicio A.
Sol: a) 0.13; b) 0.32.

Un examen consta de cuatro partes: algebra, analisis, geometria y probabilidad. La
preparacion de un alumno es tal que, tiene una probabilidad de 0,6 de aprobar cada
parte. Qué probabilidad tiene de suspender si:

a) Las partes son eliminatorias;

b) Sillegan dos partes para aprobar;

¢) Llega con aprobar una parte.
Sol: a) 0.8704; b) 0.1792; c¢) 0.0256.

El 60% de la poblacion de una determinada ciudad lee el periddico A, el 35% el By un
15% ambos. Elegido un ciudadano al azar, calcular la probabilidad de:

a) Ser lector de alglin periodico.

b) No leer ninguno.

c) Leer solo el periodico A.

d) Leer solo uno de los dos periodicos.
Sol: a) 0.8; b) 0.2; ¢) 0.45; d) 0.65.

De un grupo de 100 estudiantes de 2° bachillerato de los que 55 son chicos y 45 chicas,
se obtienen las siguientes opiniones respecto de los exdmenes de selectividad:

Alumnos Alumnas
A favor 11 9
En contra 44 36

Considerando que A es ser varon y B es estar a favor de la selectividad, averiguar:
a) Si Ay B son independientes.
b) Si se selecciona al azar un alumno varon, ;qué probabilidad hay de que esté a
favor de la selectividad?
Sol: a) Si son independientes; b) 0.2.
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Una empresa posee dos factorias, A y B. En A se produce el 65 % de los productos de
la empresa y el resto en B. En A la probabilidad de encontrar articulos defectuosos es
del 0.5 % y en B del 1.5 %. Si se elige un articulo y resulta defectuoso, calcula la
probabilidad de que proceda de la factoria A. Sol: 0.382.

Para elegir un jurado se dispone de 5 mujeres y 10 hombres. Se selecciona al azar 6
personas. Se pide:

a) Probabilidad de que haya 5 mujeres.

b) Probabilidad de que haya al menos una mujer.
Sol: a) 3.33:10*; b) 4.66:10°°.

Se tienen 2 cajas. Una contiene 4 bolas blancas y 3 negras, la otra tiene 3 blancas y 4
negras. Se elige una caja al azar y se saca una bola. Se pide:

a) Probabilidad de que la bola sea blanca.

b) Probabilidad de que sea negra.
Sol: a) 0.5; b) b) 0.5.

Un rosal no estd en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la misma probabilidad de
salvarse que de no salvarse. La probabilidad de que sobreviva si no se riega es 0.25. La
probabilidad de no regar el rosal es 2/3. Si el rosal no se ha salvado, ;Cual es la
probabilidad de no haberlo regado? Sol: 0.75.

En una caja de golosinas hay 6 caramelos y 4 chocolatinas. Un nifio elige al azar 4
golosinas. Determinar:

a) Probabilidad de que solo coja chocolatinas.

b) Probabilidad de que coja 2 caramelos y 2 chocolatinas.
Sol: a) 1/210; b) 3/7.

Una persona pasa cada mafiana por tres semaforos que operan independientemente. La
probabilidad de luz roja es 0.4, 0.8 y 0.5 respectivamente para semaforo. Se pide:
a) Probabilidad de que se encuentren los tres semaforos en rojo.

b) Probabilidad de que se encuentre uno en rojo y los otros dos en verde.
Sol: a) 0.16; b) 0.34.

Una persona cuida de su jardin, pero es bastante distraida y se olvida de regarlo a veces.
La probabilidad de que se olvide de regar el jardin es 2/3. El jardin no esta en muy
buenas condiciones, asi que si se le riega tiene la misma probabilidad de progresar que
de estropearse, pero la probabilidad de que progrese si no se le riega es de 0.26. Si el
jardin se ha estropeado, ;cual es la probabilidad de que la persona olvidara hacerlo?
Sol: 0.747.

En un colectivo de inversores bursatiles, el 20% realiza operaciones via Internet. De
los inversores que realizan operaciones via Internet, un 80 % consulta InfoBolsaWeb.
De los inversores bursatiles que no realizan operaciones via Internet s6lo un 20 %
consulta InfoBolsaWeb. Se pide:

a) Obtener la probabilidad de que un inversor bursatil elegido al azar en este
colectivo consulte InfoBolsaWeb.

b) Si se elige al azar un inversor bursatil de este colectivo y resulta que consulta
InfoBolsaWeb, ;cual es la probabilidad de que realice operaciones por
Internet?

Sol: a) 0.32; b) 0.5.
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Ejercicios de estadistica descriptiva:
En una clase de diez alumnos, las notas del examen de matematicas fueron:
7 4 4 2 4 5 2 8 5 6
Determine la media aritmética, la moda, el primer cuartil, el segundo cuartil o mediana,
el tercer cuartil, la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.
Sol: X=4.7;M,=4;1°C=3; M. =4.5;3°C=5.5; ol = 341; 0=1.85.CV=0.393

En una clase de diez alumnos, se mide y se anota la altura de estos en cm:
168 175 173 167 166 179 180 176 172 170
Determine la media aritmética, el primer cuartil, el segundo cuartil o mediana, el tercer
cuartil, la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.
Sol: X =172.6; 1°C = 167.5; M. = 172.5; 3°C = 175.5; o> =21.64; c=4.65; CV = 0.027.

Mediante un péndulo simple, se han realizado diez medidas del valor de la gravedad en
la superficie de la tierra, dando los siguientes valores expresados en m/s*:

982 979 983 9.78 9.78 982 981 9.83 979 985
Determine la media aritmética, el primer cuartil, el segundo cuartil o mediana, el tercer
cuartil, la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.

Sol: X=9.81; 1°C =9.785; M. = 9.815; 3°C = 9.825; o> = 0.00052; o= 0.023;
CV =0.0023.

En una inspeccion de consumo, se mide la cantidad de litros de Coca Cola que contiene
una botella de 2 L, obteniéndose como resultado lo siguiente:

201 202 201 199 201 202 199 198 200 1.98
Determine la media aritmética, la moda, el primer cuartil, el segundo cuartil o mediana,
el tercer cuartil, la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.

Sol: X =2.001; M, =2.01; 1°C = 1.985; M, = 2.005; 3°C =2.010; o> =2.09-10"";
0=0.0145; CV=0.0072.

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el
examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales en el instituto I de Las Rozas:

2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
569 | 5.67 | 422 | 458 | 491 | 473 | 745 | 583 | 535

Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el
coeficiente de variacion. Sol: X =5.38; M. = 5.35; o’ = 0.811; 0=0.901; CV =0.167.

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el
examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales en el instituto II de Las Rozas:

2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
370 | 478 | 537 | 359 | 6.03 | 6.13 | 580 | 5.72 | 4.90

Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacidn tipica, la mediana y el
coeficiente de variacion. Sol: X =5.11; M. = 5.37; ol = 0.806; 0= 0.898; CV =0.176.

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el
examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales en el instituto III de Las Rozas:
1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
349 | 3.60 | 493 | 6.02 | 568 | 696 | 518 | 6.41 | 580 | 599 | 594 | 635 | 6.15
Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el

coeficiente de variacion. Sol: X =5.58; M. = 5.94; o’ = 0.995; 0=0.997; CV=0.179.
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La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el
examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales en el instituto IV de Las rozas:

2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
353 1347 | 132 | 536 | 648 | 584 | 520 | 5.21

Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el
coeficiente de variacion. Sol: X =4.55; M. =5.21; ol = 2.44; o0=1.56; CV =0.343.

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el
examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales entre todos los colegios e

institutos de la UCM.
1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002
1.28 241 226 | 2.58 3.83 3.98 434 | 440

2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
4.75 | 436 | 5.08 | 5.19 | 5.15 | 4.07 | 4.13

Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el
coeficiente de variacion. Sol: X=3.85; M, =4.13; 6> = 1.31; o= 1.14; CV = 0.296.

En una ciudad se registraron las temperaturas maximas durante el mes de julio:
32 31 28 29 33 32 31 30 31 31 27
30 32 31 31 30 30 29 29 30 30 3l
34 33 33 29 29 31 29 28 30 32 31
Se pide:
a) Elabora una tabla de frecuencias en las que se incluyan: frecuencia absoluta,
absoluta acumulada, relativa y relativa acumulada. Agregar a la tabla dos

columna mas, una del producto ni-Xjy otra del producto n,-x’.
b) Representa en forma de diagrama de barras la frecuencia absoluta de cada

temperatura.
¢) Calcular la media aritmética, los cuarteles, la mediana, la moda, la desviacion
tipica, la varianza y el coeficiente de variacion de Pearson.

Sol:
a) Xi| ni| Ni| f Fi Ni-Xi| N 'Xi2 b) g
27 1] 1]1/33| 1/33 | 27 | 729 7
28| 2| 3 13/33| 3/33 | 56 | 1568 A |
291 6| 9 [6/33| 9/33 | 174| 5046 ] H H
30| 7|16(7/33| 16/33| 210 | 6300 4 1
31| 91]25(9/33] 25/33| 279 | 8649 3 T 1 [
32| 4129(4/33| 29/33 | 128 | 4096 2 T 1 1 [
330 3132(333]3233] 99 [3267] | TEILL T (T
34| 1|33(1/33|33/33| 34 | 1156 27 28 29 30 31 32 33 34

¢) X=30.52, 1°C =29, Me =31, 3°C =31, Mo =31, o= 1.58, ¢° =2.49,CV = 0.052.
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11° El nimero de hermanos de los alumnos de una clase es el siguiente:
o 1 0 0 3 2 1 4 5 1 0
o o 1 1 2 o0 1 1 1 2 3
2 0 1 1 2 1 3 0 0 2
a) Elabora una tabla de frecuencias en las que se incluyan: frecuencia absoluta,
absoluta acumulada, relativa y relativa acumulada. También el producto ni-x;y el
producto n.-x’.
b) Representa los datos en un diagrama de barras de frecuencias absolutas.
¢) Calcular la media, la moda, la mediana, la desviacion tipica, la varianza y el
coeficiente de variacion de Pearson.
d) (Qué porcentaje de alumnos son hijos tnicos? ;Cuantos alumnos tienen mas de

un hermano?
Sol:

a) Xi N; Ni fi Fi Nj X |’l-'X-2 b) 1
10 | 10 |10/32{10/32] 0O 0
11| 21 |11/32|21/32] 11 | 11
6 | 27 | 6/3227/32] 12 | 24
3 | 30 |3/32(30/32] 9 | 27
1

1

31 | 1/32|31/32] 4 | 16
32 1 1/32132/32] 5 | 25

N[ |WIN|— (O

[
01 2 3 45

c) X=128, Me=1,Mo=1; 0=1.26, > =1.58,CV =0.98.
d) E131.25 % son hijos unicos y 11 alumnos tienen mas de un hermano

= b L e (T D ] Q0D O —

12° El nimero de goles metidos por partido por un cierto equipo es el siguiente:
o 1 o0 2 3 2 1 3 0 0 1 0 1 3 0
1 o 0 1 1 2 1 2 0 1 2 1 5 3 5
a) Elabora una tabla de frecuencias en las que se incluyan: frecuencia absoluta,
absoluta acumulada, relativa y relativa acumulada. Incorporar también dos
columnas una para el producto ni-X; y otra para n,-x’.
e) Representa los datos en un diagrama de barras de frecuencias absolutas.
b) Calcula la moda, la media de goles por partido. La desviacion tipica, la varianza
y el coeficiente de variacion de Pearson.
¢) (Qué porcentaje de partidos han metido al menos un gol?

a) Xi Nj Ni fi Fi Ni-Xj |’li'Xi2 b) 13

0/ 9] 9930930 0] o ST

1| 10| 19 | 10/30|19/30| 10 | 10 EH H

2 | 5] 24 | 5/30 {24/30{ 10 | 20 i T 00

3| 4| 28 | 4/30 [28/30| 12 | 36 310

4 | 0| 28 | 0/30 |28/30] O 0 200

51 2 | 30| 2/30 {30/30] 10 | 50 1[,__ 11 1
o1 2 3 4 5

¢) X=14,Me=1,Mo=1;0=1.38, 6> =1.9,CV=0.99.
d) En el 63.3 % han metido por lo menos un gol.
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En una encuesta sobre vivienda se pregunta, entre otras cosas, cuantas personas viven en
la casa, obteniéndose las siguientes respuestas:
4 4 8 1 3 2 1 3 4 2 2 7 0 3 8
o 1 5 6 4 3 3 4 5 6 8 6 2 5 3
3 5 4 6 2 0 4 3 6 1 2 1 0 4 4
a) Elabora una tabla en la que se recojan las cuatro frecuencias. Incorporar también

dos columnas una para el producto ni-X; y otra para n,-x’.

b) Dibuja con los datos un poligono de frecuencias absolutas acumuladas.

¢) Calcula la moda, la media de goles por partido. La desviacion tipica, la varianza
y el coeficiente de variacion de Pearson.

d) (Qué porcentaje de viviendas estd ocupado por mas de cinco personas? ;En
cuantas de ellas no vive nadie?

a) Xi Nj Ni fi Fi Ni-Xi| N 'Xi2
0| 4 4 | 4/45 | 4/45] O 0
1 5 9 | 5451 9/45| 5 5
2 | 6 | 15| 6/45 |15/45| 12| 24
3| 8 | 23 | 8/45 |23/45| 24 | 72
4 | 9 | 32| 9/45 |32/45| 36 | 144
51 4 | 36| 4/45 |36/45] 20 | 100
6 | 5| 41 | 5/45 |41/45| 30 | 180
7 1 | 42 | 1/45 [42/45| 7 49
8 | 3 | 45 | 3/45 |45/45| 24 | 192 0

012345678
¢) X=3.51,1°C=2,Me=3,3°C=5;Mo=4; 0=2.17, 6° =4.69,CV = 0.62.
d) Un 20% de las viviendas estdn ocupadas por mas de 5 personas.

En un colegio, se hace un examen de matemaéticas a una clase. La distribucion de notas
es la siguiente:

Grmoa INow [0 T T [2[3[als5T6[7][8[9]10
P o] 1]2]6]7]|6]4]3]2]1]1
Grumop | Nota [ 0 [T T2 345 T6[7[8[9]I0
p . 0| 13 |6]10/8 3 |2]110]o0

Halla la media, primer cuartil, segundo cuartil o mediana, tercer cuartil, moda,

desviacion tipica y coeficiente de variacion para las notas de ambas clases.

Sol: GA: X=4.88; 1°C=3; M. =5;3°C = 6; My, =4; 0° =4.23; 0 =2.06; CV = 0.421.
GB: X=4.26;1°C=3; M.=4;3°C=5; M,=4; o’ = 2.31; 0 =1.52; CV=0.357.
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Regresion lineal:

Esta es la distribucion bidimensional de una nube de puntos:

X 0 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 | 10
y 0 2 2 4 3 6 4 5 7 7 9 | 10

Calcula:
a) Las medias, desviaciones tipicas marginales y covarianza de esta distribucion.
b) Determina el coeficiente de correlacion lineal.
¢) Determina la recta de regresion lineal.

Sol:a) X=4.92,y=492, 0,=3.04, 0,=2.87, 0,,=833;b) r=0.95;

¢) ¥ =0.90-Xx+0.49 .

Las notas obtenidas por cinco alumnos en Matemadticas y Economia son:
Matematicas 6 4 8 5 3.5
Economia 6.5 | 4.5 7 5 4
Determina si existe una buena correlacion lineal entre las notas en matematicas y en
economia. En caso afirmativo, calcule una recta de regresion lineal y estime cual seria la
nota obtenida en economia por un alumno que saque un 7 en matematicas. Sol: Hay
buena correlacion (r=0.961); E=0.695M +1.715; E(7)=6.58.

Unos investigadores han estudiando la correlacion entre obesidad y la respuesta
individual al dolor. La obesidad se mide como porcentaje sobre el peso ideal (X). La
respuesta al dolor se mide utilizando el umbral de reflejo de flexion nociceptiva (y), que
es una medida de sensacidon de punzada. Se obtienen los siguientes datos:

X 89 190 |75 |30 |51 |75 |62 |45 |90 |20
y 2 3 4 45 |55 |7 9 13 |15 |14
Represente los datos, determine su recta de regresion lineal y represéntela. Determine
ademas el coeficiente de correlacion lineal. ;Guarda relacion por tanto la obesidad con
la respuesta individual al dolor? Sol: y =-0.063x+11.64 ; r =—-0.334. No hay relacion.

16 -

o e
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Mantener el vacio es dificil en la Tierra debido a la presion atmosférica. Tenemos un
recipiente cerrado, pero los cierres no son perfectos se observa en seguida un aumento
de la presion, lo cual sugiere una entrada de aire. La siguiente tabla nos muestra el
aumento de la presidon con respecto al tiempo:

p(mbar) [ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ts)| O 6 37 68 104 | 140 | 172 | 206 | 242 | 280

Determinar la recta regresion lineal de la presion frente al tiempo. Calcule también el
coeficiente de correlacion, el cual es clave para poder afirmar si ciertamente existe una
correlacion lineal entre el ascenso y el tiempo. Sol: p=0.0305t+0.6712, r =0.996.
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La policia tiene situada en una carretera rectilinea de veinte kildémetros unos seis radares
de velocidad, cada uno situado a 4 km de distancia. El problema para medir la velocidad,
reside en que los coches son alertados por un GPS de la localizacion de los radares, con
lo cual frenan en las proximidades del radar y no son multados. No obstante, la
colocacion de los radares permite estimar mediante regresion lineal la velocidad
promedio de un conductor en dicho trayecto. Un coche multado, pasoé por los radares de
la siguiente forma:

1°radar | 2°radar | 3°radar | 4°radar 5° radar 6° radar
Recorrido (m): 0 4000 8000 12000 16000 20000
Tiempo (s): 0 95 205 315 420 560

Por cinematica sabemos que:
r)=r,+vt
De esta forma, podemos relacionar la pendiente de la recta de regresion con la velocidad

media del vehiculo. Calcule por tanto su velocidad en km/h, y estime el coeficiente de
correlacion lineal. Dato: 3.6 km/h = 1 m/s. Sol: 129.3 km/h, 0.9985.

Un conjunto de datos bidimensionales (X, Y) tiene coeficiente de correlacion r =—0.9,
siendo las medias de las medias marginales X =1, ¥ =2. Se sabe que una de las cuatro
ecuaciones siguientes corresponde a la recta de regresion de y frente a X:

1*) y=—x+2 29 3x-y=1 3" 2x+y=4 4 y=x+1
Seleccionar razonadamente esta recta. Sol: Como el coeficiente es negativo no es
posible que sean ni la segunda recta ni la cuarta. Por otra parte, como la primera no
admite como solucion las medias marginales y la tercera si, entonces la solucion es la
tercera.

Las estaturas y masas de diez jugadores del Real Madrid de baloncesto son:
Alturas (cm) | X | 186 | 189 | 190 | 192 | 193 | 193 | 198 | 201 | 203 | 205
Masas (kg) | vy 85 | 8 | 8 | 90 | 87 | 91 | 93 | 103 | 100 | 101
Calcula:
a) Las medias y desviaciones tipicas marginales.
b) La covarianza.
c) El coeficiente de correlacion lineal. ¢ Es buena correlacion?
d) En caso de ser buena correlacion, determine la recta de regresion lineal y
dibujela junto con los puntos.
Sol:a) X=195, y=92.1, 0, =6.07, o, =6.56; b) 0, =37.6; c) r=0.944, es buena
correlacion; d) y=1.02-x-107.14.

120

Masas (kg)

an T T T T
183 190 193 200 208

Alturas (cm)
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La ley de Ohm es una ley fisica que relaciona la intensidad que circula por un circuito,
con la diferencia de potencial al que esta sometido. De dicha ley, surge el concepto de
resistencia eléctrica, y guarda una relacion lineal de tipo:
V =RI

Se hace un experimento consistente en medir el valor de R pero variando voltaje e
intensidad, el resultado es la siguiente tabla de valores:
I (Amperios) | 0.11 0.19 0.28 0.39 0.51 0.63 0.69 0.78

V (Voltios) | 10 20 30 40 50 60 70 80
Mediante el coeficiente de correlacion lineal, verifique si el experimento que hemos
realizado satisface la ley de Ohm o no. En caso afirmativo, determine el valor de la
resistencia del circuito (que le vendra dado en Ohmios Q) mediante un ajuste por
minimos cuadrados. Realice un grafico representando los puntos y la recta de regresion
lineal. Sol: r=0.9974; R=99.96 Q; V =99.96:1 +0.27.
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Se ha disefiado un experimento fisico con el que se pretende la medida del calor
especifico del agua. Para ello se le suministra a un kilogramo de agua cantidades
conocidas de calor Q y se observa el incremento de su temperatura AT , obteniéndose la
siguiente tabla:

Q (Kilojulios) 4.2 8.4 12.5 16.9 20.4 25.1 29.3 33.6

AT (Celsius) 1 2 3 4 5 6 7 8
Mediante el coeficiente de correlacion lineal, verifique si el agua cumple una ley de
calentamiento lineal como esta:
Q=M< AT

Donde M es la masa de agua, 1 kg, y Ce es el calor especifico del agua. Calcule el calor
especifico del agua calculando la pendiente de la recta de regresion lineal. Represente

los puntos y recta de regresion. Sol: r =0.9998; ¢, =4.186.
40 4

35 4

| T 1]
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