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Teorema de Rolle y Teorema del Valor medio

Teorema de Rolle:

Si f es una funcién en la que se cumple:

(1) f escontinua en el intervalo cerrado [a, b]
(i1) f es diferenciable en el intervalo abierto (a, b)

(iii) f(@) =0y f(b)=0

Entonces, existe un nimero ¢ que pertenece a (a, b) tal que

f©=0

E1 Teorema de Rolle se atribuye al matemético francés Michel Rolle (1652-1719).

En la figura de la derecha se ilustra la

interpretacion geométrica del Teorema de
Rolle. Como se puede observar se cumplen las
tres condiciones que requiere el Teorema: f es
continua en [a, b] e integrable en (a, b), y
f(a)=f(b) =0. También se puede observar el
punto (cuya abscisa es c¢) donde la recta
tangente a la gréfica de f es paralela al ejex, es

decir donde se cumple que f'(c) = 0.

¥

El Teorema de Rolle es susceptible de una

modificacién en su enunciado que no altera para

nada la conclusién del mismo. Esta se refiere al

punto (iii) f(a) = f(b): basta con que el valor de

la funcién sea el mismo parax=a y x=5b y no

necesariamente sean iguales a cero. En la figura
x de la izquierda se ilustra este hecho.

Teorema del Valor medio:

Si f es una funcién en la que se cumple que:

(1) f escontinua en el intervalo cerrado [a, b]
(i) f esdiferenciable en el intervalo abierto (a, b)
Entonces, existe un nimero ¢ que pertenece a (a, b) tal que

Flie) = F1& - fla)
-

A laizquierda se observa una ilustracion de la
interpretacion geométrica del Teorema del
Valor medio.

El teorema afirma que si la funcién es
continua en [a,b] y diferenciable en (a,b),
existe un punto C en la curva, entre A y B,
donde la recta tangente es paralela a la recta
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Jee(a, b)), tal quef(c) =
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que pasa por A 'y B. Esto es,

SE) - fla)
b—a

la conclusion del Teorema del

(b))

Ejercicios resueltos

En los ejercicios 1 a 3, verifique que las condiciones (i), (ii) y (iii) de la hip6tesis del Teorema
de Rolle se cumplen para la funcién indicada en el intervalo dado. Luego halle un valor
adecuado para c que satisfaga la conclusion del teorema de Rolle.

En los ejercicios 4 a 9, compruebe que la hip6tesis del Teorema del Valor medio se cumple
para la funcién dada en el intervalo indicado. Luego halle un valor adecuado para ¢ que cumpla

valor medio.

En los ejercicios 10 a 12, (a) trace la grafica de la funcién dada en el intervalo indicado; (b)
compruebe las tres condiciones de la hipétesis del teorema de Rolle y determine cudles se
cumplen y cudles, de haberlas, no se cumplen; (c) si las tres condiciones se cumplen, determine
un punto por el cual pase una recta tangente horizantal.
En los ejercicios 13 y 14, calcule un valor de ¢ que satisfaga la conclusion del teorema del
valor medio, trace la grafica de la funcién y la recta que pasa por los puntos (a, fla)) y (b, f

1. fix) =x* -4z +3 [1,3]

2. fix)=zen2x [U,%ﬂ']

3. fix)=3cozlx [%;?T%;?T]

A, fixy =+ +2x-1 [0,1]

5. f(x)=x +x -x [—2, 1]

6. Fx)=x" [0,1]

7. fix=+1-senx; [U, %;?T] 8. Fix)=fl +cosx; [—%}T, %;’T]
2 _ 4 o U3 2
g_ﬂx}g;%; (2, 6] 10, fix)=x" -3x""; [0, 3] M. f(zy = xf312; (-3, 4]
-4 a x<1] [, 8 13. fixy=x",a=20b=4
12 f(x)_{ﬁx—ﬁ s le}’ [ > 5]

14, f(x)=zenx, a=0, E:'=%

b

1. Fflx)=x* -4z +% [173]

Solucidn:

Soluciones

(1) f esunafuncién polinomial; porlo tanto f es continua en B v, en particular, continua en [1, 3]
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1) f esunafuncidn polinomial, por lo tante 7 es diferenciable en [ v, en particular, 7
es diferenciable en (1,2)

(i) F() =T -4() +3=1-4+3=4-4=0
S =3 -4(3+3=9-12+3=12-12=0
S S =AE=0
Concluimoes, entonces, que Je (1,34 F'(c) =0 Hallemesacs:
Flixy=2x-4,
= JFle)=2c-4=0 & =2

2. fix)=zen2x [U,%;FT]

Soluc dn;

13 Lafuncidn senc es continua en B por lo tanto es continua en [D,%;’T] v, ademas, sen 2x es
continua en [D,%J‘T]
{11} f es diferenciable en B v, en particular, 7 es diferenciable en [0,%;’?}1
(111) (0 =zen0 =0
FAmi=senm=10
S S =FEm =0
Concluimos, entonces, que e € (0,47),29. F (c) = 0. Hallemos ac:

f'(x}=2c052x=0<{:>|:052x=[:l<;‘>2x=g+.3c.?r,ﬂ:ezﬁx=§+%,keﬁ

El inico valor de x, de la forma 1—T+ %T ke & queestien [D,%.?T] Y g {cuande & = 0,

T
por lo tanto, un valor adecuado parac ese = 7

3. fix)=3coslx, [%?T,%?T]

Solucidn
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F es continua en tode nlimero v diferenciable en cualgquier intervalo; por lo tanto, en particular
(i f es continuaen [%.?T%;?T]
(i1 f es diferenciable en (%?T%;?T)
(i) FAm=3cos’ (2 =30 =10
SEa)=3c0s’ (3mi2) =30 =0
L fAm = FEm =0
Concluimos, entonces, que Ie € (37,2, tg. F ') =0 Hallemos ac:

Flixy=-fcosxsenx=0Scosxsenx =0 S cosx=0 « szenx=10
& x=Zkmw .y x=km kel

S T
ningun numero de laforma — + &k, £ €& pertenece a II%;?T,%;?T)

2
£ =1TE [%;?T%;?T) (parak =1en k),

pot lo tanto, un valor adecuado parac es ¢ =77

4. fix)=x +2x-1, [0,1]

Soluct dn

7 esunafuncién polinomial; por lo tante, f es continua v diferenciable en cual quier intervalo.

En particular

1) f es continua en [D, 1]

(i1) f es diferenciable en (0,1)
Entonces existe un #< (0,71) tal que

ey = JO-FO) _2-(-D

1-0 1
Ahora,
Fliay=2x+2, = flieh=2c+2 (2)
Igualande (1) v {0, se obtiene:

. = Jier=3 (1)

deti2=3& =12

5. flx)y=x +x"-x [-21]

Solucidn:
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7 esunatuncién polinomial; por lo tanto, 7 es continua v diferenciable en todo nlmers; v
e particulat
1) f es continuaen [—2, 1]
7i) f es diferenciable en (- 2.1}
Entonces, existe un #0 = (—2.1), tal que:
, n-7/(-2y 1-(-2y 3

i) = ﬂlj—({éj ) _ ; ) -2-1 o

Fliai =32 +2x-1, = fle)=3%"+2c-1 (2
Igualande (1) v {2, se obtiene:

3cP+2c-1=123" +20-2=0,

_ 25427 -A(3)(-2) _-2xNAv2d _ 2227 _ -124f7
6 3

=
¢ 203) 6
1T 17
{ T 7 }E( 2.1
-1+ . _1_
Por lo tanto, un valor adecuado parac es o = 3 dhien ¢ = 7

6. Fix)=x"" [0,1]

soluctdn:
1) F es continua en todo nlmero, 7 existe Wx (laralz cibica de cualgquier nimero real ez un real),
pot lo tanto f es cntinua en [U, 1]
2 : : :
G Flix = W: Fexiste paratodo x = 0 por ende, 7 ez diferenciable en (0. 1)
x

Entonces, existe un # € (0,1), tal que:

oy - SO 120
Fley= I a1 ()

, 2
f(':':'=3cTsC?£|j (2)
Izualande (1) ¥ (), se obtiene:

2 1 _ 2 8
e 3T
2
>7 (0,1

Por lo tanto, un valor adecuade parac es

7. fixi=+1-zenx, [U, %r.ﬂ']

Solucidn:
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1y Fix) existe cuando 1-senx 2 0= sen x £ 1. El contradominio de sen x es [ —1,1]; por lo que
sen x £ 1es cierto paratodo x € B Conclusién: f es continua en [U, %:’T]
—COSX

2fl —zen x

fque excluyaa g: i es diferenciable en [D, %;?le

() Jx) =

- =l S x E; porlo que f es diferenciable en todo intervalo

Entonces existe un #c e (U, %r;?rjl, tal que:

AT = f0) _0-1_ 2 )
Ti2 -0 a2 oW

(o = —cogco 5
7€) 2 J1-sene &

Igualande (1) v (20, se obtiene:

—CoEC 2
=-Z & 4l -zenc = wrose & 16(1-sene) = T cos o

2yl —senc i
& 16(1-senc) =7 (1-sen’ c) < 16 (L=sen?) =" (L=ser) (1 +senc) & 16 =7 (1+senc)

=1 senc=E—1¢>c=sen_l[E—1]@c%D.6?

7 =

Por lo tanto, un valer adecuado parac es o =~ 067

Jfiler=

8. Fix)=~fl+cosx; [—%;?T, %;?T]

Soluct dn

1) Fix)emiste cuando 1+cosx 2 0= cosx 2 -1 El contradominio de cosx es [ —1,1], porlo que
cosx 2 —1 es cterto paratodo x € B Conclusién: f es continua en [—%J’T, %:’T]

—EENn X

2aj1+cosx

todo intervalo que excluyvaa (26 + Dar, ke & F es diferencable en (—%;’T, %;?le

G Flix = Ctcosx =0 x= (28 +Tm ke &, porlo quef ez diferenciable en
Entonces existe un #ce (—%?T, %;?T:I tal que:

FOri2) = fomi2) 1+ cos(a/2) —fivcos(-ai2) 1-1_ o
i —-i{-mid) s s

fie)=

—EEn S

el —— (2
) 21+ cose @
Ioualande (10 v (23, se obtiene:

—EENC

21+ cose

Por lo tanto, un valor adecuado parac es o = [,

=l Ssenc=0Sc=sen 0 2c=10

4
9. fxy =2 fx; [2, 6]

x—

Solucidn:
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1) fescontinuaen{—o, N7, o) v[2,6]C{—=7): f escontinuaen [2, 6]
o e X —14x-28
) Fix) W

F ez diferenciable en (2, 6)
Entonces existe un #ce (2,6), tal que:
Sy - f2) _60-(-12/5) 72

L porlo quef es diferenciable en todo intervale que excluyaa 7

f II:C:I = G- A ? (1)
£ - % @)

Ioualande (10 v (23, se obtiene:

2 _ —
% = —?—52 & 5¢° —T0c 140 = =72 +1008¢ - 3528 & 77c* —1078¢ + 3388 =1,
.-

_MENI96-1T6 L m o Eeng

= -lde+dd=0=c= :

Por lo tanto, un valor adecuado para © es

10. F(x) =x** =322 [0, 3]

Solucidn:
{by (1) f ez continuaen [D, 3] (a)
(1) f es diferenciable en (0, 3) Y"1
(1) F(0) = F(3) =10 , : . X
Entonces existe un #c e (0, 3) tal que 0 1 5 3
Jie)y=0 (1) 11
, 4 1 dx-3
Jix) =§x1x3 Can 3 ans ol .
de -3 P2 23
c =z

= file) = E= (<)
Tzualande (10 ¥ (), se obtiene:
de -3

3
Er =D@4c—3=0@c=z

7
c
3 9.
—|=-=4/5
f[ 4] =306
El punte P, coordenads, en la grafica de f por donde pasa una recta tangente horizontal es
3009,
P [E’ 2 V6 ]
fox-12

M. () = —5=1 [-%4]

Solucidn:
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- x—17 (by (1) F escontinuaen todo nimero,
(a) Jfix)= , x#3
=3 excepto en 3;3r3€[—3,4];p0r10 que
}L%lf{x} = e }L%lf{x} - F esdiscontinuaen [—3, 4]
x =13 asintota vertical enla grafica de
¥ |
] I 11 %)= x2S ne exste;
| (11) J'(z) o R
] I F noes diferenciableen 3, v 32 (- 543,
i I S F noes diferenciable en { —3,4)
4 |
i (1) f(-3) = f{4)=0
4 '
I
|/ | | | |x
e e
4 -4 I
Lz |
I
+-12 |
2 .
-4 51 x<l &
12. #ix) = -2 =
7 (@) {5x—8 31 xil} [ 5]
solucidn:
(a) (b} 1. # sospechoso
i @ 9 Fm=-3

x <l fix) = lim f(x) = -3,
x—1 x—13
lig f(x) = -3
) F =l ) = =3

F escontinua en 1;

£ escontinua en [—2, %:I
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N on 2r 851 x <1
A P

JF_=2
JLA=5

pot lo tante, 7 no es diferenciable en [—2, %]

}: F (1) no existe; f no es diferenciable en 1, 'IE[

Porlo que, la parte (11) del teorema de Eolle no se cumngple

(i) F(-2)= F(8/5)=0

13. Fix)=x.a=2b=4

Solucidn:

(1) f esunafuncidén polinomial; por lo que
F escontinuaen [B v en particular en [2,4]
(1) fixy=2x F' vz, porlo que
F es diferenciable en (2,4}
Entonces extste un nimero ¢ €(2,4), tal que:
- 16-4
R
Sley=2¢ (2)
Igualando (1) v (2), se obliene:
e=b&e=3 5 f(3=9

El punte P coordenade por el que pasa unarecta

tangente ala grafica de /' que ez paralelaala
secante que pasa por los puntos (2,4 v (4,16)
es P29,

14, F(x)=senx a =10, E:'=%;?T

solucién:
¥ 1) f es continua en todo nimers; por lo tanto,
1 Fescontinuaen [0, 77/ 2]
T f11) Fi{x)=cosx: f es diferenciable en todo #;
L "B0.22 077 : -
: pot lo tanto, f es diferenciable en (0,777 2)
Entonces, debe existir un #2 (0,777 2) tal que
, a2y- 0y 1-0 2
L . x f(cj=f': ) - S0 _ 2 m
2 Fle)=cose (2
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Tzualande (10 ¥ (2), se obtiene:
cose = % e =cos (2/) < ¢ ~0.88

F0.88) =077

El punte P coordenade por el que pasa una recta tangente ala grafica de f
que es paralela a la secante que pasa por los puntos (0.0 v (72, Des P(OEE, 0777
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