Limite de una funcién

ACTIVIDADES
1. Calcula los términos a,, a,,, Y a,,, de la sucesion con este término general.
_n-—2
aﬂ nz
0 49 g 99 g 25
™ 5000 710201 %2601
2. Obtén el término general de estas sucesiones.

a 1,3,57... c) 0,2 6,12,20,...
371 A e
515" 45" 1" 4" 9" 16"
a) g, =2n-1 c) a,=n(n-"1)

an—1 —2n+5
b) a,= d) a,= 2

5 . 3/1—1

3. Usando la calculadora, halla el limite de las sucesiones.

a) a, = (=17 c) @ =n’—n’ e) ap = n::g
1y
b) a, = n? ) a,=02" f) a, = (E) —7
a) n/iman:1 d) n/iman:O
b) n/iman:+oo e) n/iman:1
c) n//man:—oo f) n//'man:—7
4. Escribe sucesiones con estos valores como limites.
a) 0 d 4 2) No tenga limite.
b) +co e) —3 h) Un ndmero a.
C) —oo f) 05 ) a.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
4n -1 n
a) a,= d) a, = a,=(-1
) a 5n+1 ) a n-+10 8 & =(-1
1-3n 2
b) 8, =3 —7 e) 8, = hy a,=—21
n (n=1
n+5 .oain
c) 4,=4-n f) g, =—— i
) & ) o= )L

241



Limite de una funcion n

5. Calcula los siguientes limites.
a) limvn
M=o

¢ limn?
Nn=co

@ m(3)

i 3
) i =ox

b) Jim (—n” = 2n +7)

a) n//'m\/ﬁ =400

b) //m[—%n2—2n+7]:—oo d) /im[g] =400

Nn—oo n—oo

6. Halla los limites de las sucesiones cuyos términos generales son los siguientes.

8n (hn— 1"
a 2n?+3n — 1 b) (n+ 2)°
10
a) lim 28—”:0 b) /im (H_Dm =1
= 2N 43N —1 "= (n+2)

7. Halla los siguientes limites.

n®+1 n?+1,

5_ p2 2 __
a)“.m\(zm n 3n 1)

. 3n? 41
d) im Al ————
) i, n+n+2

. 3n? — 1 an* . (n+1 n_1)
b — € n—1
) ﬂn( " ont+ 3) R
2 L 3 -
o) fiminl= f) lim (M{r i)

Jm e\t —n =1
] 4n5_n2 3/72—1 . \/W

a) lim|=————-2—|=— d) Jmy 5 =3

) nﬂoc[ 2n° +1 n2+1] ez

2 4 —

N T L L o) ,,-m[”_“_”_1]:
=< n* 2n*+3 ren=1 N4
a7 [ n*(1=n) 4
lim In = f) Jim n

c) /im PR ) Im n' —n-1"n’

8. Calcula estos limites.

4 —n? 2ni—1
a) Hm( L S ) O lim 9
nee\2nt 41 3P+ n+1 n-seo
. 2N+ 1 . N+l
by fimin 3 e) Iim 0,1ﬂn-‘
n—e 204N =80
n+1
. 2yin+Nn-—1 . 20 4+ 1\ "
c) lim In(—)i f nm( )
> m n (n+17? ) i n?

(n+MNH(n-1)

a) | ALt )
—=|2n* +1 3t +n+1 6

n—oo

3 2n°—1
b) fim |n[2”3 ”]o d) m9or — 81
2n° +n

n—oo n—oo
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c) lim In[ﬁ]-w—» No existe.

n+1

e) m 017 =1

. 2nz+1%1
f) l/m[ o ] =1

n—o0




Limite de una funcion n

9. calcula los siguientes limites.

n-w\—n—5 n+2 n-w\2/ 3n—2
. -2n +1 n* ) ; n—3
by lim = d) Iim ——
) i x( n2_5 n + 2 ) =00 (0’3)n
2 2
a) fim| L 20|y DT i 2 g o oo
T Tn=5 n+2) "A_n—5 rini2
2 2
b) fim| =2 |y =2 i T 0 o= oo
x| =5 n42) mew pP—5 nexn42
o) lim [§]NL: lim [5] lim — 400-0 — Indeterminacion.
"02) 32 aal2) h3n—2

o _p_3 Ilm-n-3 _
d) Jim = e O N,
"= (0,3)"  lim(0,3) 0

10. calcula los siguientes limites.

. n . R

lim 4/ —2— ;( )
ATy @ I
n

; 3n*—6 : ( d )”
b) limlo d) lim
) oo g 3n? ) n=w\ N —2,
n
a) lim | = im—" — =1 c) //m[L] :['
n—x\\n—2 \n-een—2 n—e\n+5
) 3n* -6 . 3n*—6 . [1—/7]
b) /imlo =log lim =log1=0 d) lim|——
) n—oo g 3n? g n-s 302 g ) n—co| N —
11. Calcula los siguientes limites.
g3 _- 2 3 = E 2
=t oo n—3 n—ee 4fp3 — n? —
a) lim NP =2m* + 6 _, Tt
n—oo n-3 +o0
P =2r*+6 3
lim —————— —Elmayor grado de n es —.
n—oo n_3 2
3 2
w im n—2n°+6
=2 +6 n2 oo n 1
lim = lim = =—=+4c0
—o0 n-3 n—oo n-3 i n-3 0
3 im 3
=2 nN—oo =
n? n?
. 43 +00
b) Im— » ——
) n—o0 In3_n2_5 +00
P43
/im ———=—=== — El mayor grado de n es 3.
n—oo ln3 _nz _5
n®+3n° 430
. N +3n . e Im n° 1
lim = lim = =—=+400
Naoo\/n3_n2_5 ﬁaoo\/n3_n2_5 \//_ nP_n-5 O
3 m 6
n n—co
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Limite de una funcion n

12. calcula los siguientes limites.

 AV8nt43n—1 _ n+3
a) lim-——/s———— b) fim =
e Qe 1= ¥ —3n° + 50+ 70 — 1
a) Iim Y8n* +3n—1 _, too
n—s  30° —1 +00
3/ 4 _
n/im % — El mayor grado de n es 2.
e J8n* +3n—1
m 8T L30Ty 0"
n—s 302 _—1 n—o0 3n° -1
n2
b) lim n+s3 I

w3 30° 4507 +7n—1  —o0

n+3

lim — El mayor grado de n es 1.
=3 3n° £ 5 +7n—1
n+3
. n+3 . n 1
lim = lim _
mx=an® +5n? +7n-1 =33’ 4507 +7n -1 -3
n

13. Calcula los siguientes limites.
m+1 )
n+1

a) fim (

N—oo

. f1—2n2 —3n? )
) r-”--m( 3n—2 n—4

. n+2 n?+2n+1"
c) i 5 — =
n=e\ AN*—n — 1 n+1
(P41 n”+1 0 n*+n+1
a) lim — — 00— 00 - =—
e W R n n+1 n*+n
2 2 2
S e B L mn42r17+1:1
neeol N N4 e 0 4n

1-2n* —3n?

1-2* =3 _7n’+2m°+n-4
3n—2 n—-4  3n°—14n+8

b) /im
n-={3n—-2 n-4

— —00 + 00

im /420 +n—4 _
no 307 —14n+8

- (1=2n* —3n?
lim -
n—x|3n—2 n-4

n°+2 042041 w42 42041 =3 4+n' —6m’ +3n+3

c) Iim - =

) n—oo| 40n? — N —1 n?+1 > an* —n—1 n*+1 nt—m+3m—-n-1
. n+2 m+2n+1 . =3 +n" —6n° +3n+3
lim|— -—— = lim———— 5 =-00
n—oo 4N* —n—1 n°+1 n—ee Nt =N 430" —n—1
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Limite de una funcion n

14. calcula los siguientes limites.

a) lim (Vn—2 —+vn) ¢) lim (Y3n+1—n)
by fim (2n — ¥z — 1) d) fim (Vn?+4n —1—vn?+1)

a) n/m(x/n—Z—Jﬁ)Hoo—oo

Jim (V=2 —n) = n/’f’l\/—%/—

b) n/im (2n v — )
. 3 +1
fmfon I =)= =
c) n/lp;lc<\/3l7+’l—n)—>oo—oo

(70} = L2

d) n//‘m(\/nz+4n—1—\/n2+1)—>oo—oo

//m(\/n ran—1-Jn? +1)—//m an—2
e ANt

15. calcula los siguientes limites.

n 2n
. 1\s ; 1\
a) lim (1 +—)5 ¢ lim (1 - —)3
n—voo n e n
3 n—1 I ‘| _n;]
b) (1 + —) d) lim (1 —)
N—+oo n
18 1) o
a) N//m[1+ ] —T° n//m[1+ ] n//'m [Hﬁ]] =e5
np0-)
3 n—1 3 n-1 1 ¢
b) /im[1+—] =T /im[1+—] = lim||1+— =¢°
Nn—o0 n n—oo n n—oo ﬁ
3
2n 2n T )
c) /im[1—1]3 -1 //'m[1—1]3 = lim [1+—] 1 —e3
nN—oo n nN—oo n Nn—oo _n
1 E 1 -2n 7%%1
3 .
d) /im[1——] — 1 l/'m[%i]3 =lim [1+—] )
N—oc 2n N—oc 2n n—oo —2n

16. Halla estos limites.

4] 3n—-2
a) lim (1 + i) c) lim (‘I }-i)
o n f—oo n
m(1-52) m (1 + )
) mwb X e LA G e
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Limite de una funcion n

5
. 5Y _ T
a) //m[1+—] — 1 //m[1+§] = lim 1+1 =e°
n—oo n n—oo n [ ﬁ
5
2n
1"
2
. 2 Y . " 1 >
b) im{1———| —1 im|1——| =Ilim|1+ —— =e
N—oo n+1 Noo 1 N—oo _I7+1
2
33n-2)
2n 2n
3
3n-2 3 3n-2 1 9
c) lim|1+— T im| 14— = lim||1+ == =e?
) Nﬂoo[ 2/']] - nﬂoc[ +2n] N—oc 2n
3
2n?
1]
2n 2n
. n . n . 1
d) im|{1+ ] i //m[1 ——| =Ilm|[1+—— =e?
)nm[ n* +1 - n—os +n2+1 =00 Jrn2+1
n
17. Calcula estos limites.
2 | = 2 _
O s e by fim XX =1
o +m ¥ — 2 — 6x2 =t D — x2
2 _ 3x-(x? =1
a) Jim X211 b) lim ( i )
x—t X =2 —bX 2 x— D

18. Halla los siguientes limites.

a) lim. (Vx—1—x)

a

3 2
(22) [’3X+z]'3x
3

X—+00

) 1
=M\ a2 =0

3

a) lim (\/x—1_x):_oo b) i [3X_1]3X

X—400

2+3x

19. Halla los limites laterales de las siguientes funciones en los puntos indicados.

—2x +1 X
a) ——enx=1 b) —enx =10
X—] | x|
a) lim 2XH:—oo lim 72X+1:+oo b) lim X lim —=-1
x—1 X —1 X=X —1 pan ‘X‘ X0~ ‘X‘
20. Indica cuales son los limites laterales en x = —2 de la siguiente funcion.

3X+4 six<-—2

fx) = 1—x2 six=-2

lim f(x)= lim 3x +4=-2
o

X—=2"

lim f(x)= lim 1-=x*=-3
X—=2" x—-2"
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Limite de una funcion n

21. Halla los limites de las funciones en los puntos indicados.

3x —1 2

X
a) fl)=————enx =1 b) fi)= enx = —1
) = ) Fo="—
a) lmf(x)=lim X1 __
Xx—1 x=1 X _2)(+3
2-x_
b) limf(x)= lim 22X _ XA — No existe fim f(x).
- XA 2-x X1
=4
=21 X 41

. L .. X—=2 X+3
22. Razona si existe ono el limiteen x = 2, en x = 3y en x = 4 de la funcion f(x) =

_|_
+ 3 X—2
lim f(x) = —e0
lirm f(x) — . — No existe lim f(x).
X2 0 lim f(x) = 4o x—2
x=2"
lim f(x) = e fim f(x) = >3
x—3 6 x—+4 14
23. Calcula el limitede f(x)enx =0yenx = 3.
3—x six=0
fx) =1 x—2 six>0
X+1
lim f(x)= fim 3—x =3
_ — No existe /im f(x).
lim f(x)= fim X =2 _ _ )
X— x—=0" X 41
limf (x)= imX=2_1
x—3 -3 X4+1 4
24. Halla el valor de los limites que aparecen a continuacion.
. X —2x 4+ x ) 4 — 16
a) lim————— b) lim —————
)x~1x?-3x-}-2 . m, x*+38
3,2 39,2 12
a) fim X — X X - 2" + X —)E fim = - XX lir x(x—1) =0
=1 xt —3x 42 0 x=1 xt —3x 42 = (x —1x—2)
4 J—
b) lim XJ 16 - 0
=2 x4 8 0
4 2 -
fim , —16 — im (x*+4)(x+2)(x—2) _ 8
=2 xt 4+ 8 1==2 (x4 2)(x* = 2x + 4) 3
25. Pon un ejemplo de una funcion que tenga como asintotas horizontales estas rectas.
ay=1 by y=2 cy=3
Respuesta abierta. Por ejemplo:
2x —1 2x2 3x* -5
a =1—f(X)= b) y=2—-f(x)= c) y=3—-f(X)=———
) y=1=1(x) 2X+8 )y=2-10%) (x+1Y »y () X +7x -3
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Limite de una funcion n

26. ¢Una funcion puede tener dos asintotas horizontales? ;Y tres?

= Si, basta con que el limite cuando x — +o y cuando x — —oo sean distintos de +o 0 —oo y distintos entre si.

= No.

27. Halla las asintotas horizontales de las funciones que aparecen a continuacion.

3 -1 2541
a) f(x) = Q) flx) = =—
) fix) 2% — 1 ) fx) "
1—=2x° X+ 1
b) fX) = -5 = e
2
a) limf(x)=lim 3X2 -1.3 f(x) tiene una asintota horizontal eny = 3
X0 x=w2x? =1 2 2
. 1-2x° 1 . ; . 1
b) limf(x)= lim ———=—=— f(x) tiene una asintota horizontaleny = ——.
X0 e X —2X 2 2
. o 2X =1 ' y .
c) lmf(x)=lim = 2 —f(x) tiene una asintota horizontal en y =2.
2
d) Jimf(x)= lim #’;13 =1— f(x) tiene una asintota horizontal en y = 1.

28. Halla las asintotas verticales de las siguientes funciones.

2
- b) fig) = X o fig = =2

X+ 2 x2—1
a) bomf=R

a) fix) =

f(x) no tiene asintotas verticales.

b) Domf =R —{-2}

f(x) tiene una asintota vertical en x = -2.

lim f(x)=+o0
o — f(x) tiene una asintota vertical en x = —2.
lim_f(x)=—o0

¢) Domf=R—{-11

lim f(x)=—-o0
o — f(x) tiene una asintota vertical en x = —1.
lim f(x) = +o0

limf(x)=+oc
X — f(x) tiene una asintota vertical en x =1.
limf(x)=—o0

X—1"

29. Halla, si es que tienen, las asintotas oblicuas de las funciones.

X? 2x 37 + 2x
f == = S —
a) f) =—— b) fX) = T 0 fW===—
- f(x) : , X=X
a) lim fx) _ lim ZX—:1—> lim f(x)—x= lim XXX _q
X—+4oo X X—foo X4 — X X—-+00 X—-+to0 X =1

f(x) tiene la asintota oblicua y = x + 1.
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Limite de una funcidon n

o) iim ) i 2 g
X—+o00 X X—=too X — X

f(x) tiene una asintota horizontal. Por tanto, no tiene asintota oblicua.

0

3 3 3
o fim T i X2 5 () ax— fim PEEX 3K

X—too X x—t00 X3 _9Qx X—400 X—+00 x2—9

f(x) tiene la asintota oblicua y = 3x.

30. Estudia la continuidad de las funciones que aparecen a continuacion.
a) fl) =x2 b) fix) = vx —4 c) fx) = In(1 — x?)

a) Domf=R — {0} = f(x) es continuaen R — {0}.
b) Dom f=[4, +20) = f(x) es continua en [4, 4).
c) Domf=(—=1,1) = f(x)escontinuaen (=1, 1).

31. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.
2x—1
x+3

a) Domf=R—{-3} —f(x) es continuaen R —{-3}.

b) f(x) = e c) fix) =senxt —1

a) fix) =

b) Domf =R — f(x) es continua en R.

c) bomf=R—f(x) escontinuaenR.

32. Estudia la continuidad de las funciones que aparecen a continuacion.

G isixs1
a) fi =~ — B O =1y si1<x<4
5 six=4

a) Domf=R —{2}

J’r'n:a flx) = —o0

, — No existe lim f(x)y f(x) no es continua en x = 2.
lim f(x) =+ X2
La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcidn tiene una asintota
vertical en x = 2.
b) Domf=R — {0}
lim f(x) = —o0

x=0

lim f(x) = +o0

x=l*

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcion tiene una asintota
vertical en x = 0.

— No existe lim f(x)y f(x) no es continua en x = 0.
x—=0

lim f(x) =1
o >3 limflx)=1
lim f{x) =1 x>

x=Tt

Como 3 f(1) = lim f(x), la funcion es continuaen x = 1.

x—1

lim f(x) =4

x—sd

lim f(x)=5

x— 4+

—No existe J’frri f(x) y f(x) no es continua en x = 4.

La discontinuidad es inevitable de salto finito.

249



Limite de una funcion n

33. Estudia la continuidad de las funciones e indica el tipo de discontinuidad que presentan.

2
X six< oo R LS
a fi=1x—1 b) f(x) =
s 1 .
2x—3 six=1 six>1
2x—1
a) bomf=R

Iim f(X) = —o0

X—T1

limf(x)=-1

Xx—1"

}—> No existe /im f(x) y f(x) no es continua enx = 1.

La discontinuidad es de salto infinito. La funcion tiene una asintota vertical en x=1.
b) bomf=R

jingf(x): +00

limf(x)=1

X—1"

} —No existe fim f(x) y f(x) no es continua en x = 1.

La discontinuidad es de salto infinito. La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.

SABER HACER
34. calcula los siguientes limites.
Vo +3n—1
a lim ————
= 1+ 2n?
ANt —=6n+1
b) Jim ————

Vi +n+7

c) lim
) 1 o 8n — 1

303 — 3fom3 —
a) N2 £3n-1_ +oo Jm Y2311 g mayor grado de n es 1.
N—oo ’1—.—2”2 +00 N—oo [1+2n2

3J2n® +3n—-1 2 4+3n—1
7‘/ i///mi3

3[53 — Im 3
AL R Y W U I PR
N Y e 14 2m? \/ 142 2 2

Vit Jim 172
n e
[2 2 _
b) lim w o, 1 lim w —El mayor grado de n es 3.
e TP -7 4oo e I 7
Jn? —6n+1 \/ﬁmnz—én+1
2_ N—oo 6
[ CILS Ry N SR 0
n—eo 7N° —7 n—eo 7N —7 . In° =7 7
3 lim
n )
3 2 3 2
o) lim¥2T n+7 4o N2 AN+ g mayor grado de n es 1.
w801 oo e 8N 1
onr v ny7 o jm 274N +7
2P +n+7 n nox R 0
fim = lim 87 = T —=—-0
N—oo 8n—1 N—oo - lim - 8
n e
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Limite de una funcion n

35. Calcula estos limites.

) on W _ foan—1Y . 1—n2 \"
a) lim (1 + — ) b Hm( ) c) lim (—)
YR n?—1 3 it 5+2n ¥ —n 2
i
2n
n 3n n 3n
) . . r e
a) HITZO[HHZ_J —1 n”i’;[”nz,q] = lim T —— =e
2n
= Sl
-1y _(on—1y 1 .
b nm[5+2n] =1 n/m[5+2 ] :nmc 1+_5+2I7 =€ =0
6
1
1-n2 \’ 1—m V" 2| 2°
c) lim ™ lim = lim||1 =e’=1
) Nﬂoo[_ 242 n—oo ,n2+2] ﬂ‘*‘x[ Tt ]
36. Halla el valor de los siguientes limites.
. 2—16
a) lim——
) x4 X2 4+ 16
. 5x
by Iim ———
) x= =3 2X° + 6X
X -16
lim =0
al i x> +16
5x-9 -
X—-3" 2 - . — .
b) T 2X +6X — lim y no existe.
5x -9 X=-3 2X* 4+ 6X
-3 2x? -
X +6x
37. Determina los siguientes limites.
VX1 . xX+5-3
a) lim——— b) lim—
xX—0 X X2 X—2
2 o 2 —
a) ¥ 1=1.0 Jm X=X
X0 X 0 X—0 X x_;o\/X2+1+1
X2 45-3 0 NX245-3 X+2 2
b) lim——= — — im~——= = m———--==
X—=2 X=2 0 X—2 X=2 X—2 ,X2+5+3 3

38. Representa la grafica de una funcion que corta a los ejes en el origen, siempre es creciente,
tiene asintotas verticales en x = —1y x = 3y una horizontaleny = 0.

Y__

Respuesta abierta. Por ejemplo:

X
f(X):_Xz—ZX—S
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Limite de una funcion n

39. Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones.

3t —2x2+5x—1 2x% + 3x
a) fi)="—22 T2 A e,
) fx) =7 ) f(x) T3
+xE—3 5 — 2y — ¥
b flx) = ———= s 3
) fx) T d) f(x) 1
4 2 4 2
a) i 3x" —2x +5X*1:—oo iim 3x" —2x +5X71:+OO
X—+00 1—Xx X——00 1—X
2 2
b) fim XX -3 im XX =3
X—+o0 4 —+ 3X X——00 4— + 3X
4 4
) lim m:_oo lim w:_
X—too 1 X Xm0 - X
5 2x—x* . 5-2x—x°
d) lim ————— =4 lim ———=+o00
X—400 1— X X——00 T—X
40. Halla las asintotas horizontales y oblicuas de estas funciones.
2x + 3x xt—3 2% — X3 3x—1
a) fix) = ———— b) fix) = c) fix) = d) fix) =
) f(x) ra— ) fx) — ) ) 1 ) fX) -
2x* +3x

a) limf(x)=lim

X—r00 x—oo  1— X2

—oo — f(X) no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

2 —
by im X)X =3_ 1
X=o0 X X—00 —3X? 3

2
limf(x)= lim X3 + Tx=0- f(x) tiene una asintota oblicua eny = —%X.

i VTN 3x 3

3
o i) 2 =X _

3 -1
X—oo X X—oo XY — X

3
Iim f(x)= Jim 2;2_); + x =0 — f(x) tiene una asintota oblicua eny = —x.
. - 3x—1 ' ’ '
d) fimf(x)= lim v 0 — f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.

41. Estudia la continuidad de estas funciones, y determina los tipos de discontinuidad que presentan.

X¥—3 six<2 s &l it 210
a)f(x)ﬁﬁsi2<x<3 b)f(x)—.3X si0<x<2
2x—5 si3=x ~—a iz X
a) bDomf=R
lim f(x)=1
o —No existe lim f(x) yf(x) noes continuaenx =2.
//n; f(X)=+o0 X2

La discontinuidad es de salto infinito. La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.

lim f(x) =1
o — f(x) es continua en x = 3.
lim f(x)=1

X—3"
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b) Dom f =0, +oo) — {4}

lim f(x) — No existe.
- — f(x) noes continua en x = 0.
//n07+f(x) =0
lim f(x)=6
11— Noexiste /im f(x) y f(x) no es continua en x = 2.
//'n;f(x): - X2

La discontinuidad es de salto finito.

lim f(x)=—o0
o —No existe /im f(x) yf(x) noes continua enx =4.
Jim f(X) = +o0 Xl

La discontinuidad es de salto infinito. La funcion tiene una asintota vertical en x = 4.

42. Halla el valor de k para que estas funciones sean continuas.

2% —3 six<1 S T

k4 2x—1 six=1 by fog=qx=2
X 1 six=0

a) fix) =

a) f(x) es continua en x =1si se verifica que f (1) = lim f(x):

lim f(x)=—1
///’le(X):—k-i—'l ——k+1=-1—-k=2
f(1)=—k+1

b) f(x) es continua en x =0 si se verifica que f(0) = im f(x):

lim £ (x) = 3=K
X—0" -2 K
mf(x)=—1 | -3"K_ 1 k=1
Xx—0* -2
£(0)=—1
ACTIVIDADES FINALES
43. Halla el término general de las sucesiones cuyos primeros términos son los siguientes.
1 23 1 3 8
WG e 97 2%7 s
11 1 1 3 4 5
M=% e Vg @
2
) n:n—1 o an:(n—1)—1
n+1 n+1
(-1 n+1
b) a,= d) a, =
) 4= ) 8=
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44. con ayuda de la calculadora, halla el limite de esta sucesion definida de forma recurrente.

3a, .+ 2
a=1 apn=—7—7""""™"
! " da,.+3
a =1 a =2 —0,70731... a: = %85 _ 0,707106...
41 1393
169
g == =071428... a, = > =0,70711...
7 239
1
Los términos de la sucesion se aproximan a: JZ_ =0,7071...
. - . 3n—1
45. Copia y completa la siguiente tabla siendo a, = .
6n +5
n 1 10 100 1000 10000
afl
iCudl es ,{im_ a,?
n 1 10 100 1000 10000

an 0,1818 0,4462 0,4942 0,4994 0,4999

ima, -
]
2

N—oo

. - . 5n+1
46. Ccopia y completa la siguiente tabla siendo a,, = is
n 1 10 100 1000 10000
al’i
iCual es r{in_r_ ap?
n 1 10 100 1000 10000
an 1 0,4857 0,0501 0,0050 0,0005
ma, =0
47. Realiza los siguientes limites.
& 5 3_
a) lim A+ d lim M
n-e 5% 4 3n% + 2n — 1 n=ee 1 —A4An —n°
. 1—m+2n-5n . nin® — 1)
by lim e lim———
) n—soo 2n3 3n2 -+ 6” 1 ) n—coo 1] 4 n2 2n3
& i P —-5mt+2n—1 fy fim (n* +4n*+ 2)n?
n—e 3n —2n% 4+ 5 —nt Ao 5430t + 4
) 3n® +1 3 +nt-n'
a) Im————-—= d) Im—— —=-3
) n-se 50" 4+310° 420 —1 ) Jm 1—an—n°
1—n® +2n—5n* 1 - n(4an* =1
b) 3+:—— e) //m%z—
n—eo21° —3N° +6Nn—1 2 n—co f] 4+ N* —2N
a4 —5n* +2n—1 (n* +4n> +2)n’
im ——————=5 f) lim*——m—m Lt — =
C) Nn—o0 3/7—2/73-{-5—174 ) N—oc n5+3n4+4 +00

254



Limite de una funcion n

43. Obtén los resultados de los siguientes limites.

. N4 +n-—3 . 2n+3nm+1
a) lim — d) lim ——
n—co 3n+1 n=e M3t 4 p 4 1)
by fim 8n’+3n+2 &) lim an+v1+n?
n—eo 4fp3 4 opt n—eo 3n+5
¥5 —2n + 6n® Ynii—3n+2
' Hm— fy fim ———
LA n#—n-—=aé i, m+5
2 o 2 _
a) //.m\/zln +n-3 _, Fo im an“+n 3:2
n—co 3N +41 400 n—oo 3N+41 3
2 2
b) lim 8n° +3n+2 oo /im8n +3”+2:4J§
n—oo /nB +2n4 “+00 n—oo n3+2n4
- Nb=2n+6n°  +oo - N5-2n+6n®
¢ Iim~————— — lim—————=
n—eo N°—nN—-6 +o0 n—eo NS —N—6
2
d) fim 2n+3m°+1 | 4o im 2n+3n° +1 _A
o | (n4+n+1) +00 e | (n +n+1)
e) lim 2n+\/1+n _, o /I.m2n+\/1+n2:
iex 3045 +oo n—e 3045
M’ =3n+2  +oo AP =3n+2
f) fim¥— 2 T lim ¥ =—"2—0
n—x N 45 +00 n—e  N* 45

49. Halla los siguientes limites de estas sucesiones.

. (n?+n 5n? _ {3n*+4n  4n?
a) lim|—— —— d im|l—— —
Ao\ n+1 n-eo 2n n?
n?— n ., 3-—n . n°+4n  4an®
b) i ( + ) ; ___)
Y I\ LA 2n?
. 3n2 _ —2n3 - {=7n*+4  5nf+n
c) lim 4 f) lim 4
n—ea\ 1 —5 n+3 noeel 2 —pn3 3—nt
2 2 2
a) iml 7 jim| 0 S| _ A 2041
n—oo n—oo n n+1 n—oc n—+1
2_ _ 2_ _ 2 _ 2
b) fim n”—-n 3-n o — oo im n n+3 n _im 2n 2+3n+3:_
n—oo| N 41 n n—oo| N 41 n n—oo N2 4N
2 s 2 _9pn3 oy 3 2
o) lim 3n n 2n oo im 3n n 2n’| 2n2+13n +on
n-o|N—5" n+3 n-o|N—5 N4+3) nox  n*—2n-15
3
d) lim 3n_+4n_4i _/lm3n_+4n_/lm4iz+oo 0= 400
n—eo| 2N N n—=  2n n—s 713
2 3
e) lim M,L”Z o — o0 jim| &40 _Am) 4 4
n—o0 3n 2n n—00 3n 2n n—oo 3
_(=7n*+4 Bn*+n I +4 . 50° +n
f) lim = lim + lim =0+0=0
) Im 2-n? 3-n*] e~ 2-n* == 3-n
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50. Determina el valor de estos limites.
a) nHm(n — v+ 4n—1)
b) jr’ml(\/m —3n)
o lim (an —v16r? +2)
a) rfr'm (n— m) S w—w

T

3 . —4 1
Em(n—w‘n- +4n—1): Irrr]++:—2

et +4n—1

b) ffm(w'-ﬂfnz +n+31 - 3:1) - o—o

J’:'m( 40 +n+31 - 31‘1) = lim o +n+31 = —0o0
Q) lim (4(?— Jien' +2 ) S w—w
im(an—\6n +2) = im—— 20
- " an o 12
51. calcula los siguientes limites.
. 1, Y _fnr—1Y
a) lim(1+ ) c) lim
) ~( 2+ 3, ! ﬂ«w( n? + 1)
_{2n -3\ . noy
b) im|———— d) flim (2— )
B ( 2n+ 1) ik e
,] n-1 ,I n-1 1
a) lim|1+ — 1 im {1+ =e?
) il 53] (5
%41 n?+1
b) im|2=3] lim 2”‘3] _
n=oo| 20 41 n—oc| 20 +1
2 4\" 2 4\
o fim| T g im| 2= =
n—co| % 41 n—oo| N? 41
n n
d) /fm[z_L] S //m[z_L] —e
e =T N 41
52. Halla los siguientes limites.
a) lim xX*+2x*—3 o Iim —m—————
) Koo ) x=—co ¥2 4+ 2x + 1
by fim — d) fim xe*
A w|n|){| X— +oo
a) lim (x* 4+ 2x? =3) =+ a  fim — 4 =0
x4 = x4 2x + 1
1
b) lim =0 d) lim xe* =+
=== 0| x| X0
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-z 0000000000090 0909090909090 0099090909099 007

53. Calcula los siguientes limites de polinomios.
a) fim &*—3x+1)
b) fim (Bx— Jle— gyt g)
c) xf{m__ﬁ(?x -3+ x2—1)
d) xfr:mm(axz — X 43x =1
e) lim (Ax® — 3x* + 2x* — 6x — 1)
a) X/L‘flvm(xz —3X+1) =400
b) X/L'rpm(3x —Xx?=7x"=3)=—o0
c) X’@JZX —3X°+ x> =) =400
d) X’i@(“z —X+3x* = 1) =400

e) lim (4x°®—3x% +2x* —6x — 1) = 400

X——00

54. Halla el valor de estos limites con valores absolutos.
a) ;’Ewl] X2+ 5x — 1]
b) xgrpmlsf —2¢+x—7|
c) xgrpmh — X2 — 5x8|
a) Xli'ryx\—xz +5x =1 =+o00
b) X/L'rpm\3x3 —2X7 4 X = 7| =400

c) X/L'rpxh—xz —5X*| =400

55. Calcula los limites y comprueba el resultado con la calculadora.

& i 2% —6x+ 3 o lim 56+ 3x —1
¥—+oo X? — 3%+ 5 X400 6X2 . 3)(3 + X
2 — 6 — X+ 1 A4 Xx—12
by lim ——— d im ——————
) =+ fAx2 4+ Ex — 2 ] x—+o0 ¥2 — ¥3 4 9
a) lim X —6x+3 =2

x=+2 x2 _3x 45

2P —6x° — 1
b) lim <X - X —x+
rorm Ayt 4 Sx —2

) 5% 4+ 3x —1 5
A lim ——————=—=
s=sm Gx? — 33 4 x 3
4x? —12
d) J'fﬂ]#:[}
e x? _ x3 4 2
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56. Calcula los limites siguientes.

. ¥ —5x+3
im ———

a)
xvken 3 — )3+

57. Halla estos limites con ayuda de la calculadora, y comprueba el resultado obtenido.

9 lim 7+ 7x + 792
X— —00 X?D(? . 4){:%‘] 2)(5

T4+ x—6x+ x°

d) xlll{m:c 3w + 2x2 — 3
T+7x+7xX%)x? _
O sim XTI 7
X0 xz(x2—4x3)—2x5 6
_ 4 3
:1 d) lim T+ X 6)(2 +X e
4 X—+oo 3X 42X —3

& i X 4+5x+7 o X —2x7 —10x
x=-o0 D62 4 x 41 xo—eo —x2 4 253 — x + 3
: 44 x—2x3 =X 43+ 2
b fim ————— d fim —m—————
) Ao —ax T 1 S — 4 & 2x
X 4+5x+7 1 X =2 —10x 1
a) 2 == C) //m — =3 - 5 = —
X==o QX"+ X+1 2 Xomoo X2 42X —X+3 2
3 2
b) im 4;|-x 2X _ d) fim ); +3)3(+21 _
x—mo0 2X° —3X +11 x—-20 5X% —AX3 +2X
58. Determina el valor de los siguientes limites.
. V2x*+ 3 . Gx2 =g
a) Im ———— c) lim
x=+eo By —1 x= it af332 4 o
S s v S
b) lim s St 8 d fim X —2
x40 A2t — ax3 4 1 x=+0 A48 _ 7 £ 1
2 2
a) lim VX' +3 V2 o) lim X -2 _ .
X400 Hx 1 5 X*H»oo\/m
. Ax* —2x —1 4 ) x?=2
b) Iim ————=— d) im ———=0
59. obtén los resultados de estos limites.
a) lim vV —3x + &x? - Voxt + 5x° — 2x2
= X242 X oo 3% — 1
= 2 J2¢* $5¢° — 22
a) lim 3)f + Bx =0 b) lim MRTHR I, = —00
- 1 ) $o =1

60.

Halla el valor de los siguientes limites.
X  x )
2x+1 x2+1

)

@ i (

52 +1 ; 3 —X*
X+2

b) J'fm(
Pkl 8

2x2 4+ 1

. X
¢ lim -
X— — :1:-( X2 2X
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. 2x2 X3 . 2x? x® 1
a) Iim ———|— 00— lim —— =——
xotoo( 2X 41 X2 41 xotoo| 2X +1 0 X741 2
2 2 2 2
by fim [ 32X i (51, 3= _
Xomol X X+2 e X+2
3 2 3 2
O Im| 22N o m | 2O
x| X2 —2X  2X—4 xomoo| X2 —2X  2X—4
61. calcula el valor de los siguientes limites.
a) lim (x—vx2+ 4)() o lim (Vxz+ a4 —vx2 - 3)
b) lim (VX2+6 —X) d) Hm_(_\/xz- 2X+1— V2 —2x + 4)

a) X/L'rﬂo(x —X? +4x) — 00 —00

) . —4x
fim (x — X2 +4x) = lim ———=-2
X—+o0 X‘VF(ﬁX_._ [XZ +4X

b) X/imm(\/Xz+6—X)—>oo—oo
lim (\/x2+6—x): lim 5 0

X—+00 X—+00 X2 +6 +X:

c) X/LTM(*/XZ +4—x? —3)—> 00 — 00

. 5 . 7
lim \/X2+4— X’ =3l=Iim ———— =
X~>+oo( ) X—+00 /XZ 444 /X2_3

d) fim (\/X2—2X+1—\/X2—2X+4)—>oo—oo

lim (\/x2—2x+1—\/x2—2x+4): lim -3 =0
Xt = X X 14X —2x +4
62. Halla los siguientes limites.
o x—1Y g
A ~;{m"“-(3x n 2) e x”—mm( X )
, 1Y
a) Iim =
) m[5s)
3x-2 3x-2
b) lim [X_“] L Jim X_+2] et
X—+00 X X—+o0 X

63. Calcula estos limites.
2x+1

: 2%° — 3% x
a lim|l————
x=+eo| X2+ X2 — 3x + 1

. > - 2x+1
% - + X
Rt 4 O x—28
B=x+ Y
¢ lim (x - 2—)
X— + 00 X<+ ‘|
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2X+1

. 2x°% —3x X 1
a) Im | ————5—— =—
x=+oo| 8X% 4 X2 —3X +1 16
) 3x2—2x+1
_ x>-3
b) fim [ =2 — 40
X—+00 X_8
3 2
c) Iim x—2 j( +3x id
Xstoo X +1 e

64. Determina los limites, calculando previamente sus limites laterales.
X—3x+2 2X

_ -
a) lim dy lim ———
)x—<2 2x—5 }xﬂ-lx? - 2X
b) im(1 + 2x)" e) lim In(X : 1)
x—3 X—2 3
] X2 —2% 43 A 5
c) imA/ ———— fy Iim ——
rim X+ 1 )r-3v’4+x
a) mX —¥+2 _ d lim 272X )
x=2 Iy _§ r==l )t — 2%
. x+1
b) fim (14 2x)* = 343 e) f!g{[ﬂ[ . y=0

22 3 . 5
c lim A \/E f) fim ——=>5
x=0Y x+1 T4+ x

65. con ayuda de la calculadora, completa la tabla y comprueba que si f(x) = ~
entonces lim f(x) = —0,5.

x?
-3’

X 0 09 099 0999 1001 101 gl

fx)

X 0 09 0,99 0,999 1,001 1,01 11
f(x) 0 —038 | —048 | —049 | —0501 | —051 | —063

66. Determina los limites indicados para esta funcion.
X—1 six=1

FO =141 si x>1
a) lim fx) b) fim f(x)
x=1 s
a) lim f(x)= lim(x -1=0 b) fim f(x)= lim (x* +1)=2
—Xx? si x<o0

67. Dada la funcion f(x) = {¥vx si 0 < x < 4, calcula.
3 si x>4

a) lim f(x) b) fim f(x) ) im G0 d) fim e
. — fim w2 _ i T —
a) lim f(x)= lim-x*=0 c) fim f(x)= lim Jx =2
b) fim f(x)= lim Jx =0 d) lim f(x)= lim 3=3

260



Limite de una funcidon n

68. Observa la gréafica de la funcion y halla los siguientes limites.

a) lim i) b) lim e c) lim ft) d) Jim f00
a) //'rpr(x):1 c) //@7f(x):5
b) X//'rprf(x):—a d) X/in}f(x):S

69. Teniendo en cuenta la grafica de la funcién, calcula estos limites.
Y

a) lim f(x) b) lim i) c) lim fix) d) lim i)
a) lim f(x)=1 c) Jim f(x)=0
. 1 ,
b) X/i@f(x):_ﬁ d) fim f(x)=+oc

70. Halla los siguientes limites.

a) [im cos x ) lim sen x
. X
. . COs X
b) lim tg x d) lim——
P X—z sen x
a) limcos x = —1
b) limtgx — 1 im tg x =+ fim tg x = —o0
e T 0 Xt P
c) fim sen x = =1
. Cos X 1 . COSs X . oS X
d) lim - - lim = —o lim =4®
X sen X 0 X% sen X x=wt sen x
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71. Dada la funcion f(x) definida a trozos encuentra los limites.

fx) =

a) Xf{m.”f(x)
b) Xﬁm:c-f(X)
a) [fim f(x)=—o0

b) lim f(x)=+occ

X—+00

72. Resuelve los siguientes limites.

x=0 X2+ 2X

o x* + 2x

Y 2x +1
c Xrﬂxz_ 1

a) flim X+
x=0 X% £ 2X

1
.2
0
b) lim—*— .2
X=0 X7+ 2X 0

o mZH_

x=0 x% 1 -

xX—=4 0

d) lim

5 d
=2x? 42x 0

X2 X4+ 2X +1

X*+4 8

Im > —
x=2X 42X 0

f)

73. Resuelve los siguientes limites.
2

a) im———
¢ Xetx—2

b) lim

A=

=3 X2 — 6X +9

o fim 12— x4
k=0 X34+ 7x2 + 14x + 8

X2 4 x=2 0
b) //'mzx;3—>9
=3x°—6X+9 0

262

2x +1

c) lim f(x)
X2
d) Xﬂn_?? fx)

c) Jim f(x)=-3

six <—2
9

Xx—1

X+6x—32 six=3

e) xfr'{nzf x)

si—2<=x<3

g Jim f0)
f) Jim fo) h) im )

e) fimf(x)=-3 g) lim f(x)=-5

d) fim f(x)=—3 f) limf(x) :% h) imf(x) —No existe
x4
A Jim,
f ﬁmﬁ
TR T

X 1

lim— =lim =
X=0X2 42X x-0X(X+2) 2

Eod XD H2)

im = =
K2 X 2X 0 2 X(X+2)
X' +4 X +4
75y~ T v i
X==2" X° 42X X==2" X° 42X
o x3—09x2 4 15x + 25
d) lim
) x=5 x3— 524+ 2x — 10
e) fme
x=0 2x% — x% 4+ 3x
: X*—3x+2
fy Im———m———
Vi =22 —x+2
x*—1 (Xx=D(x+1) 2

im = <
X4 x—2 1(x=1(x+2) 3

. 1 . 1
lim ——=—o0 im —— = +o0
x=3 X -3 x=3" X —3
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33X +12%F —x—4
c)

I =7 o
XA X0+ 7X+14X 48

0

0

I +12xX* —x—4

(3x* =1)(x +4) 47

oot L TX2 414X 8 ot (X (X +2)(x+4) 6

X —9x*+15x+25 0 3 _9x2 5y
d) im” 2+ +25 0 mx3 9X2+15X+25:”m (X +1)(x—5) _0o
=5 x°—5x*4+2x—10 0 =5 X% —5x7 +2x =10 %5 (X* 42)(x —5)
5x° —3x2 0 3 a2 2 _
o) lim X=X 9 im 53X 23)( _ X*(5x —3) _0
=02x3 —x>4+3x O =0 2x% — XP 43X 50 x(2x° — X +3)
o XP=3x 42 0 . 2 —-N(x-2
f) //m%a— lim 3X §X+2 _ (X )(X ) :l
=X =2X*=X+2 0 XAXT=2XF =X +2 T (X=N(x=2)(x+T) 2
74. Calcula estos limites.
Vx+2-v2 . ¥x*+5-3
a fim——— d) lim————
=0 X x—2 x<—=4
x4 x2—16 x=142x —2
c) ﬂmiw f) ;,—mw
=0 X >4 4/2x+1—3
Ix+2-V2 0 Ix+2-2 1 2
a) lim-————— lim =lim _ys
X—0 )% 0 X—0 X x—0 Jx+2+\/§ 4
b) im¥X=3-1.0 im¥* =31 jim ! .
x=4 X% 16 0 x—4 x?_-16 XHA(X+4)(1/—X_3+1) 16
0) imYX+1=1_0 X1 = g 1 A
x=0 X 0 X0 X HOUX4+1+1 2
NX*45-3 0 X 45-3 1 1
d) Iim————— lim———=lm———=-
X—2 X- =4 0 x-2  X°—4 X—2 ,X2+5+3 6
e) im-2x=1 1 im 2= im -2 =1 Noexiste
=12x—-2 0 x=1"2X —2 x=1\2X =2
X?=3x—-4 0 X —3x—4 . (X+)(V2x+1+3)
f) IimfY—s——— im =lim =
x=4 2x+1-3 0 ot 2 413 x4 2
75. Calcula el limite que aparece a continuacion.
im vX+3—2x
=1 X —1
/I.m\/X+3—2X 0
=1 X -1 0
2 2 _ — —
//.m\/X+3—2X://.m(«/?+1)(x+3—4x):”mx+3—4x g X1 (X 1) (4x-3)
=X -1 S (x=D(x+3+2x) 1 x=1 1 X $342x 2 X X =1

/
2
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76. calcula el siguiente limite.

- Ux -2
lim
x=2 X—=2
jm3x =32 0
M x—2 0
3y 3 32 3 _ 3
X =2 e X2 im— X=2 2

y =
R x=2 o (x=2)(x +32) Xﬂz(x—2)(3/}+3/§)2 8

77. calcula el valor de los siguientes limites.

e 3 — 3
a) lim _\/_ va c) lim grren—Ic
¥=a X - X=+c X—c
r 2 Al LT
6 i Vx+b—+vb o im X —9x—ad
x=b X x==d 24+ (d—Nx—d
a)~ Sia=0:
jm¥X=a 0 jm¥X=Ya _yy  (x-8) _Ja
X—a X—a 0 X—a X—a )ma(X_a)(\/;_;'_\/g) 2a
* Sia=0:
_Jdx 0 CIx L x 1
im— — = Iim—=Im—=Ilim— ——
X0 X 0 =0 x  x=0xx x0x 0
//mﬂ://mi:+oo //mﬂ—wo existe.
x—0" X x—»O& x—=0" X
b) = Sib=0:
/imVXer_\/E://m@_\/B:(x/E%)ﬁ
X—b X X—b b b
= Sib=0:

. AlX . L .
//m0 - = +o00 — ES el mismo limite del apartado anterior.
x—0t

c) Sicayc=0:
i (X* +2x)—(c* +2a) = 2(c—a) i (X* +2x)—(c® +2a) .
x—¢ X—C 0 X—c X—C

= Siczxayc=0:

3 3
//m(X +2X)—23_>__28 //m(X +2X)_2 =00
Xx—0 X 0 X0 X
= Sic=ayc#0:
m<X3+2X)—(C3+ZC)_>9 //m(x3+2x)—(c3+20): lm(X—C)(x2+CX+(2+cz)):302+2
X—C X—C 0 x=c X—=C e X=C
= Sic=ayc=0:
X 2% 0 X2 mx 42— 2
X—0 X O x=0 x=0
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d)= Sid=0:
- X +(d-4)x-4d 0 X2 +(d—4)x—4d in (Xx+d)(x—4) d+4
ot X (d=Nx—d 0 ot X (d =X —d o (x+d)(x=1)  d+1
= Sid=0:
2 2 _ _
”mxz—Ax 0 /imXZ 4x:”mx(x 4)://.m(x 4 _,
=0 x> —x 0 x=0 x2—x  x=0x(x=1) x=0(x=1)
78. Halla estos limites.
. . Nsecx —1
a) lim+ycos x —3senx c) im—————
X=7% x—0 SEC X - Sen X

sen’x - tg’x + sen’x

b) lim tg® x - cos®x d) fim 2
x_‘% x—0 tgex
a) lim.jcos x —3sen x — No existe.
X—7
b) /imtg®x-cos®°x — c0-0
x-3
. . sen’x .
lim tg® x - cos’x = lim=——"=-cos’x = lim sen*x =1
x=X x—ZCOS>X XX
2 2
Jsec’x—1 0
0) im -
x-0sec x-senx 0
1 ] \J1—cos?x
Nsecix —1 \/ 2y X _A1—cos’x . _senx
— [jm YCOS°X — fjm —<98 = lim = lim =1
x~0secx-senx -0 1 senx ° sen x x=0  senx X—=0 sen x
cos X cos X
sen’ x-tg'x+sen*x 0
d) lim tg > * ——
X0 tg? X 0
sen? x sen’ x sen? x sen® x +cos’x -sen* x
._sen* x-tg® x+sen*x . “cosix ; cos’x i 2 2
lim > =lim 5 =lim . = limsen® x 4+ cos*x =1
X0 tg? x X=0 sen® x x=0 sen? x X0
CoS’X coS’x

79. Encuentra el limite de la funcién cuando x tiende a 0 y cuando x tiende a 3.
x4

fx) =

x3_

3x?

Especifica el valor de los limites laterales, si resulta necesario.

x* 0 ) x*

lim — -
=0 x° — 3x°

4

0
) 81
lim — — — —
#=3 x7 — 3x° 0

) X
lim — 3
s=3 x7 — 3x° . .

— No existe [im —.

. 4 k=3 xd 3x,
lim — -
3x°

x=3t X7 —
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80. Observa las tablas de valores de la funcion.

ax? — 5x
) =———"2
2x°+7
X 1 10 100 1000 10000
f(x) —0,11 1,69 1,974 1,9975 1,99975
34 —1 —10 —100 —1000 —10000
f(x) 1 2,17 2,024 2,0025  2,00025

¢Es cierto que y = 2 es una asintota? Cuando x — +co, ;esta la funcién por encima o por debajo
de la asintota? ;Qué sucede cuando x —» —oo?

Si, es cierto que y = 2 es una asintota horizontal.

Cuando x tiende a 499, la funcion esta por debajo de la asintota.

Cuando x tiende a —eg, la funcion estd por encima de la asintota.

81. Realiza una tabla como la de la actividad anterior y decide si y = —3 es una asintota horizontal

de la funcion f(x) = % ¢La funcion esta por encima o por debajo de la asintota?
X 1 10 100 1000 10000
fix) -0,5 —2,5455 —2,9505 —2,9950 —2,9995
X -2 -10 -100 —-1000 —-10000
fix) —2,6666 —3,5556 —3,0505 —3,0050 —3,0005

Si, es cierto que y = —3 es una asintota horizontal.
Cuando x tiende a +oo, la funcidn esta por encima de la asintota.

Cuando x tiende a —, la funcion esta por debajo de la asintota.

82. Observa las tablas de valores de la funcion.

fx) = 3x+1
X—3
X 2 25 29 299 299 2,9999
fy -7 =17 =97 =997 —9997 —99997
X 3,0001 3,001 3,01 3,1 35
f(x) 100003 10003 1003 103 23

¢Es cierto que x = 3 es una asintota vertical? Cuando x — 3, {la rama infinita de la funcion tiende
a +o 0a—? ;Qué sucede cuando x — 3*?

Si, es cierto que x = 3 es una asintota vertical.

Cuando x tiende a 3 por la izquierda, la rama infinita de la funcion tiende a —oe.

Cuando x tiende a 3 por la derecha, la rama infinita de la funcion tiende a 4.
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83. Realiza una tabla como la de la actividad anterior y decide si x = —2 es una asintota vertical

2 __
de la funcion f(x) = % :La rama infinita de la funcion tiende a + 0 a —co?
X ] 15 1,9 1,99 1,999 1,999
f(x) 4 13,5 93,1 993,01 9993,001 99993,0001
X —2,0001 —2,001 -2,01 -2,1 -2,5
fix) —-100007 —-10007,001 -1007,01 -107,1 -27,5

Si, es cierto que x = —1 es una asintota vertical.
Cuando x tiende a —2 por la izquierda, la rama infinita de la funcién tiende a —oo.

Cuando x tiende a —2 por la derecha, la rama infinita de la funcidn tiende a +oo.

84. Observa la tabla de valores de la funcion.

4x? + 6x
fx) = ——
2x—3
X 10 100 1000 10000
f(x) 27,06 206,09 2006,009  20006,0009

Esta es la tabla de valores de larectay = 2x + 6.

X 10 100 1000 10000

Y 26 206 2006 20006

(Es cierto que la recta es una asintota de f(x)? ;Qué posicion tiene la funcién con respecto
a la recta cuando x tiende a +<=? Investiga la posicién relativa de ambas cuando x tiende a —co.

Si, es cierto que y = 2x 4 3 es una asintota oblicua.

Cuando x tiende a 42, la funcién esta por encima de la asintota.
Six=—1000, f(x) — 2x — 3 > 0,y cuando x tiende a —cc la funcién esta
por encima de la asintota.

85. Realiza una tabla como la de la actividad anterior y decide si y = 4x + 2 es una asintota oblicua

2
de la funcion f(x) = % ¢La funcion esta por encima o por debajo de la asintota?
X 10 100 1000 10000
flx) 42,2632 402,0251 4002,0025 | 40002,0003
Esta es la tabla de valores de la recta y = 4x + 2.
X 10 100 1000 10000
y 42 402 4002 40002

Si, es cierto que y = 4x + 2 es una asintota oblicua.

Cuando x tiende a +o0, la funcidn esta por encima de la asintota.

Six=-1000 — f(X)—4x—2<0,y cuando x tiende a — la funcién estd por debajo de la asintota.
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86. Halla las asintotas horizontales y verticales de las siguientes funciones.

a)f(x)--x___3 c)f(x)—%_d_%? e) flx) e
2 -1 o
b) 00 = —— d 700 = 5— 0=

a) bomf=R—{-3}

fim f(X)=+o0
x=s — La funcidn tiene una asintota vertical en x = 3.
lim f(x)=—-o0

X—-3"

limf(x)= lim X1 f(x) tiene una asintota horizontaleny =1.

X—00 x—oo X 43

b

-

bomf=R—{-11

lim f(x)=4o0
X1
lim f(x)=—o0

X——1"

] — La funcion tiene una asintota vertical en x = —1.
limf(x)=—o0

ol — La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.
fim f(x) = +o0
X—T1"

lim f(x) = lim 22 =0— f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.

X—00 X—00 X _']_

c) Dom f= R — f(x) no tiene asintotas verticales.

limf(x)= lim X sz =0— f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.

X—00 X—oo [ —

d) Dom f = R,{,\@, \/5}
lim_f(x)=-o0
“,‘ﬁ —s La funcién tiene una asintota vertical en x = —/3.
lim_f(x)=+o0
x——3"
lim f(x)=—o0
Xfﬁ —s La funcién tiene una asintota vertical en x = /3.
lim f(x)=+o0
x—3"
. . 3x -1 . . .
lim f(x)= lim Z 3" 0 — f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.
e) bomf=R—{-2,2}
lim f(x)=—o0
X2 — La funcion tiene una asintota vertical en x = —2.
lim_ f(x)=+o0

Jim f(x) = —o0

) — La funcidn tiene una asintota vertical en x = 2.
fim f(X) = +o0
X—

lim f(x)= lim X2+1 =0— f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.

X—00 X—o0 X _4_

f) Dom f= R — f(x) no tiene asintotas verticales.

2
im £(x) = lim —2*

X—00 x—oo X4 41

=2 — f(x) tiene una asintota horizontal en y = 2.
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87. Determina las asintotas oblicuas de las siguientes funciones.

X2+ 5x 5—3x
A= V=2t s

2%t —4 X2 — 633
b) ff)f)--ﬁ d) f(x) - rr—1

-~ f(x ) 2
fim T iy XX
X—too X X—+00 X +2X

a) ) — f(x) tiene una asintota oblicua eny = x +3.
[ Xx*+5x - 3x
lim |——=—-x|= lim ——=3
Xx—too| X 42 X0 X 4 2
f(x _2x?2—4
i 100 2024
X—too X X—too X2 — X . 3 .
b) ) — f(x) tiene una asintota oblicua eny =2x +2.
. |12x° =4 o 2x—4
lim —2x|= lim =2
X—tool X —1 X—too X —1
- f(x , —3x°
lim —( )= im —533X _3
X—t0 X X—+00 DX + 8X 2 . ; . 3
c) 5 — f(x) tiene una asintota oblicuaeny = —=x.
5-3x° 3 12x -5 2
——+—X|= Iim ——5—=0
X—+o0| 2X +8 2 X—+00 DX +8
- f(x , 7 6x3
lim Q = lim % =—-6
X—+too X X—+o0 X X —X . , )
d) ) . * ) — f(x) tiene una asintota oblicua en y = —6x +7.
[ x*—6x Y
lim | = +6x|= lim ————=7
xovkoo| X2 4 X =1 xotoe X2 X =1

28. Determina las asintotas de las siguientes funciones.

2x — 1 X241
a) ) X —5x+6 ) 10 X2 —2x
X*+8 X2 —5x+4
- d) flix) = — -
b) 00 X4 2x7— 1x — 12 ) 10 X3 —3x7—13x + 15

a) Domf=R—{2,3}

lim f(x) =400
x2 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.
lim f(x)=—o0

x—2F

lim f(x)=—o0
. — La funcion tiene una asintota vertical en x = 3.
lim f(x)=+oo
X—=3"
. . 2X -1 . . .
lim f(x)= lim ——————=0— f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.
X0 xooe X2 —5X 4+ 6

b) Domf =R—{-4,-13}

lim f(x)=—o0

e — La funcion tiene una asintota vertical en x = —4.
lim f(x)=+o0

X——4%
lim f(x)=4o0

Xt — La funcion tiene una asintota vertical en x = —1.
lim f(x)=—o0

X——

lim f(x)=—oo

=3 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 3.
fim f(X) = 400

X—

2
im F(x)= lim —— X +8
= o i 12

=0 — f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.
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¢) Domf=R—{0,2}

lim f(x) =400
x0 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 0.
lim f (X)=—o0
lim f(x)=—o0
=2 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.
fim f(X) = +o0
) D G ) . .
Jim f(x)= lim P ik f(x) no tiene asintotas horizontales.
_f(x ) 3
lim Q = lim X +1

il X ami X020 . ) .
— f(x) tiene una asintota oblicua eny = x + 2.

X341 2x% +1
2 A= 2 =2
x—too| X2 = 2X x—too X2 _2x
2_ X—N(x—-4
d) 7(x) X?—Bx+4 o )( )

CX*=3X7—13x+15 (X =1)(X=5)(x +3)

pomf=R—{-3,15}

lim f(x)=—o0
xo3 — La funcidn tiene una asintota vertical en x = —3.
lim_f (X)=+o0
lim f(x)=+o0
= — La funcion tiene una asintota vertical en x =1.
fim f(x) = +o0
lim f(x)=—o0
xS — La funcion tiene una asintota vertical en x = 5.
fim f(X) = +o0
) ) X?—5x+4 ) . .
lim f(x)= lim — > =0— f(x) tiene una asintota horizontal en y = 0.
X—00 x=oo X —3X° —13x +15

89. Halla las asintotas de las siguientes funciones.

2x—3

a) ) = 4/~ 0 fin = "=

b) 1) =~ @) foo = 22
X —_—

a) bomf = (—oo, O} U(3, +oo)

//'n;f(x) — No existe.
lim f(x) =400

X—3"

— La funcion tiene una asintota vertical en x = 3.

limf(x)= lim /% =1—f(x) tiene una asintota horizontal eny = 1.

X—00 X—00
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b) Dom f =(—o0, —3)U(3, 4+ o0)

_ 0 X413 (x+3)(\/x2 —9)
lim f(x)— = im = =
X—-3 0 X“_3\/X2 _9 x—-3 (X+3)(X—3)

//r;;f(x) — No existe.

lim f(x) =400

X—3"

] — La funcion tiene una asintota vertical en x = 3.

lim £(x)= lim —£3

X—+00 X—+00 IXZ _ 9

lim £(x)= lim -3

FEUSE Ly v

c) Domf:[g,Z]U(Z,-l-OO)

=1- f(x) tiene una asintota horizontal eny =1.

=—1—f(x) tiene una asintota horizontal eny = —1.

lim f(x)=—o00

e — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.

fim f(X) = +o0

Jim f(x)= Jim ‘)2()( _23 =0— f(x) tiene una asintota horizontal en y = 0.

d) Domf=R—{-3}

lim f(x)=—oc
s — La funcidn tiene una asintota vertical en x = —3.
lim_f(x) = +o0
. AXE , ] .
lim f(x) = lim ——— = o0 — f(X) no tiene asintotas horizontales.
X—00 x—oo X 4+ 3
. f(x xt
i Q = lim 2)(_1 =1
K s f(x) tiene una asintota oblicuaeny = x —3
— =X—-0.
4 4 2
im || gy X HT=X 28X
x—+too| X 43 X—+00 X+3

90. Halla las asintotas de estas funciones y la posicion de las ramas infinitas.

X*—6x*+12x — 8 X —6x*+12x—8
= d) fx) =
a) fix) <13 ) fiX) — 4
X —6x*+12x — 8 X —6x2+12x—8
b) f(x) v T e) fix) x—2?
X —6x*+12x — 8 X —6xX*+12x—8
c) fX) = 5 f) fx) = 214

a) Domf=R—-{-3}
x> —6x* 4+ 12x—8 —125
—

lim

x—-3 X+3 0
lim X' — 6x* +12x -8 = 4o La funcion tiene una asintota vertical
xre3 X+ 3 _, enx= —3. Por la izquierda la rama
o oxi—6x! +12x-8 infinita de la funcidn tiende a +oe,
A_”\”g_ X+3 == y por la derecha tiende a —zc.
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x}—6xT +12x—8

lim = 400 = La funcidn no tiene asintota horizontal.
K X + 3

. flx) X —6x'+12x -8

lim = lim - = 4+ — La funcién no tiene asintota
Kb b® oy X 00 x? + 3x
oblicua.

b) Domf=R —{-3, 2}
x? —6x7 +12x -8 —125
_)

lim -
x—=3 X+ x—06 0
X =6 +12x -8
lim 5 = —0
x==3 X4 x - 6 L. . . .
5 5 — La funcion tiene una asintota vertical
. X —6x 4+ 12x—8
lim . =+
x—-3* X4 x—06
en x = —3. Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oe,

y por la derecha tiende a +ce.
¥ —6x' +12x—-8 0

lim - - —

x=2 X +x—-06 0

X' —6x? +12x—8 o (x=2)(x —4x+4)

lim - = lim =0
x=2 X+ x—06 x=2 (x—2)(x+3)

— La funcion no tiene asintota vertical en x = 2.

o x*—6x?+12x—8 » . ) .
lim - = 4+ — La funcién no tiene asintota horizontal.
i X+ x—-6

o f(x) X —6x* +12x—8

lim —— = lim ; - =1
K tm oy X4 X 4 xt = 6Gx

[ —6x? +12x—8 . —7x*+18x—8

lirn . —x|= lim - =-7
K 0 X +X—6 A=h b X'+X—6

— La funcién tiene una asintota oblicua:y = x — 7.

X' —6x7 +12x -8 0
—

(] |'I.l:.fif} -
=2 x=2 0
Xt —6xT +12x -8 o =2Nx —4x 4+ 4)
lim = lim =0—
=2 x =2 x—2 X—=2
— La funcion no tiene asintota vertical en x = 2.
CoxT—6x* 4+ 12x—8 B _ ) .
.fm = 4o — La funcion no tiene asintota horizontal.

K= % x =2

x' —6x* +12x—8 N . ) .
. = 420 — La funcion no tiene asintota oblicua.

lim fx) = lim
iy P
d) Domf=R —{-2,2}

x' —6x? +12x -8 —64
_)

X< — 2x

lim
x--2 x? —4 0
.o xP=6x+12x-8
lim 5 = —
T 6X’ + 12 8 -
X —6xT 4+ 12x —
lim - =+
X2 X° —4
— La funcion tiene una asintota vertical en x = —2.

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —ee, y por la derecha tiende a +-co.
¥*—6x'4+12x—-8 0

lim 3 A
X—¥d XAI _4 O

fim X~ 6)(-. +12x-8 . (- —4x+4) .,
"2 X' — 4 S ——

— La funcion no tiene asintota vertical en x = 2.
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x> —6x2+12x—8 = . ¥ .
lim - —_— - = 4o = La funcion no tiene asintota horizontal.

LS w2 4

() LK —6x+12x—8
im —— = [im : =

A= b ¥ X 20 X‘ — 4y
. B - -
) x* —6x°+12x—8 . —6x” +16x—8
lim - —x|l=Iim ——=—-6
X =t Xt —4 X=b T Xt —4

— La funcion tiene una asintota oblicua: y = x — 6.

x> —6x24+12x—8

fi
lim ) = fim —3 |

X +® X X+ x° — 4x
: : ;i — La funcion tiene una asintota oblicua: y = x — 6.
(% —6x* +12x—8  —6x* +16x—8 ¥

lim ~ -x|= lm —————=-6

Xmb 0 xt —4 X 6 x: —4
e) Domf=R —{2}

X —6xP4+12x—8 0

lim - - —
X2 (x — 20 0

6 +12x—8 . (x=2)}

fim = o - a = lim (x )‘ = 0 — La funcion no tiene asintota
x—2 (X_Z) x—2 (x_2)’
vertical en x = 2.

X —6x* +12x—8 . . ) .

lim ( —'_2)1 = 4o — La funcion no tiene asintota horizontal.
A=+ X - =

. fx) Xt —6x* +12x—8

im —= = Im - =1
xdE X xmdm 3 Ay 4 Ay .

. . ) — La funcion

| x —6xT +12x—8 =X 48 —8

lim - —x|l=lim —=-2
X X' —4x 4+ 4 e x? — 4y + 4

tiene una asintota oblicua: y =x — 2.

f(x) — x + 2 =0 — La expresion de la funcion coincide con la ecuacion
de la asintota salvo en x = 2.

f) Domf= R — Lafuncién no tiene asintota vertical.

X —6x* +12x—8

fim - = +a — La funcion no tiene asintota horizontal.
x—p o x4+ 4

- f(x) X —6x' +12x—8

lim — = lim - =1
x—t® X X—s 4w X4 4x

, —

[ X —6x +12x—8 . —6x* +8—8

lim - —x|= lim - =—
X=b % X+ 4 Kb X’+4

— La funcién tiene una asintota oblicua:y = x — 6.

Six=1000, f(x) — x4+ 6 >0,y cuando x tiende a +2¢ la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1000,f(x) — x4+ 6 <0,y cuando x tiende a —oe la funcién
esta por debajo de la asintota.

91. Calcula las ramas infinitas y asintotas de las funciones.
a f=x+5-1 c) f(x) = logx
b) fix) =2x—1 d) fix) = tg x
a) Dom f= R — La funcion no tiene asintota vertical.

fim (x* + 5x — 1) = 4o — La funcion no tiene asintota horizontal.

o f(x) x4 5x—1 > . ) .
im —— = lim ——————— = 4% — La funcidén no tiene asintota oblicua.
X p e X X o= X

lim f(x)=+oo
b) La grafica de la funcidn es una recta, asi que no tiene asintotas. Ramas parabdlicas: X/_l;;“ f0)
=—00
X——00
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c) Dom f= (0, +=)

lim log x = —ce = La funcion tiene una asintota vertical en x = 0.

La rama infinita de la funcion tiende a —co.

lim log x = +% — La funcion no tiene asintota horizontal.

. f(x) . log x L ) ) :
lim = lim = 0 — La funcidén no tiene asintota oblicua.

X tw ¥ Xx—+tm

d) Domf= R—H +km, ke z}

. 1
lim tg x = —
Ao 0

lim tgx = +o0

. — La funcién tiene una asintota vertical en x =

lim tgx =— 2

X —
Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a +e¢, y por la derecha, a —ee.

Al ser una funcion periodica, de periodo w, todos los puntos
que no pertenecen al dominio son asintotas del mismo tipo.
Por tanto, la funcion no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

92. Encuentra las asintotas de las siguientes funciones.

|2x — 3|
a) foy = 1=—= b) () =
) Flx) " ) fix) =
32 Gix<3
a) f(x):_‘ZX_3‘: 2X . §
X X3 gix>2
X 2
fim 1(x)= i 2=~ o
" X — La funcion tiene una asintota vertical en x = 0.
. . 3-2X
lim f(x)= lim = +00
X—0" x—=0" X
) . 3-2X . . .
Jim f(x)= Jlim =—-2—f(x) tiene una asintota horizontal en y = —2.

Jim f (x)= lim 2Xx_3 =2—f(x) tiene una asintota horizontal eny = 2.
—+00 —+00
X six<i
X 1-x
b) f(x):m: N
— six>1
X =1
. . X
lim f(x) = lim ~—= +o0
"~ " 1;)( — La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.
mf(x)=Jim~—=+o0
lim f(x)= lim SR I f(x) tiene una asintota horizontal en y =—1.
X——00 X——00 'I —X

lim f(x)= lim Xy (x) tiene una asintota horizontal en y =1.

X—+00 X—+00 X —
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93. Estudia la continuidad de la siguiente funcion en los puntos x = 2, X =0y x = —2.
Y

X—2"

limf(x)=4
< — La funcidn no es continua en x = 2.

lim f(x)

X—=2"

Se trata de un punto de discontinuidad de salto finito.

limf(x)=0

0 — La funcion es continua en x = 0.

lim (x)=0

lim f(x)=-5

=2 — La funcién no es continua en x = —2.
lim_f(x)=-4

Se trata de un punto de discontinuidad de salto finito.

94. Determina los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones e indica
de qué tipo son.

a) Y4 c) ¥

a) La funcion esta definida de la forma:
f(x):x+%n wxenn+1),vnez
Cada X €Z se trata de un punto de discontinuidad de salto finito.
b) Los puntos de discontinuidad son x =0y x = 3, ambos puntos tienen una discontinuidad de salto finito.

c¢) El Unico punto de discontinuidad es x = 2, tiene una discontinuidad de salto infinito.

d) Los puntos de discontinuidad son x =1y x = 2, ambos puntos tienen una discontinuidad evitable.
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95. Determina si las siguientes funciones son continuas en el punto que se indica.

a) f)=1—xenx=—1 c) flx) = vx—2enx =1
2
b) flix) = —x* +-3xer|)fr% d)fv()=xz_7§_6enx—-72
lim f(x)=0| f(-1)=0 _
a) - — f(x) es continua en x = —1.
Jim f(x)=0 Jim f(x)=0
fim £ (x) =2 f[l]:§
~3 Ho2) . 1
b) 5[~ 5 —f(x) es continua enx=-.
lim f(x) = " lim f(x)= "

c) f(x) no estd definida en x =1 — f(x) no es continuaen x = 1.

d) f(x) no esta definida en x = —2— f(x) no es continua en x = 2.

96. completa la tabla en tu cuaderno para esta funcion.
X2—2x—3
fx)=——"7"-—
-3
X 25 29 2999 3001 301 31 35

f(x)
comprueba que su limite, cuando x tiende a 3, es:
limf(x) =4
X—3

¢Cuanto vale f(3)? Haz una representacion de la funcion. ;Qué diferencia hay entre las graficas
def(x)ydey =x + 1?

X 25 29 12999 | 3,001 | 3,01 3,1 35

fix) 3,5 39 3,999 | 4,001 40 4.1 45
2 — — —
imX =2 =3 _ iy X=X (g
X—3 X — 3 X—3 X — 3 X—3

No existe f(3).

La gréfica de f(x) coincide con la gréficade larectay=x+ 1,
salvo en el punto x = 3.
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97. Determina los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.

X+2 X2 —1
flx) = ———— f) =
a) 0 X+3x+5 & x2—9
x—3 2x2+5x — 3
b) ) = ————>5 D0 =a—ers
a) bomf=R

La funcidn es continua en todo R .
b) Domf=R—{-4,5}

lim f(x)=—o0

o — No existe fim f(x).

Nim f(x) =400 o

x =—4 es un punto de discontinuidad de salto infinito.
lim f(x)=—o0

o — No existe fim f(x).

Jim (x) = +o0 X5

x =15 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

¢) Domf=R—{-3,3}

lim f(x)=+o0
o3 — No existe fim f(x).
lim_ f(x)=-o0 X3

x =-3 es un punto de discontinuidad de salto infinito.
lim f(x)=—o0

xo3 — No existe imf(x).

//ng_f(x) =+00 x=3

x =3 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

d) Domf:R—{—\E,—H,\E}

lim f(x)=—o0
s —No existe fim_f(x).
//n]_j(x) =400 =3
X——+3

x=—/3 esun punto de discontinuidad de salto infinito.
Jim f(X) =00
lim f(x)=—o0

X—=T"

]H No existe fim f(x).
x=—1 es un punto de discontinuidad de salto infinito.
lim f(x) = +00

limf(x)=—-o0

]H No existe fim f (x).

X1+

x =1 es un punto de discontinuidad de salto infinito.
lim f(x)=—o0

3 —No existe im_f(x).

//n}f(x) = +o00 X3

X—3

x=+/3 esun punto de discontinuidad de salto infinito.
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98. Indica los puntos de discontinuidad de estas funciones.

o fod = VI=R @ 100 = 4/ 2
b) f0) = V1 — X2 &) ) =~ 11
1 X1

c) i) = f) f) = ——=
a) Domf =(—o0, 4] La funcion es continua en (—oc, 4] .
b) Domf=R La funcién es continua en todo R .

¢) bomf =(—1,+0) La funcion es continua en (=1, + o).

d) Domf =(—oo,—1)U[1,+o0)  La funcién es continua en (—oo, —1)U[1,+00).
e) Domf =[1,+o0) La funcion es continua en [ +oc) .

f) Domf=(—oo,—TU(l+0oc)  Lafuncién es continua en (—oo, —1)U(1, +0o0).

99. Determina los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.

1 X+2
a) 00 = —— =T v
X+2
b) fX) = ————= LE A
Xe—= 412
O fo0) = VE+x 8 e
A ) = VE—3x—2 W0 =Vl = 2xr 8
a) Domf=R —{-3}

) 1

lirn 3-"®

o XT — No existe /im f(x),y x= —3 es un punto

Air"rrr?_ 3 +oo de discontinuidad inevitable de salto infinito.

b) Dom f= R — No hay puntos de discontinuidad.
c) Dom f=[—4, 4) = No hay puntos de discontinuidad.
d) Dom f=[—4, 1] = No hay puntos de discontinuidad.

e) Domf=R — {3, 4}

- x+2 5
lim————— = —
x—=3 X° = 7)( + ]2 O
lim % =
T :;_ — No existe lim f(x), y x = 3 es un punto
. X x—3
lm — == de discontinuidad inevitable de salto infinito.

-3 xE — Ix 412
f) Domf =[5, +oc) — No hay puntos de discontinuidad.

g) bomf =(—o0, —2]U[4, + c0) — No hay puntos de discontinuidad en su dominio.

h) Domf=R — No hay puntos de discontinuidad.
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100. Estudia la continuidad de la funcion que asigna a cada numero su parte entera.

f(x) = [x]
Especifica los tipos de discontinuidades que presenta esta funcion.
¥

Para cada x €Z, la funcién tiene una discontinuidad de salto finito. Por ejemplo, six=1 — f(1) = 1.

limf(x)=0
" — No existe /im ().
//nlf(x) =1 X1
101. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en el punto x = —2y, si son discontinuas,
indica el tipo de discontinuidad que tienen.
x2—3 si x <—2
a) f)=13x+7 i x> —2
X+3
o= B9 Sk gD
b) 0 = 1, Si x=—2
F="2% 8 ¥E=2
) fix) =13 §f ¥'==2
X2 = § X2
a) fl=2)=1
lim f(x)="1
X2 — lim f(x)=1
///T/z_f(x) =1 2

La funcion es continua en x =-2.
b) f[-2)=2

lim x*> =5x +2=16

X—=2

En x =-2, la funcidn tiene una discontinuidad evitable.

c) f=2)=3
Jm =7

x/i@*f(x):7 o

En x =-2, la funcidn tiene una discontinuidad evitable.
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102. Define de otra manera las siguientes funciones para que sean continuas en todos
los niimeros reales.

2 .

> si x <1
a)ftx}:1 six=1

3 — si x>1

X =16 six+4
b) fx) =7 x—4

6 six=4

a) f(x) no se puede redefinir para que sea continua en todos los nimeros reales, ya que en x = 0 tiene una
discontinuidad de salto infinito.
xX*—-16 0 x?—16

b) /im ——= lim
x—a X—4 0 x=4 X —4

:Q’rrlx+4=8

Para que f(x) sea continua en todos los nimeros reales, redefinimos la funcién en f(4) = 8.

103. Halla el valor que debe tomar a para que las siguientes funciones sean continuas.

3x—4 six <1
a si-x =1
a) fix) = x—3
X
> six >1
X -4 si x#+=-—2
b) fx) =1 x+2
a 85 X=—2
a) f(1)=a
limf(x)=-1

o — limf(x)=-1
limf(x)=-1 mf (x)

x—1
La funcién es continua si f(1)=/imf(x)—a=-1.

2

b) //mf(x)—% lim f(x)= lim =limx-2=-4

X—-2 X——2 X==2 X 4+ 2 X——2

La funcién es continua si f(—2)= lim f(x) —»a=—4.

104. Encuentra el valor de a para que estas funciones sean continuas.

3x? six<=2
3 1 = 3x +a Si x> 2
X+x2+x—2 six<-—1
b) lFm_{ax’“r)(+a si x >—1
a) fl2)=12
lim f(x)=12

X—=2"

) — Ellimite existe si6 +a=12—a==6.
//n;f(x):éJra
X—

b) f-1)=-3
lim f(x)=-3

X——1
lim f(x)=2a-1

X——1"

]AEI limite existe si 28 —1=-3 —a=—1.
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105. ¢Qué valor debe tomar a para que las funciones sean continuas?

2E si x<-—2
a)fm:ex-l si x>—2
- o

by foo = 1® 2x Shx=—2
log (ax + 7) sl X >»>—=2

a) f(=2)=2"=1
8

im f(x)= lm 2 ! 17

x==2 x=r=2 8 = 3 fim f(x) si ] =-2a—-2—-a=-—
im f(x)= lm (ax—2)=-2a-2 Hol 8 1

x==2 xX=p=2

b) f(-2)=1

. . —T

im fx)= lm tg— =1 ;
o -2 2% =3 lm f(x) sil=log(-2a+7) 5 a=—

im f(x)= lim log(ax+7)=log(—2a+7) x=-2

x—3—2 x—3—2*

106. Encuentra los valores de a y b para que las siguientes funciones sean continuas en todos
los niimeros reales.

|2 — x| six<2
a) ) =1 si2<x<4
a six>4
X2+ 2bx + 4 si x <1
ax+5 Stmas 2
b) f(x) = 3w — 1
Z si x> 2
a) fl2)=0
lim f(x)=0
X—2" . . .2
o t — El limite existe si —=0.
lim f(x)==% b
x—2" b

No se puede resolver para ningun valor de b por lo que la funcién no es continua para ningun valor de b,
independientemente del valor de a.

b) f(l)=a+5
lmf(x)=2b+5

) — El limite existe si 2b —a =0.
limf(x)=a+5
X—

fl2)=2a+5

limf(x)=2a+5

X2 - . . 5
' 5 — Ellimite existe si 2a+-5=—.
lim f(x)== 2
xX—2" 2

La funcidn es continuasi a= —% y b= —g.
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107. Halla el valor de a para que estas funciones sean continuas.

xX—=2 six<a
log; x six>a

a) fix) =

X+xt—x—2 six<-—a
b) fix) =1x2—2 sia<x<a
X4+ x—-x—2 six>a

limf(x)=a-2
a) fla)=a-2 xa

) — El limite existe sia—2 =log,a — a=4.
lim f(x)=log,a
X—a"

lim f(x)=-a’+a*+a-2
b) fl-a)=a*-2 X;“’ F(x) = 2 —El limite existe si —a° +a=0—a={-10,1}
im f(x)=a*—

X——a®

lim f(x)=a"+a’—a-2
fla)=a?-2 X;r_; fx) = 2 —El limite existe si —a* —a=0—a=0

X——a

Por tanto, la funcion es continua para a =0.

108. Halla my n para que la funcion f(x) sea continua en .

2 si X =1
fx) =ymx+n si1<x=<3
4 si x>3
limf(x)=2
f(=2—"" — El limite existe si m+n=2.
imf(x)=m+n

limf(x)=3m+n
— El limite existe si 3m+n=4.

109. Estudia la continuidad en todo el dominio de las funciones. Determina los puntos de
discontinuidad que presenta cada una de ellas.

a) flx) = sen (x + m) ) f{x}—ﬁg(x—z)

b) fix) = In(x + e) d) fi) = 232

a) Dom f= R — No hay puntos de discontinuidad.
b) Dom f= (—e, +22) = No hay puntos de discontinuidad.
c) Domf=R —{n+kn ke Z}

: ki
lim Ig[x - ] =+

— No existe lim f(x), la funcion no es continua

. L
lim Ig[x—;]:—x eNX=T.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

Al ser una funcién periédica, de periodo =, todos los puntos en los que falla
el dominio son puntos de discontinuidad inevitable de salto infinito.

d) Dom f= R — No hay puntos de discontinuidad.
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110. Investiga la continuidad de las siguientes funciones.

& six =<1 .
P 3+ 1 Six=0
a) f) =14, 4 _ % “’"*‘im si x>0
Sl
X—5
log(x — 1 six<5 log—— SIx=0
mftx;:{f ! S df=18x+1
Iog(x +1) sl x>0
a) " Six<1:
S5X +1
X Dom f = (—o0, ) —{-2
=20 (~o0. ) {2}
9 lim f(x)=—o0
X——2" : :
f(-2)— —= ) —No existe fim f(x).
0 //rpz_f(x) =400 Koz
X =—2 es un punto de discontinuidad de salto infinito.
* Six=1:
lim f(x) = —1
f)==1 o — lim f(x) =1
Imf(x)==1  *
Como f(1) = lim f(x), la funcion es continua en x = 1.
= Six>1:
fx) = *51 DoM f = (1, + o) — {5}

lim f(x) = —o0
xos — No existe /im f(x).
lim f(X)=+oo x5

X =5 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

La funcion es continua en R—{-2,5} .

b) = Six<5:
f(x)=log(x —1) Dom f =(1,5) — No hay puntos de discontinuidad.
= Six=5:
lim f(x)=log 4
f(5)=3 e — No existe /im f ().

lim (x) =3

X—5T
La funcién no es continua en x = 5.
= Six>5:

f(x)=3 Dom f = (5, +oo) —No hay puntos de discontinuidad.

La funcion es continua en (1,+00)—{5}.
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c) = Six<O0:
f(X)=3x+1 Dom f = (—o0, 0) —No hay puntos de discontinuidad.
= Six=0:
f(0)=1 0= }—>/imf(x)1
fm =1 7
Como f(0) = lim f(x), la funcién es continua en x = 0.
= Six>0:
f(x)=+1-x bom f =(0, 1— No hay puntos de discontinuidad.

La funcidn es continua en (—oc, 1.

d) = Six@O0:
f(x)= Iog[x%ﬂ] Domf = (—o0, 0) — No hay discontinuidades.
= Six=0:

1

=0
X2+1] — fes continuaenx=0
Jim f(x)= lim log(x +1)=0

lim f(x)= limlog
X—0" X—0"

= Six>0:
f(x)=log(x +1) Dom f = (0, + oo) — No hay discontinuidades.

La funcion es continua en todo R .

111. Una atleta tiene que recorrer una distancia de 100 km. Si el primer dia recorre la mitad, el
segundo dia la mitad de lo que le falta, el tercer dia la mitad de lo que se ha dejado sin recorrer

el segundo dia, y asi sucesivamente, ;cuantos dias tardara la atleta en recorrer los 100 km?
Justifica la respuesta.

Nunca llegard a recorrer los 100 km, ya que necesitaria un numero «infinito» de dias para lograrlo.

El primer dia ha recorrido &, :?:100%:50 km.

100 300 3

El segundo dia ha recorrido 4, == +50= = = 100-? =75km.
, . 1 7 7
El tercer dia ha recorrido &, :% +75 :Z—OSO = 100-2—3 =87,5km.
o L 2" -1 1 o
El término general de la sucesién es g, =100- =100- 1—? , donde n representa el dia n-ésimo.

n—oo

. . ) 1
Cuando n se hace muy grande la sucesion tiende a 100 — n/@an = [im 100~[1—?] =100
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112. Calcula Lfr_lg(f - g), siendo las funciones:

=x+2 fog=-—X—1_
g = © 2x? — 10x

(x+2)7 —1 o xX*+4x+43
2x 427 =10(x +2) 2x* — 2x —12

2 4
lim(f o g(x)) = lim = - +ax+3 — 24
#=33 w3 Jxt — 2x =12 0

fog(x)=f(gx)=flx+2)=

X4 4x+43
im ————— = —x
x=y 2x0 = 2x =12
lim w —

=3 2 —2x—12

— No existe el limite.

o0

113. construye la grafica aproximada de una funcién que cumpla las condiciones indicadas.

a) lim_fo) =1 o iim 2= 2
lim f) = —eo lim_[f0) — 24 = 1
lim f) = +o0 im0 =3
Jim flx) =1 lim fx) =1

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) b)

114. Escribe una funcién racional para cada caso.

a) Sus Unicas asintotassonx = 2yx = —3.
b) Sus Unicas asintotassonx = —2ey = 3.
c) Susasintotassonx = 4ey = 2x —1.

Repuesta abierta. Por ejemplo:

x? 3x 2% — 9
a) flx)= b) f(x)= . X
{x —2)(x +3) X+ 2 <) fx)

115. Estudia la continuidad en todos los niimeros reales de esta funcion.

1 — cos x
fx) = X
0 six=0

Si xX+0

Como cos x es una funcion continua en todo R , el Unico punto de discontinuidad que puede tener f(x) es x = 0:

fim f(x)=0
0)=0 " —limf(x)=0
f0) lim f(x)=0| x-0 0

Xx—0"
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116. Sea la funcion:

xX+4 six=1

f("“=|a~x+a!:r si x>1

Calcula a y b para que la funcion sea continua en todo Ry f(2) = 7.

limf(x)=5

f(1)=5 x=1 — El limite existe si a4+ b =5.
//nlf(x):antb
a+b=>5

f(2)=2a+b=7 —a=2b=3

(2)=2a+ Za+b7} '

117. Estudia la continuidad segun los valores de los parametros a y b en esta funcion.

L‘i si X +0
fX)=11+ex
b six=0
X/irgff(x):o
flo)=»b —a=b=0
/imf(x):ﬁza
x—0" 1

118. El teorema de Bolzano dice:

Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b] y se cumple que el signo de f(a) es distinto del
signo de f(b) entonces existe un punto ¢ < (a, b) tal que f(c) = 0.
Aplica el teorema del Bolzano para demostrar que la ecuaciéon x2 + x — 4 = 0 tiene al menos una
solucion en el intervalo (1, 2).

P4+1-4=-2<0

N
2242-4=2>0

Por el teorema de Bolzano, existe al menos un x en el intervalo (1, 2) tal que x>+ x — 4 = 0. Es decir, existe al
menos una solucion en ese intervalo.

119. Aplica el teorema de Bolzano para demostrar que la ecuacion e * + 2 = x tiene alguna solucion.

Si definimos las funciones f(x) y g(x) comof(x)=€"+2 y g(x) = x, se cortan en un punto X €(2, 3), entonces

vamos a aplicar el teorema de Bolzanoa e * +2— x =0 en el intervalo (2, 3).

e*2+272=e—12>0

1

ei3+2—3:5—’|<0

Por teorema de Bolzano, existe al menos un x en el intervalo (2, 3) tal que e™ + 2 = x. Es decir, existe al menos
una solucidn en ese intervalo.
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120. Calcula el valor de a para que el limite tenga valor finito.

. 2x°+ 3
lim ——— — ax
-t X —1
Con ese valor de a, halla b para que se verifique que:
. 2x°>+ 3
lim ———ax—b=0
X—4o X — 1
. .. . L. 2x%+ 3
:Qué relacion existe entre la funcion f(x) = ~—1 ylarectay = ax + b?

2 2 2 o 2
jim 2043 23— rax (2—a)x” +ax +3

X—=t0 X —1 X—+00 X =1 X—+00 X =1
Para que tenga limite finito, el grado del numerador y del denominador debe ser el mismo, por lo que:

2X+3

2-a=0—a=2- Im——=2

X—4o0 X —1
) 2 . . - (2=-b)x+(3+Db
lim ﬁ,ax,b: lim 2X+3,b: lim M: //mw
X—too X —1 X—too X —1 X—+00 X — X—+00 X =1

Para que este limite sea 0, el grado del numerador debe ser menor que el del denominador, por lo que:

2-h=0—b=2— lim ——=0
xotoo X — 1
. . , . 2x* +3
La relacion que hay entre ambas funciones es que y = ax + b en una asintota oblicuade y = Pt

121. La siguiente formula, que se debe a Albert Einstein, expresa la masa, M, de un cuerpo en funcion

de su velocidad, v, siendo c la velocidad de la luz (300000 km/s).
mc
M _— ——

1,|'CZ — VZ
a) Calcula el limite de la masa, M, cuando v tiende a c.
b) Analiza si un cuerpo puede alcanzar la velocidad de la luz.

. mc

lim—— = +©

s fe2 _\2

Para que la velocidad llegara a ser la de la luz el cuerpo deberia tener

una masa infinita.

122. El servicio de traumatologia de un hospital va a implantar un nuevo sistema que pretende reducir
a corto plazo las listas de espera.
Se prevé que a partir de ahora la siguiente funcioén, P(t), indicara en cada momento t, en meses,
el porcentaje de pacientes que podra ser operado sin necesidad de entrar en lista de espera.
t2—8t+50 si0o=t=10
P(t) = { 38t — 100
0,4t

sit >10

Pasado mucho tiempo, ;cual sera este porcentaje?

. 38t—-100 38
lim = =

= — =95 El95% ser4 atendido.
t=e 0,4t 0,4
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123. Un comercial de cierto producto recibe, como sueldo mensual, una cantidad fija de 600 € mas
una comisién que depende de la expresion x2 — x + 1, donde x representa el niumero de articulos
que vende.
El comercial tiene que correr con sus propios gastos, que son de 50 € mas 3 € por cada producto
vendido. Obtén la funcién que recoge el sueldo mensual del vendedor. ;{Es una funcién continua?
F(X) =600+ (X* = X +1) = (50 +3x) = X* — 4 4551
No, es una funcion discreta definida paralos x>0y con xeN.
PARA PROFUNDIZAR
124. Elige la respuesta adecuada.
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Empezamos con un nimero, lo duplicamos y luego le restamos 1.
Después de aplicar sucesivamente este procedimiento 99 veces 1 2 3 4 5
se obtiene 2'® 4 1. ;Con qué numero empezamos?

Y
fix)
Cuantas funciones continuas
¥ = f(x) hacen que la grafica 16 12 8 4 2
de f(x) sea la de la figura. —)—(
¢Qué numero ocupa la posicién 2007 55 & 63 67 71

enlasucesion 1,2, 2,3,3,3,4,4,4,4,5,..7

Para cada niimero entero positivo n,
f(n) = n* — 360n2 + 400. ;Cual es la suma de todos 794 796 798 800 802
los valores f(n) que resultan ser nimeros primos?

¢Cual es la pentltima cifra de 1147 8 6 4 2 0

O Lasucesion es de la forma: 8,=2"x —2"+1=2"(x—1)+1, donde x representa el nimero inicial. Despejando:
27(x=1)+1=2"" +1 nos queda que x = 3.

0 Hacen falta 4 funciones continuas.

o Dado que el nimero 1 ocupa una posicién, el 2 ocupa dos posiciones, etc., la sucesion que buscamos debe
tener los siguientes términos:

a1=1,0,=1+2=3,a3=1+2+3=6...

o n(n+1) .
Por lo que el término general es &, = > Ahora buscamos el numero n que cumpla:

2007 = n=:62

n(n+1)
2
Como la Im(r* +20n+20) = (0, + oc) e IM(n* —20n+20)=(0, 20),, entonces buscamos entre los n < 20.

O Primero nos fijamos que para cualquier n par f(n) es par, por lo que miramos solo los n impares. Los Unicos
primos que salen son f(1) =41y f(19) = 761, y sumandolos queda 802.

o Definamos la sucesidon a, =11", veamos algunos valores:

n=1-11T=11—-1 n=2—-1F=121-2 n=3-1°=1331-3 nN=4—-11=14641—4

n=48 -11® -8
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125. calcula los siguientes limites.

. 1
a) limsen—
x=0 X

b) fim (x-sen i)
X=0 X

Aunque no sepamos el valor que toman el seno y el coseno de un dngulo cuando
el angulo tiende a infinito, si sabemos que es una cantidad acotada,

pues tanto el seno como el coseno de un angulo tienen un valor comprendido
en [—1, 1],y al multiplicar por cero una cantidad acotada, el resultado es cero.

a) i/'r@ sen[%] — No existe.

b) //mx.senlzo c) //mlcosxzo
X—0 X X—o0 X

126. Estudia la continuidad de las funciones.

a) fx) =

a)

b) fix) =[x2—1] c) fix) =

X
| x|
|—1 §ix<0

=1 4xso

No existe f(0).
lim f(x) = =1

x=0)

lim f(x) =1

x—=0"

— No existe lim f(x), y la funcién no es continua en x = 0.
x=0

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.
La funcion es continua en R — {0}.

f(x) = X’J—] s?x{—1osix>1
—x"4+1 si—-1<x<1

Six=-=1f-=1)=0

lim flx)= lim (x> =1)=10

S o ) — lim f(x)=0

fmr flx) = L-'r'n]_ (—x4+1)=0 x——1
Como f(=1) = lim f(x),la funcion es continua en x = —1.
Six=1:f1)=0

fim f(x) = lim (=x* $1)=0
=l e = lmflx)=0
im f(x) = lim (x* =1 =0 %1
PN P
Como (1) = lim f(x), la funcion es continuaen x = 1.
x—s1

La funcion es continua en R.

1 ; .
- six<—losix>1

si—1<x <l

No existe f(—1).

lim f(x) = lim 1] =4
x——1 s x° —1

— La funcion no es continua en x = —1,

lim f(x) = lim
x—r=T* T +]

Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

=+4w

No existe f(1).

lim f(x) = lim —y =4

! o — Lafuncién no es continuaen x = —1.
lim f(x) = lim = 4>

x=1*

L

Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.
La funcion es continuaen R — {—1, 1},

|2~

: 1
c) lim|—-cosx
PR J

1l
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. . . . . senx
127. si medimos el angulo x en radianes, demuestra que {(mgT = 1
También demuestra que si el angulo x se mide en grados sexagesimales, entonces:
. senx T
lim— = —
x=0 X 180

Como la medida de la longitud del arco esta comprendida
entre la longitud de los segmentos AC y AB, entonces

el area del sector circular estd comprendida entre el area
de los triangulos.

Area de OAC < Area de sector < Area OAB

AR se , R-Rt
smx{_ﬂR,_ X - g x
2 27 2
H} - ) 2
sen x <R X - Rtg x
2 2 2

R_.'
Simplificamos dividiendo entre 5 isen x < x <1g x

. sen x X tg x
Dividimos entre sen x: < <
sen x sen x sen X

sen x sern x sen x sen x
> >

> 05 X

sen x X tg x X

Hacemos limites con x — 0:

, . osenx , . osen x . senx
lim 1> lim > lim cos x = 1> lim >1= lim =1l,queeslo
x=0 x= X x = x=0 X x=0 ¥
que queriamos demostrar.
Si x viene medido en grados:
R-Rsen x . X R-Rtgx Risen x  wR? R*tg x
——<Tmh— < - < X<
360 2 2 360 2

R_;
Simplificamos dividiendo entre 7: sen x < % X <tgx

Dividimos entre sen x:

sen x w X tg x iy X 1
— < Sl<— ——
sen x 180  sen x sen x 180  sen x cos X
180 sen x
- 1> . > (05 X
w X

Hacemos limites con x — O:

. . 180 senx ) 180 . senx
lim 1> lim . > limecos x = 1> - fim > 1
x—s0 x—s0 Eid X x—0 e x—0 X

180 . senx
— ——lim =1
s x—=0 X
) . sen x ™
Y despejando, resulta que: fim =—
=0 x 180

1
128. Comprueba que /im ex no existe.

1

lim ex =0 1
e — No existe /ing er,
A X—

lim e* = +o0
x—0"
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129. calcula el siguiente limite

: X X X X
lim cos —-cos—;-cos —-...-COS —
X—roo 2 22 23 2"

(Olimpiadas matematicas, Madrid)

Partiendo de la férmula de sen 2x y aplicandola sucesivamente, se obtiene:

X X X
sen2x = 2sen x cos x = 2° cosxsen;cos;:? cos xcosgsenz—zcos—

22
il X X X X
= ...= 2" cos x cos — cos — cos — - ... - COS — sen
2 22 23 2n i
X X X sen 2x sen x
cos—cos—zcos—a-...-cos2—n: P ”
- 2" cos x sen — 2"sen —
2!] 21’1
. 52 o . s5en x . s5en x sen x
Como lim = 1, resulta que: lim ————— = lim =
°0 a " o gen X T on X X
20 2"
Por tant //'mcosX cosX cosX cosX—/imsenX—1
or tanto, /im 5 > 008 op = M ——==1.

130. Razona si se puede verificar la continuidad en el punto x = 0 de una funcion real f(x) de variable
real en estos casos.

1
= -1,
2n + 1)

b) Para x real no negativo, f(x) = x?,y para x real negativo, f(x) = 0.

1)
a) Paran natural, f(%) =1y f(

1
c) paran natural,f(-) = 1. s e M
n Wiimpla iematcas, viadrid)

Para que una funcién sea continua en x = 0, debe verificarse que, para cualqguier sucesion {x,},
tal que fim x, = 0, se verifique que flimf(x,) = f(0).
n=—sce

n=—x

a) En este caso se verifica que:

J’H’ﬂL =0 lim L =
n==2n n==2n + 1
Sin embargo, la funcion f(x) es igual a 1 para x = i yesiguala —1 cuando x = ! :
2n 2n+1
im f| | =1 lim f -
n—s= 2n n—= 2n +1
No existe el limite y la funcién no es continua en x = 0.
b) La funcion viene dada por:
0 six<O
flx) =
o ‘x2 si x>0
lim f(x) = 0 ‘
o = limf(x) = 0 = £(0) La funcion f(x) es continua en x = 0.
limx* =0 X0
x—0*

c) Para que f(x) sea continua en x = O debe verificarse que para cualquier sucesion {x,},
tal que /im x, = O, se verifique que fim f(x,) = f(0). Como solo se conoce el valor de f(x)

n—s=

para una sucesion de valores de x, no se puede afirmar que la funcion sea continua.
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MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢A qué se le denomind aio 1 d.C.?

Al afio siguiente al nacimiento de Cristo (o al afio 754 de la fundacién de Roma).

2. ¢Qué acontecimiento marcaba el inicio del calendario que se usaba en Roma antes del implantado
por el papa Juan 1?

La fundacion de Roma.

3. ¢Qué valor hay que sustituir en la funcion para calcular el siglo al que pertenece el afio 325 a.C.?

Hay que sustituir x =325 en la parte de la funcién donde x < 0.

4. ¢A qué siglo pertenece el afno 1616 d.C.? ;Y el aiio 325 a.C.?
El afo 1616 d.C. pertenece al siglo xvii d.C. El afo 325 a.C. pertenece al siglo Iv a.C.

5. ¢En qué siglo se fundé la ciudad de Roma?

Roma se fundé en el afio 753 a.C. que pertenece al siglo VIl a.C.

6. El afio cero no existe. Relaciona esta afirmacion con el hecho de definir la funcion siglo mediante
una funcion definida a trozos.

X/Lrgf(x):—1

f(0)=1-

. — No existe /im f(x).
Jim f(x)=1 x=0

7. icuando comenzo el siglo xx1?

Comenzé en el afio 2001.

8. Estudia la continuidad de la funcion siglo y di qué tipo de discontinuidades presenta.

f(0)=1 limf(x)=1 limf(x)=-1—Noexiste limf(x) — Discontinuidad de salto finito en x=0
Xx—0" X—0 X—=0

Six <0, la f(x) tiene discontinuidades inevitables de saltos finitos entre los afios 99 y 100 a.C., 199 y 200 a.C, etc.

Si x> 0, la f(x) tiene discontinuidades inevitables de saltos finitos entre los afios 100 y 101 d.C., 200y 201 d.C., etc.

9. Cconstruye la grafica de la funcion siglo considerando que x toma valores reales.
Siglod

o | [ [ Tze0] [ T [ 300]

10. Analiza la continuidad de la funcién siglo en x = 2000, utiliza para ello los limites laterales.

f(2000) =20 lim f(x)=21  lim f(x)=20— Noexiste lim f(x).— La funcién no es continua en x = 2000.
X—2000" X—2000" X—2000
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