Derivada de una funcion

ACTIVIDADES

1. Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = x2 — x + 3 en los siguientes intervalos.
[2, 3], [2, 4], [2, 5], [2, 6], [3, 51, 3, 6]

fR-f(2 9-5

TV.M.([2,3]) = =2 =1 TV.M.([2,6]) = == -7
T.V./\/I.([Z, 4]): f(4)—1(2) _ 15-5 _s T.V.M.([3, 5]): f(5)—f(3) _ 23-9 _7
4-2 2 5-3 2
TVM.(2, 5]):—“5)4(2):—23*5:6 VM3, 6]):—’[(6)*'((3):—33*9:8
5-2 3 6-3 3
2. Halla la V.M. de la funcién f(x) = x2 — x + 3 en los intervalos siguientes.
a) [2,2+ Al b) [3,3 + h]
fR+h—f2 @+h*—2+h+3-(4-243) h*>+3h
TVM.([2,2+h]) = = = =h+3
3 (22+h) == 5= h h *
fG+h—f3) @B+h?—-@B+h+3-(9-34+3) h>+5h
TVM.(3,3+h]) = - - —h4+s
b) [33+0) ==377 =3 h h *
3. Utilizando la definicion, calcula la derivada en x = 2 y en x = —1 de estas funciones.
1 1
I e— — 2 = —
a) %) 3 b) flx) = 2x* + x c) f(x) %
L
a) @)= imtN=1@ _y,2+h-3 2-3 4y 1 _ 4
h0 24h—2  h-o h h-0_1+h
1 1
: =1+ M=) . 14h-3 -1-3 _,  4—4+h 1
f(=N=1 = = -
=m0 h "haarmh 16
2 2
b) f,(z):”mf(2+h)ff(2):”m2(2+h) +2+h-(2-2+2)
h=0 24h-2 h=0 h
2 2
=/im2(4+h +4h)+2+h—1ozﬁm2h +9h=lim(2h+9)=9
h—0 h h—0 h h—0
_ _f(— 2=+ 4+ (=14+h) —[2- (=17 + (=1
Flot — fim E1Em Dy 2 )+ ( )= [2- (=17 +( )]:
he0 —14h—(=17)  h-o h
2 2
(R 1) e e B L POV
h=0 h h—0 h h—0
1 1
gy i FQ+R)—F2) . 2+h? 22 . A—Q+h
O A= m = M M
_ 4—(4+h2+4h)_”m —h* —4h _m—h=4 1
Che0 4h(b+ R +4h)  h-016h+4R° +16h° h-016+4h> +16h 4
1 1
A N0 2 2
f,(_1)://.mf(—1+h)—f(—1):/I.m(_1+h)2 (=1? ://.m1—(1—2h+2h ):/i 2h—h i 2—h -
P04 h— (=0  h-o h =0 h(=1+ h) h=0h(1—2h+h?)  h=01—2h+h

293



Derivada de una funciéon

4. calcula la derivada de la funcion f(x) = x* + 4 en los siguientes puntos.

ax=" by x = —4 o) x=2 dyx= —3

3 3 2 3
A+’ +4-(C+4) 0 S H3NHI° _ ap 30 ey 23
h h—0 h h—0

a) f()= é/ﬁg

(CA+hF +4-[4° +4] i 121" +48h —64) 14— (~64+4) _

h h=0 h

b) f(-4)= A/er)
- ﬁ"”Z,(hQ —12h +48) =48

Q+h?+4—(2°+4) 8+ +6h* +12h+4-12

c) f(2)= QLTZ) P

=lim = lim (h* +6h+12) =12
h—0 h—0

“3+hP +4—[(-3° +4 074 H o .
) f'(*3):/f”3( + )+h (=37 + ]:ﬂf”l 27+ h* —9h +i7h+4 (=27 +4)

= é/’ng (h* —9h+27)=27

5. Halla la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) = x — x2 en los puntos de abscisa
X=2yx=-3.

_ (2N =@ P - -2)

. o 2+h—(@4+4h+h)-2+4 . -3h-h" _
f2)=lim p =lim . = lim . =-3
flay=2-22=-2
La ecuacion de la recta tangente en el punto P(2, -2) es:
y—(=2)=f(2)- (x=2) > y+2=-3(x-2) > y=-3x+4

—3+h)—(=3+h? —[-3— (=37 3+h_ 2_ _p
Fie3) fim’ )—( ) —[-3—( )]://'m 3+h—O+h —6h+12_ W +7h

h=0 h h=0 h -0 h
fl-3)=-3-(-3)%=-12
La ecuacion de la recta tangente en el punto P(—3, —12) es:
y—(=12)=f(-3) - (x—(-3))
y+12=7(x+3)

y=7x+9

6. Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x2 + 4x + 3 en los puntos
donde corta los ejes X e Y.

Cortes con el eje X: (-1, 0), (-3, 0)

La derivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente en el punto P(a, f(a)).

—1+hY + 41+ +3 |1 +4- (-0 +3 2_op_ _ _ 2
f,<_1):”.m( P+ 4 ) (=17 +4-(=1) ]://.m1+h 2h—4+4h+3-1+44-3 N +2h
h—0 h h—0 h h-0 R
—3+h? +4-3+h)+3—|(=3) +4-(-3)+3 2 _6h— _ _ 2 _
f,(_S):m( ¥ +4 )h (=37 +4-(-3) ]:L’”Z9+h 6h 12+;m+3 9123 _ h2h:_2

Corte con el eje Y: (0, 3)

04 h? +4(0+h)+3—{(0)* +4-(0)+3 2 _
F0) = i O +40 1)+ [OF +4-0)+ ]://.mn +4h+3-3 _

h—0 h h—0

4
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Derivada de una funciéon

7. Utiliza la definicioén para calcular la funcion derivada de estas funciones.

a) f(x) = & b) f(x) = vx o) fx) = - -
X+3
3 3 3 2 2 3 3 2 2 3
a) f,(X):l/.mf(x+h)—f(x):/I.m4(x+h) —4x :/im4(X +3x°h+3xh* +h’)—4x :”m12x h+12xh* +4h 1oy
h—0 h—0 h—0 h h—0
, XN -0 WX+ h—VOWXFh+X) . x+h-x , 1 1
b) f(x)=Ilim = [im = [im =lim =——
R L N L N N 1 R LN o B L N o BN RN
S
0 f,(X):”mf(x+h)—f(x)://.mx+h+3 X+3 _ jy X+3=(X+h+3) -h 1 :
h=0 h=0 h h=0(x +3)(X+h+3h "1-0(x+3)x+h+3)h (x+3)
8. Halla las derivadas segunda y tercera de las siguientes funciones.
a) flg =+ 4 b) fl) =X —x+5
3 2 3 2
h—0 h h—0 h
3 2 2 3 2 2 3 2 2 2 3 2
_imX +3X°h+3xh* + h° + A(x* + h* +2xh) — x° —4x ://'m3X h+3xh* +h® +4h +8Xh=3x2+8x
h—0 h h—0 h
4 4 2 2
f”(x)://mf(x+h)_f(x):/im3(X+h) +8(x +h)—(3x +8x):
h—0 h—0 h
2 2 2 2
://.m3(x +h? +2xh)+8x +8h —3x _8X=/im3h +6Xh+8h:6)(+8
h—0 h h—o0
f’”(x)://'mf (X+h)—f (X):/l.mé(x+h)+8—(<6x+8)://.mé_h:6
h—0 h h—0 h h—0 h
2 2
h—0 h—0 h
2 2 2
://'mX +h4+2xh—x—-h+5-x +X_5=//'m(/7+2x—1):2x—1
h—0 h h—0
f,,<X)://.mf(x+h)—f(x)://.mZ(x+h)—1—(2x—1): @:2
h—0 h h—0 h—0 h
f”’(x):/imf (Xx4+h)—f (X)://.mZ—ZZ0
h—0 h h=0 h
9. Halla la derivada de estas funciones.
a) ) = 6 b) £0) = x° 0 ) =¥ d) f) = —
. 3 , 334 3 1 3
fx)=0 fX)=3Ax=xt > fx)=2x4 =Zx 4=——
a) f(x) c) fx)=4x®=x (X) 4X 4X WS
b) f(x)=4-x""=4x® d) f(x):iszx*sﬁf(x): 5" = 5x*6:—516
X X
10. Halla la derivada de estas funciones.
a) f) = Vx* b) f00) = ¢ 0 ) = V@ d) f(0) = %
4 4 3
a) ) =Ux" =x7 - fF=2x 874
7 7 77 X3

b) f(x)=8-x*"=8x"
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Derivada de una funciéon

g ji

12.

13.

14.

15.

296

3 3 2
c) f(X):Sx3:xg_w’(x),gx?1 Sys__3
5 5 55 XZ
! -4 ’ —4-1 5 4
d) f(X):—AZX —f(X)=—-4-x — _Ax =—
X
Calcula la derivada de estas funciones.
ARy =2 b) 100 = &

a) f(x)=2"In2

Calcula la derivada de estas funciones.
a) fix) = log,x

1

a) f(x):m

Calcula la derivada de estas funciones.
afx=x+xx—x+1

b) 0 = — + x
X
a) F(x)=3x*+2x-1

, 1
b) f(x):—7+1

Calcula la derivada de estas funciones.
a) f) =2+ 42 —8+9 ¢ fx)=7Vx
b) flx) = 2senx

1
- 3C0S X d) f(x) T

a) F(x)=6x*4+8x-8

b) f(x)=3"In3

b} f(x) = log, x

1

b) f(x)=——

XxIn3

3V

5x

b) f(x)=2cos x —3(—sen x)=2cos X +3 sen x

Calcula la derivada de estas funciones.
a) fx)=x- W
h) fix) = x-e”

c) f(x) = x-senx
d) fix) =x-Inx

1 3/y2
a) f'(x)=1~3/7+x%x75=3/7+2\/3x—=

b) f(x)=1¢e"+x-e*

c) f(x)=1-sen x+ x-cos x

2%

3

f) fix) =

C) f{x) = &
c) f(x)=4"In4

c) flx) = log, x

c) FiX)=——

0 f) = Vx +Vx?
d) fx) =3 —arctgx

2 1
c) f’(x):%x75+§x7: ! 3

_+_
T T

d) f’(x):3*|n3—L
1+

X2

, 1 -2 3 2 7 9
) fX)=7=x3-3X*=—=———
) 3 4 3 4ix

e) flx) =senx-cosx

X +1

g) fix) = (& + 2x) - senx
h) fix) = (e —x) -Inx



Derivada de una funciéon

d) f(xX)=1Inx+x- ; =Inx+1

e) f'(x)=CoSs X-CoS x +sen x-(—sen x) = cos’x — sen’x

f) fX)=(Xx"+1-— ! f(x):2x~l+(x2+1)~7—21:2—1—i2:1—i2
X X X X X

g) f(X)=(2x+2)-sen x +(x* +2x)-cos x

h) f(x)= (" -)- |nx+ it

16. Calcula la derivada de estas funciones.

a) fb) = 3x*-log,x e) fix) = 4x -sen x + x*- cos x
b) f(x) = e* - senx f) f(X):h’]X.%_f_)@.ex

) f(x) = VX - cos x g flx) = (senx — cosx) - tg x
d) flx) = cos x - tg x hy £ = AxVE +_¥

, 1 3X
a) f(x)=6x-log, X +3x* —— =6xlog, X + —
) F(X) 2, <2 X+

b) f(x)=e"-sen x +e*-cos x =e*(sen x +cos x)

c) F(X) = —— . cos x — X - sen x

3Rx?

2
d) f(x)=—sen x-tg X 4+ cos x - (1+tg?x) = —sen x -tg X + oS X - 12 = senx+ ! =C0S X
COS°X  COS X  COS X

e) F(X)=4sen x +4x cos x +3xcos x —x3sen x = (4 — x3) sen x + (4x +3x?) cos x

f) f'(X):l~i4+|I’lX~_—?+2X~eX+X2~6X:15(1—4|HX)+X6X(2+X)
X X X X
g) f(X)=(cos x +sen x)tg x +(sen x —cos X)(1+tg°x)

h) f'(X):4-\/;+4X 1 cos X senx 6/ cos x  senx

. + == +
2% X X2 X X2

17. Calcula la derivada de estas funciones.

X+2 Vx X2 4+x—3
Pl = b0 =53 V=T
. 1T X—(X+2)-1 2
a) f(X):T:_F
b) f'(X)_Z\/; Bx+a) -3 —-3x+4
(38X 447 T 2JdX - Bx 1+ 4
0 Flx _ @x 4+ x - (X2+X—3)~‘|:X2+2X+4
(X417 (x+1?
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Derivada de una funciéon

18. Calcula la derivada de estas funciones.

senx vx senx + 2x
al fix) = b) f(x) = 0 fl) =——F7
) f(x) o ) f(x) pre ) f(x) ~— 3
, cos X-XxX*—sen x-3x* X cos x—3senx
a) f(x)= - = S
X X
1
b) F(x) QJ}'COSX_&‘(_SGNX):cosx+2xsenx
c0s°Xx 2/x cos’x
0 f,(X):(cosX+2)~(X—3)—(senx+2x)~1:(X—3)~cosx—6—senx

(x -3y (x -3

19. calcula la derivada de las funciones que aparecen a continuacion.

a) f) =vx*+x b) f(x) = (arc sen x)* c) fx) =Indx
, 2X 41 .o, 3(arcsenxy S
a) f(xX)=—F—— b) f(x)= ———2~ c) fix)=—
) X2+ X ) NAE'S ) X

20. calcula la derivada de estas funciones.

a) f) = (cos x)? b) f(x) = tg(—x = 5) €) fix) = e+t
, , -5 1 , 2
a) f(x)=—2cos x senx b) f(x)= . c) FxX)=e" 7. (2x +7)
COSZ[ X ] (X—5)2
X—-5
SABER HACER
3X+m

21. Halla el valor de m en la funcion f (x) = sabiendo que f(—1) = 5.

XZ
_3.mx* —(Bx +m)-2mx

0 o

_3m+2m-(=3+m)  -3m+2m* 3
B m? mm

F(-1) $2-5-m=—1

kx + 2 six<—1

22. Di si es derivable f(x) = Lﬁ Xtk Six>—1

en x = —1 segln los valores de k.

Una funcion es derivable si también es continua, asi que primero analizamos si la funcién es continua en x =—1:

lim f(x)=—k +2
o — Para que sea continua—k+2=k— k=1.
Iim f(x)=k

X——1"

f(x) solo es continua para k =1, por tanto, solo puede ser derivable para este valor. Analizamos la derivabilidad
para este valor:

, 1 Six <1
f(x){ ) .
3x =1 six>1

/irpr f(x)=1

im f'(x)=2

X—=1"

] — f{x) no es derivable para ningln valor de k.
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Derivada de una funciéon

23. Determina la ecuacion de la recta tangente a la funcién f (x) = sen 2x — cos x en el punto de abscisa x = %

™ V31
3" 2

La ecuacion de la recta tangente en el punto P

J3-1 V3
{5

-

24. Determina los puntos de la funcién f(x) = x* — 3x cuya tangente sea horizontal.
f(X)=3x>-3=0— X =+1
X=1-fN=-2—A(1-2)

X=-1=f-1)=2—B(+12)

25. ¢cudl tiene que ser el valor de k en la funcion f (x) = (k — 1)x3® + x? — kx — 4 si las rectas tangentes

1
enx = £y yenx = —1son paralelas?

FO0 = 3K — DX +2X — K f’[%]:f’(—1)—>3(/<—1)%+§—k:3(k—1)—2—/<_>/<:2
; o o E e PP 2
26. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la ellpse? + e = 1enelpuntox = <
x? 12 6
= 41— X=— ==
v 9 5 V75
f'(x)= ! - [—_SX]:——AX >
2 laj1= X 9 /4[1—L]
9 9
f[E]:_§
5 9
L. 12 6
La ecuacion de la recta tangente en el punto P ?’_] es:
y_é:_§.[x_£]_,y:_§x+%+é_)y:_§x+2
5 9 5 9 45 5 9 3

27. calcula las derivadas segunda y tercera para la funcion f(x) = e + sen x.

f(x)=2e* +cos x — " (x)=4e* —sen x — " (x) = 8e* —cos x
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Derivada de una funciéon

28. Halla la derivada de estas funciones.

a) f(x) = @x2 + 5x — 2 0 fo) = :X
b) f(x) = V/sen x R J— —
Vx2—T7x — 12

a) (x)=3(4x> +5x —2)*@8x +5)

, 1 2 coS X
b) f(x)=—=sen 5x-cos x =
S 53sen‘x
c) Flx)=— 3 (1+tg%x)
tg'x

d) FO)= 2 (x —7x—12) 5 (2x~7) = L2
3 J(x*=7x-12)

29. calcula la derivada de estas funciones.
a) f(x) = 5% b) f(x) = 7%
a) f(x)=5""2"n5.(6x —2)

b) F(x)=7°"In7.-2x-(=sen x*) = —7°<In7-2x sen x

30. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = In(v2x) b) f(x) = m(%)

, 11 1 a1 =2 =2

A =5 oix 2T b) FX) =55 =
XZ

31. cCalcula la derivada de estas funciones.

a) fix) =tg(2x — 5) by f(x) = cos v x
, , 1

f(x) =21+ tg*(2x — f(x)=— -

a) f(x)=2[1+1g*@2x - 5)| b) f(x) sen(\/x)2 ~

32. calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) fix) = (x4 1) b) f(x) = (¢ + 1
a) Inf(x):|n{(x+1)x}:xln(x+1) b) In f(x):ln[(xz+1)X3]=x3|n(x2+1)
ro_, 1 P _ gt e 11 e a1 o — a1 g 2
f(x)_1 In(x +1)+ x o f(X)_3X In(x* +1)+ x o X = In(x +1)+X2+1
f’(x):{ln(x+1)+il(x+1)* F(X)=[3x7In(X* + 1)+ 2 (x2+1)xa
X+1 X 41
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Derivada de una funciéon

33. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) fix) =arcsen(x*+x) b) f(x);arcfg(—;)
. 3x7 41 , 1 1 1
fX)= ————— b) f(x)= — =
a) %) ] ) f(x) 1+[1]2 = XL

34. calcula la derivada de estas funciones.

a) f(x) = esns b) fx) = VIn¥x
a) f(x)=2x cos x? ="~ b) f'(x)= ! ! !

1
2n¥ I 3 exynx

ACTIVIDADES FINALES

35. completa en tu cuaderno esta tabla con las tasas de variacion media de la funcién
fix) =2x2—x+ 1.

[=3. -1 [-52] [0, 3] [1, 4]
T.V.M.
) —f(-3) _4-22 f3)-f(0) 161
TV (3, -1) -t AR rvm(o,3)=E—2 -1t
f(2)—f(-5) _7-56 f@)—f() _29-2
TVM.([-5,2])= s -7 = TV.M.([1,4])= ==—==9

36. Determina la tasa de variacién media de esta funcién en cada uno de los intervalos.

Y

’..\/%.?.’..\_’..?x
a) [—1,1] b) [1, 3] 50

D TVM (=1 1= =f=D _1=2 1

T—(=1) p) 5
o) TUM. (@, 3= B=f) _4-1_ 3

3-1 2 9
o TVM. ([-1,3]) = f—-f=1) _4-2 _1

3—(=1) 4 3
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Derivada de una funciéon

37. Determina la tasa de variacion media de cada funcién en los intervalos indicados.
a) flx) =x en[—1,1]

b) fix) = %X? =5 en[34]

c) fix) =senx en [% ;r}
f—f=0) 1-(=1
a) TVM.(-1,1)= T vl

b) Tvm(3,4)="9=10 7 72

<) T.\/.M.[“ ]M_O”__%

=, 7=
2

38. Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = 2x? — x en el intervalo [2, 2 + h].

Utiliza el resultado para determinar la tasa de variacion media de la funcién en los intervalos
(ue aparecen a continuacion.

a) 2,3 b) 2, 5] c) (28] d) [2,10]
TVM. (2, 2+ hl) = f(2+ h) —1f(2) _ 204+ h =2+ h) — _
24+ h=2 h
_ 8+8h+2h-2—-h-6 — 74 2h
h
a) TV.M. AN=74+2-1=9

(2,
b) TVM(2,5)=7+2-3=13
c) TVMI(2,8)=7+2-6=19

d) TV.M(] 210) 7+2-8=23

39. Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = - en el intervalo [1, 1 + h]. Utiliza este
resultado para calcular la tasa de variacion media de la funcién en los siguientes intervalos.

a) [1,2] b) 11, 3] c) [1,5] d) [1,10]
1 1
fO+n—f() 14n 1 _1-(1+h)
1+h-1 h  h(l+h)  (1+h)

-1 1 —1 1

a) h—1—>m——§ c) h= 4—>(1+4) “z
-1 1 -1 1

b) =2 =3 d) =9 =1

40. calcula el valor que debe tener a para que la tasa de variacion media de la funcion
f(x) = 2x% + ax — 5 en el intervalo [0, 2] sea 1.
f(2)—f(0) 3+2a—(-5)
2-0 2

—4+a=1-a=-3
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Derivada de una funcion

41. Encuentra dos funciones polinémicas de segundo grado que pasen por los puntos (0, 4) y (3, 10).
comprueba que la tasa de variacion media en el intervalo [0, 3] es la misma para las dos funciones.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

La funcion es de la forma: f(x) = ax* + bx + ¢

Como la gréafica pasa por el punto (0, 4), se verifica que:c =4

Al pasar también por el punto (3, 10), se cumple que:9a+ 3b+4=10—=3a+b=2
Sean f(x) = x' — x + 4y g(x) = 2x’ — 4x + 4 las funciones pedidas.

f3)—f0) _ 10—4

TVM. ([0, 3)) = ;
3—-0 3

TVM. ([0, 3]) = 93 -g0) _10-4 _,
3—-0 3

42. (Por qué la tasa de variacion media de la funcion f(x) = 2x — 3 en cualquier intervalo es siempre 2?

Porque la grafica de la funcion es una recta de pendiente 2, y esta indica su variacion en cualquier intervalo.

43. Aplica la definicion de derivada para calcular las derivadas de las funciones en los puntos
que se indican.

a) f)=3x—1 enx=2 d)fix)=% enx =1
b) fix) =x*+x enx=3 e)f=x—1?2 enx= -2
c) f(X)Z% en x=—1 f) fX)=x*+5 enx =20
a f(2)=lim fe+h -2 _ lim 3Q2+h-1-5 _ lim 6+3h-6 _ 3
h—0 h h—=0 h h—=0 h
b) Q)= lim f3+ h) —f(3) = jim B+h'+3+h=-12 _
h—=0 h h=0 h
= lim 9+6h+h +h-9 =lim@FZ+h=7
h=0 h h=0
A1+ h+3 1
o f'(=1)=Ilm fi=1+ h) = f=1) = lim 2 2 _
h—0 h h—0 J['J
=4+ 4h+3+1
=lm —=2
h—=0 2h
o 6
&) F) = fim JAEP=O o Ah ) 66260
h—0 h h—0 h=0 h(1+ h)
= lim =6 =—6
h=0 14 h
e) f(=2)=Ilim f=2+h) - f(=2) = lim (=2+h-1y -9 =
h—0 h h—0 h
= lim w = lim (=64 h) = —6
h—0 1 h—0
h*+5-5

f fo=jim f <”);f © _ im

h—0 h 0
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44. A partir de la definicion, calcula las funciones derivadas de las funciones que se indican.

a) f) =2x+ 3 d) f(ix) = 2x% — 3x
by fog = 2X—1 e)f(x)=%
c) flx) =x3 f) f(x) = (@ + 22

flx + h) —f(x) Ax+h)+3—-(2x+3)

= lim =

a f'(x)=lim

h=s0 h h=s0 h
. 2+ 2h—2x

= lim =
h=s0 h

20+ h =1 &1

b) f'(x) = lim e+ h) =9 = lim 4 4 _
h=0 h h=0 h
X+ 2h—=1—=2x+1
= lim o
=0 4h

q f'(x)=lim fo+ h) = fx)

h—0 h h—0 h
3 3h 2 3t 2 I; 33 . § .
= lim Sl L ; L lim (3x* + 3hx + h?) = 3x~
h—0 0l h—=0

fix + h)—f(x) 2x + h)? =30+ h) —(2x* = 3%

= lim =

d) f'(x)= lim

h—0 h h—0 h
2 2 2
_ ffm] 2x° + 4hx + 2h —I[3x—3h—2x + 3x _ J’fm] (4x +2h—3) = 4x —3
h—( 7 h—(
12 _ 12
e) f{x)=lim et M= _ m XX g, 12X 1= 12h
h—0 h h-0 h =0 hxx + h)
. -12 12
= lim =——
=0 x(x + h) X

£) Fo)= J’I:_::r flx+ f;?) —f(x) _ !,‘”_g (Blx+h>+ 2;‘ —(3x242) _
—lm Ax+h*+12x+hP 44 -9 —12x—4 _
h0 h
— jim 9x* + 36hx* + 54h°x* 4 36h°x +9h* +12x7 + 24hx +12h* — 9x* —12x° _
h=0 h
= lim (36x° 4+ 54hx? + 36h°x + 9h° + 24x + 12h) = 36x°> + 24x

h—s0

45. Calcula la tasa de variacion media de la funcién f(x) = 2x2 — 2x + 3 en el intervalo [1, 1 + h].

a) Utiliza el resultado para determinar la tasa de variacion media en los intervalos 1, 3], [1, 5] v [1, 8].
b) Calcula el limite cuando h tiende a cero de la tasa de variacion media en el intervalo [1, 1 + h] y comprueba
que equivale a f'(1).

TUM. (.14 h) = f(1+ h) —f(1) _ 204+ h¥ —200+ h)+3-3 _

T+ h=1 h
_ 2+4h+2fh‘—2—2h —oh42
)

a) TVM.(N,3)=2-24+2=6
TVM(1,5))=2-442=10
TVM(1,8)=2-74+2=16

b) lim f1+ h) — A1) = lm 2h+4+2)=2 ffx)=4x—-2—=1f(1)=2
h—=0 ] + h _ ‘| h—=0
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46. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones en el punto indicado.

a)fx=Kk+22—1enx=2
by flx) =5— 2x enx=20

— 7 —
c) f(X)——X_4 enx =1
d) flx) =v¥2—3x enx= —1
e) flx) - W enx =8
g oy o =8 .3
a) f(x)=2(x+2)—f(2)=8 d)f(x)_—zm -1 7
, , , -5 , 5
b) f(xX)=-2—f(0)=-2 e) f(X)=———=—1(8)=——
(x) 0) (X) N (8)=-¢
, -7 , 7
f = ~f(MN=-L
) 1= e =)=

47. Determina la derivada de la funcion de la grafica en los puntos indicados.

a x=-—1 Y
by x=0 |
c) x=1
d)x=3

1 X

La parabola pasa por los puntos [O, g] , (1, 1), (3, 3). Sustituyendo estos puntos en la ecuacion cuadratica

f(x) = ax? + bx + ¢, obtenemos la funcién:

3 8—1
§=6702+b-0+c 2 ] 3

— — 2_ —_ ’ o —
1—atbic —1b=-1 f(x)fzx X+ Fx)=x-1
3=9a+3b+cC c:g
a) f(-1)=-2 b) £(0)=-1 c) f(1)=0 d) f'(3)=2

43. Demuestra graficamente que la derivada de esta funcién en el punto de abscisa 3 tiene un valor
comprendido entre 2 y 3.

Yi
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Derivada de una funciéon

La derivada de la funcion en el punto x = 3

es |la pendiente de la recta tangente,

y observando el dibujo de la misma se obtiene
que, por cada unidad en horizontal, el avance
vertical estd comprendido entre 2 y 3 unidades.

49. calcula la pendiente de la recta tangente a cada funcién f(x) en el punto que se indica.

a) fix) =3x?+4x —2 enx = —2
b) fx) =x*—x*+x enx=3
c fx) =4x’—x—5 enx=20
a) f(x)=6x+4—f(-2)=-8 b) f(x)=3x*-2x +1—f(3)=22 c) f(x)=8x—-1—-1(0)=—-1

50. calcula la pendiente de las rectas tangentes a la curva f(x) = x2 — 4 en los puntos de corte
conlosejesXeY.

f(x)=2x

La derivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente en el punto P(a, f(a)).
Cortes con el eje X: (2, 0), (-2, 0).

f(2)=4 f(-2)=-4

Corte con el eje Y: (0, —4).

£(0)=0

51. Encuentra, en cada caso, los puntos en los que la tangente a la curva f(x) es horizontal.
a) fix) = x* + 3¢ b) fix) = x* 4+ 3x* + 3x c) flx) =x*+ 6x* + 9% — 1

La tangente a la curva f(x) es horizontal cuando la pendiente de la recta tangente es cero, es decir, cuando la
derivada es cero.

a) f(x)=38x*+6x=3x(x+2)=0—x,=0,Xx,=-2
Es horizontal en los puntos (0, 0) y (-2, 4).

b) f(X)=3x"+6x+3=0—X,=X,=—1
Es horizontal en el punto (-1, —1).

c) F(X)=3x*+12x+9=0—X,=-1, X,=-3

Es horizontal en los puntos (-1, =5) y (-3, —1).

52. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el punto indicado.

a) flx) =3x2—1 enx =1 c) flx) = x2 — 2x enx =1
b) fix) = x° enx =2 d)f{x}f% enx = —1
a) f(x)=6x—f(1)=6 f(n=2

y=2=f(1):(x-1)—y—-2=6-(x-N)—-y=6x—4
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b) £(x)=3x* —f(2)=12 f(2)=8

y=8=f1(2)-(x-2)—y—-8=12-(x-2) -y =12x-16
c) f(x)=2x-2—f(1)=0 f(1)=-1

y—(=N)=f(1)-x-)—>y+1=0—-y=-1

f=2x—a\ 1]

a) Tenemos que hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva en x=1.
f(x)=dx—f(1)=4 f(=-2
y—(=2)=f() (x-N)—y+2=4-(x-1)>y=4x-6

b) Tenemos que hallar la ecuacidn de la recta tangente a la curva en x=—1.
f(x)=3x"=2x —f(-1)=5 f(-1)=-2

y—(=2)=f(=1)-[x = (-1)]->y+2=5-(x+1)—y=5x+3

54. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x* + 2x — 5.

a) En el punto de abscisa 2. ¢) Enelpunto de ordenada —2.
b) En el punto de abscisa —1. d) En el punto de corte con el gje Y.
f(x)=2x+2
a) f(2)=6 f2)=3 €) 2=x"42X-5-X,=1,X,=-3
y-3=6-(x-2)—y=6x-9 fFl=4—y+2=4-(x-1)—-y=4x-6

f(-3)=—4—y+2=—4-(x+3) >y =—4x—14
b) f(-1)=0 f=N=-6 d) El punto de corte con el eje Y es (0, —5):

y—(-6)=0-y=-6 f(0)=2—y—(-5)=2-x—>y=2x-5
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55. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x® + 3x2

a) Enlos puntos de corte con los ejes X e Y.
b) En el punto de abscisa 1.
¢) En los puntos de ordenada 4.

f'(x)=3x"+6x

a) Los puntos de corte con el eje X son (0, 0) y (-3, 0).
El punto de corte con el eje Y es (0, 0).
f(0)=0
La recta tangente en (0, 0) es y = 0.
f(=3)=9—y—-0=9:x—(=3)| >y =9x+27

b) f(1)=9 f(=4
Yy—4=9(x-1)—>y=9x-5

C) 4=X43X" =X, =1 X, =X, =2
El caso x; = 1 coincide con el apartado b).

f(-2)=0-y—-4=0-y=4

56. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = 2 + In x en el punto
de abscisa 1.

F)=r—F()=1 f(1)=2 y-2

T (X=N—y=x+1

57. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x® paralela a la recta
y=x+1

Como tiene que ser paralela a la recta y = x + 1, la pendiente debe ser 1, es decir, |la derivada debe valer 1.

, 1 1
f(x):3x2=1—>xﬂz\g, xzz—\f§

1 1 1 1 2
"[Q:m*y‘ﬁﬂ‘ﬁ”:“m

58. Determina, en cada caso, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) que sea
paralelaalarecta3x —y + 6 = 0.

=X —

'l] 2
——= =Y =X+—"F

NG} 33

a) flx) = x*+4dx—2 Q) ) =x*—4

2
b) ) = —— d) f =21

Como y = 3x + 6, la pendiente de la recta es 3.

a) f’(x):2x+4:3—>xz—%
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3(1—x)—3x-(=1) 3 {X1—0—>f(0)_0—>y_3x

b F(x)= (1—x) - (1—x) =3

Tl =2 f(2)=—6—y —(~6)=3(x—2)— y =3x 12

X, =1-f()=-3-y—(-3)=3(x-1)—y=3x-56

c) f’()():3)(2:3—>{x2__,I_>f(_,l)__5_>y_(_5)_3[)(_(_’|)}—>y—3X—2

6X-X—3x>=1 3x*-1
= " ==

d) f(x) =3—3x*—1=3x" — —1=0— No tiene solucion.

59. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = e paralela
alarectay —x = 6.
Como y =x+ 6, la pendiente de la recta es 1.
X3 x 3 X, ==3+\38 = f(-3++3) =B +1-y —(—B+1)=x—(-3++3)

i (x +3) 7(X+3)2:1_) xz:—3—\/§—>f(—3—\/§):\/§+1—>y:x+4+2\/§

60. Halla el vértice de las siguientes parabolas sabiendo que este punto de la curva tiene por tangente
una recta paralela al eje X.

a) flx) =x"—4dx+6 d) f(x) = 2x* + 4x — 3
b) fix) = —x*+ 2x — 1 e flix) =3x* —6x+5
c) flx) =—x2+2x +1 f) fix)=x—N2x+ 5
Como la recta tangente al vértice es horizontal, la pendiente tiene que ser cero, es decir, la derivada tiene que ser
cero.
a) f(xX)=2x-4=0—-x=2f(2)=2 V(2,2)
b) f(x)=-2x4+2=0-x=1f(1)=0 V(1,0)
c) F(X)==2x+2=0—-x=1f(1)=2 (1, 2)
d) f(X)=4x+4=0—-x=-1f(-1)=-5 V(-1,-5)
e) f(X)=6x—-6=0—-x=1f(1)=2 (1, 2)

f) f(x)=(x-")(2x+5)=2x*+3x -5

f’(x)=4x+3:O—>x:—g,f[—g]:—ﬁ V[—g,—ﬂ]
4 4 8 4 8

61. Calcula el punto de corte de las rectas tangentes a la curva f(x) en los puntos de abscisa 2 y 0.

a) flx) = x*—x c) fix) =x2+ 1
b) f() = x*— 4x + 2 d) fX)=Inx+1)
a) f(x)=2x-1
f(2)=3 £(0)=—1
—y-2=3(x-2)—>y=3x—-4 —y=—
f(2)—2} v (X=2)=y=3x foy=o0 | V77X

El punto de corte de las dos rectas es:

Y =—x

y73x_4}—>3X—4:—X—>X:1,y:—1—>P(1,—1)
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Derivada de una funciéon

b) f(x)=2x-4
=0 (-2)=0 2 ro)=—4 2=—4x 4% +2
-V —(—Z)=U0—>VY=— — VYV -Z=— — Y =— =+
f2)=—2 / fo)=2 |7 /
El punto de corte de las dos rectas es:
y=-2 _ . _
y:74x+2}ﬁy_ 2,X=1—P(1,-2)
c) f(x)=2x
f(2)=4 f(2)=5 y—=5=4(x-2)—y=4x-3
f(0)=0 f(0)=1 Y—1=0—y—=1
El punto de corte de las dos rectas es:
y=4x-3
—y=1X=1-=P(1,1
y=1 }y . v
d) F(x)=——
X+1
F(2)=1 1 1.2 f(0)=1
3 t=»y-In3=—(x-2)»y==-x-=+In3 —y=X
f(2)=in3 3 3" 3 f(0)=0
El punto de corte de las dos rectas es:
1 2
y=3Xx-3ths3 —»y:x:—1+§|n3—>P—1+§|n3,—1+§|n3]
J—x 2 2 2

62. ¢En qué puntos de la grafica de la funcion f(x) = x* — x* + x la recta tangente tiene pendiente 2?

La recta tangente tiene pendiente 2 en los puntos en los que la derivada es 2.

f(X)=3x*-2x+1=2—-x,=1, XZ:f%

63. considera la funcion f(x) = X

Halla los valores de la variable x en cada caso e interpreta

+2°

geométricamente lo que se obtiene.
a) f'lx) =1 ¢ f'x) =0
b) f'0) = 4 mme%

f,(X):X+2—(x2—2): 4 i

(x+2) (x+2)
, 4
a) f(x)= =1—-x,=0, x,=—4
) F(W)= e = 1= 0 =0 %

La recta tangente a la curva tiene pendiente 1 en los puntos de abscisa 0 y —4.

b) f(x)=

=4 x,=-1X,=-3
(X+2)2 1 2

La recta tangente a la curva tiene pendiente 4 en los puntos de abscisa -1y —3.
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c) f'(x)=

(x+2)

No existen puntos en los que la recta tangente a la curva sea paralela al eje X.

4 :1~>X1:2,X2:76

d) Fix)= (x+2) 4

La recta tangente a la curva tiene pendiente % en los puntos de abscisa 2 y —6.

kx —5

64. Halla el valor de k para que la funcion f(x) = 2X 13 cumpla que f(—1) = 19.

Fl) = k+(2x+3)—(kx = 5)- 2 _ 3k + 10
(2x + 3 (2x + 3)?

fl=1)=3k+10=19 -5 k=3

65. Halla los valores de a y b para que las funciones f(x) y g(x) tengan la misma recta tangente
enx = 3.
fix) =ax* —1 gX)=x2+3x+0b

f(x)=2ax g(x)=2x+3

Necesitamos que coincidan en el punto x = 3, es decir, que f(3)=g(3) ..

También necesitamos que la pendiente sea la misma en ese punto, es decir, que f'(3)=g(3).
Resolvemos el sistema de ecuaciones:

9a—-1=9+9+b
2.38=2-3+3

_n

_3pe
2 2

66. Determina la ecuacion de la recta normal de cada funcién f(x) en el punto indicado.

a) flg=x*—2x enx=2 0 i) = X3 enx = 1
b) fx) =2—x* enx=3 d)f(x)f% enx = —1
a) f(x)=2x-2 f(2)=2 f(2)=0

La recta tangente es: y =2(x —2)
La recta normal es: y = —%(X —-2)

b) f'(x)=-2x f(3)=—6 f(3)=-7

La recta tangente es: y +7=—6(x —3)

La recta normal es: y+7=%(xf3)ﬁy=%)(f%

c) f(x)=3x f(1)=3 f(=1
La recta tangente es: y —1=3(x 1)

La recta normal es: y—1:—%(x—1)—>y:—%x+%
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d) f’(x):—% F1) =1 F(-1)= 1

La recta tangente es: y +1=—(x+1)

Larectanormales: y +1=Xx+1—y =X

67. Determina la ecuacion de la recta normal a la grafica de f(x) = x2 que sea paralela a la recta
y=2x—1.

i - . 1
Como la pendiente de la recta paralela a la recta normal es 2, la pendiente de la recta tangente debera ser —5

f/(X):2X:—l—>X:—l r‘[—l]:i
2 4

La ecuacion de la recta normal es: y —% = 2[)( +%] —y=2X +%

68. Averigua las ecuaciones de las rectas perpendiculares que aparecen en la grafica.

F(X)=6x?—3

La recta tangentealacurvaes: y —1=3(x+1)—y =3x+4

Larectanormal alacurvaes: y—1= —%(X +N)—y= —1X+2

3 3

69. Halla la recta tangente y la recta normal a las funciones en los puntos indicados.
a) f(x) = 2%-# en x =3
b) f) =xINx+3) enx=—2
c) flx) = (3x — 5 en x =2
a) f(x)=3-2"*.In2

La ecuacion de la recta tangentees: y —2=6In2(x -2) -y =6In2(x —2) +2

La ecuacion de la recta normal es: y —2= —L(X—Z) —y= —L(x—2)+2

6In2 6In2
1
x+3
La ecuacion de la recta tangentees:y — 0=4(x+ 2) >y =4x+8

b) f'(x)=2xIn(x+ 3)+ x?*-

1

1 1
La ecuacion de la recta normal es: y — 0 = — 5 x+2)—>y=-— 2 X — =
c) f'(x)=6(3x—5)°-3=18(3x—5)°
La ecuacion de la recta tangentees:y — 1 =18(x — 2) =5 y = 18x — 35
1 1 10
La ecuacion de la recta normal es: y — 1= 5 x—2)—>y= —]—x + Y
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70. Determina la recta tangente y la recta normal a las funciones en los puntos indicados.

a) fx) = v2x + 6 en x =5 c)f(x)zfgﬁgx on X =T
by fix) =sen(2x +x enx=0 d) f) =+ en x=0

a) f’(x):%(2x+6) 2.2= 1

J2x+6

1 1 11
La ecuacion de la recta tangente es: y — 4 = . x=5—->y= p x +

4
La ecuacion de larecta normal esty — 4 = —4(x — 5) 5y = —4x 4+ 16
b) f'(x) = cos (2x + =) -2
La ecuacion de larecta tangentees:y — 0= —2(x — 0) > y = —2x
La ecuacion de la recta normal es: y —0 = 2l(x —0)—>y= 2ix
C) f'(x] o ]+r92 u . _i
2 2
. 1 1 0y
La ecuacion de la recta tangente es: y —0 = _E(X —T =y = —Ex - ;

La ecuacion de larecta normal esty — 0 =2(x — ) > y = 2x — 27

1 2X
7 X =
X241 X241

d) f'(x)=

La ecuacion de la recta tangente es: y =0

La ecuacion de la recta normal es: x =0

71. Aplica la derivada de la suma a la funcion f(x) = 3x* — 2x2 — 7x + 5 para calcular lo siguiente.

a) La funcion derivada.
b) La derivada en los puntos de abscisax = —2,x =0y x = 1.

a) f(x)=12x>—4x-7

b) f(~=2)=12:(=2)’ —4-(—2)-7=-95 f(0)=12-0°-4.0-7=-7 F()=12.F —4.1-7=1

72. considerando la funcién f(x) = 3x* — 5x° + x — 6, calcula lo siguiente.

a) f'(x)
b) f'(3), f'(—2)y f{0)
c) f'(4 — 8 vyf(d) — f(8). ;Soniguales?

a) f(x)=12x%-15x" +1

b) f(3)=12-3*-15-3" +1=190
f(=2)=12-(=2)° =15-(=2)" +1=—155
f(0)=12-0°-15-0° +1=1

c) f(4—8)=12-(—4)’ —15-(—4) +1=—-1007
f(4)=12-4°-15-4* +1=529
f(8)=12-8"-15.8" +1=5185

f(4)—f(8)=—4656=—-1007=f(4-8)
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73. Calcula la derivada de estas funciones.

a) fix) = =3 +5x—x+5 c fx) =x@2+x)+3
b) fiX) = —20¢* — %% + x d) fO) = x4 — 10x2 — x3
a) f(xX)=—-9x*4+10x -1 c) F(x)=3x*+2
b) f(x)=—8x>+36x +1 d) f(x)=6x° —20X+%

74. Utiliza las reglas de derivacion para calcular la funcion derivada de las siguientes funciones.
a) fix) =5 +3x°— 7x2+ 12x — 1

2 __
b) fx) = XX
Xx+1
_in? {ing
&) Fod = 3x 428)( 9

a) f(x)=20x+9x* —14x +12

(6X=5)(X+1)—(3x* —5x) 3x? 4+ 6x—5

b) £(x) (x +17 (x +17

c) f'(x):#:_@H-A

75. Aplica la derivada del producto a la funcion f(x) = (5x2 — 3x) - (x* — 2x + 5) para calcular
lo siguiente.

a) La funcion derivada.
b) La derivada en los puntos de abscisa —3,0y 2.

a) f/(x)=(10x=3)(x" —=2x +5)+(4x*> —2)(5x” —3x) = 30x° —15x* —30x° + 62x —15
b) f(~3)=30-(~3)" —15-(=3)" =30-(—3)° +62-(-3)—15= -8 976
f(0)=30-0°-15-0"-30-0* +62:0-15=—15

f(2)=30-2°-15-2" —30-2* +62-2—15=709

76. Utiliza las reglas de derivacion para calcular la funcion derivada de las siguientes funciones.
a) fix) = 3x* — 1) - 4x

b) f(,\’}:(—SXZ-i-X—U-( 3

O f)=2x-5x—3)-02—3x+ 1)

2X - 3)

a) f(X)=6x-4x+(3x* —1)-4=36x" -4

b) f'(X):(—éX+1)[2X3_3]+(_3X2 +X_1)[§]:w

c) F(x)=2[(5x —3)(x* = 3x + )|+ 2x[5(X* = 3x + 1) + (5x — 3)(2x — 3)| = 40x° —108x” + 56X —6
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77. Aplica la regla del cociente a la funcion f(x) = ﬁ para calcular lo siguiente.

a) La funcion derivada.
b) La derivada en los puntos de abscisa —1, 1y 2.
3(x*—5x)—(3x=1)(2x=5) _3x2 4 2x -5

2) 7x)= (x* - 5)()2 B (x*— 5)()2

by r-y=S U200 0 8

[(_1)2 . 5.(_1)}2 36 18

2
_-3F+21-5_ 6 _ 3 2

(12_5.1)2 16 8

_3.2°422-5_ 13

(1) (22 - 5.2)2 %

78. Utiliza las reglas de derivacion para calcular la funcion derivada de las siguientes funciones.

X —2x+ 4
a) fix) = ? c) flx) = ¥
6x* X'+ 3—x
b) f() = ——2—— ) fr) = =X
) 100 IX?—x+3 ) 100 2x% —x
) 212 =2)(x =2)—(7X* =2x +4)  14x3 _42x2
a)f(X):( )(x-2) (2 )_ 2
(x-2) (x-2)
b) £(x) 20X°(7X* =X +3)—6x* (14X = 1) 84x° —18x" +72x°
- (767 —x+3) (71 —x+3)
¢ Flx)=—2 _ox=_ %X

R N s

(2X—1)(2X2—X)—(XZ—X+3)(4X—1):X2_1zx+3

d) 7x) = (2¢* - X)z (2x* - x)z

79. Realiza la derivada de la siguiente funcion.

_X=1, X+1
0= T x—q
X+N—(x=1) (x=D)—(x+1) 2 8x

F(x)= + =

(x +Y (x =1y (x

+ N
-
=
%
—
>
|
-
=
%
Il
—
>~
%
|
—_
=
%

80. calcula la derivada de las siguientes funciones.

) 00 = V' 0 100 = Vx - (1= VX)
Vx
b) ) = vx* — 3Vx d) f() =
1—Vx
a) 1"()()=Z)(%=73X4 c) f(x):i/Y—Ko/Faf’(x):leg—le%: L ——
3 3 57 10 5% 109
1 1
. (1=3%x)=
o) Flx)=3xs Sx 3K 3 d) f,(X)_N?( - 3] P -x
5 2 5 (1-¥x) 64" (1-Yx)
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81. calcula la derivada de las funciones que aparecen a continuacion.

.
) fi) = T2 — VX
) ) = 2. X2
i
) f,(X):(2X—4)(5X+2)—(X2—4x)5 1 5x'44x—-8 1

(5x +2)° 20X (5x+2f 20X

2 - 2X+2)(X* —3X+2)— (x> +2x —15)(2x —3) _5x? -
b) F(x)= XX 15Hf,<x):( ) )= ( )(2x=3)  —5x* +34x—41

X 3x+2 (x—3x+2f T (e-3x+2y

1
— _x-Jx+5
9 f,(X):(ZX—3)(2X2—x)—(x2—23)<—1)(4x71)+2/X+5X2 X+ :5x2+4x—21_ );+1O
(2x = x) X (2x7—x) 2 Jx+5

82. Calcula la derivada de esta funcién.

2x24+x—3 1V
= )
b xX2—1 X
[2x% 4+ x — : , 2(x +1)—(2x +3
f(x)= 2)('2*'—)(34_[1]: /2X+3+i2_,f(x): T |2 41)-(2x+3)
X =1 X X+1 X 2X +3

2\/ (x+1)° X 224 3(x+ 1) X
X+1

2 —JX+1 2
3

83. calcula la derivada de las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas.

a) fx) =Inx + e d) fix) = mxej_d
b) () = x?log x — 1 e) fi) = lgx +4
) fx) = (¢ + 3)log; x f) f) = Sex — 3%

a) f'(x)= % +e”

b) f(x)=2xlogx + x? =X
) 0 EX+ XIn10 In10

2logx+L]

X +3
XxIin2

c) f(x)=2xlog,x+

1-exf(lnx+4)~eX

d) 7(x)= X _1=-xInx—-4x

e* xe*
l~e*—|nx~e* 1— xInx
e) f(x)= X —
eZX XeX

f) f(x)=5¢"-3"In3
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84. Deriva las siguientes funciones trigonométricas.

a) flx) = senxcos x d) f(x) = xtg x
COS X
b) fix) = 2 e) f(x) = x arc cos x
1

¢) f(x) = sec x cosec x f) fx) = ——
) i) ) fx) @ x

a) f'(x) = cos® x —sen’ x

b) f(x) = —sen X+ x> —cos x - 2x _ —Xsen x—2cos x

X/. x‘}
QA )= '§€n1X - cosec x + sec x-[— cos‘.x = ]1 - ]1
cos* x sen’ x cos® x  sen® x
d) F)=1tgx+x-(141g° )= x+1g x + x tg° x
e) f'(x):1varccosx+x-[— 1 y:arccosx— l -
V11— x? 1—x?
f) £ :_H—IQ X
tg° x

85. Calcula la derivada de las siguientes funciones trigonométricas.

a) f(x) = 2x + arc sen x + arc cos x
b) fix) = (1 + x?)arctgx

c) fx) =Inx-tgx

d) fix) = e*senx

COS X
e) fix) =
2—X
, 1 1
a f'ix)=2+ — — =2
1— x? 1—x?
b) f'(x)=2x-arc tg x + (14 x?- 1 — =1+ 2x arc tg x
T+ x°

q f'(x)= ] g x+Inx-(14+tg° %)

X
d) f'(x)=e"-sen x +e" - cos x = e*(sen x + cos x)

O F)= —sen x(2—x)—(\.os x-(=1) _ x—2) senx—‘f—cos X
2—x) (2= x)

86. Calcula las seis primeras derivadas de las funciones f(x) = sen xy g(x) = cos X.

flx)=sen x = f'(x)=cos x = f"(x) = —sen x = " (x) = —cos x — "(x) = sen x
— F(x)=cos x = f"(x)= —sen x

flx)=cos x = f'(x)=—sen x = f"(x) = —cos x = f"(x) = sen x = f"(x) = cos x
= fY(x) = —sen x = f"(x) = —cos x

87. Determina las tres primeras derivadas de cada una de las siguientes funciones.

a) flx) = x* + 7,¢ c) flx) = senx?
b) f(x) = V@ — 4x d) f(x) = e
a) f(x)=4x>+21x f7(x)=12x*+42x f7(x)=24x +42
2_ 4_opx? _ —3(x®—20x" —80x* + 64
b) F(x) 3x3 4 oy = -2 216 00 = ( : +64)
VX" —4x A(X° —ax ) 8(x° —4x)?
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c) f(x)=2xcosx’ f7(x)=2cos x* —4x’sen x* f7(x)=—12x sen x* —8x°cos X

d) £(x)=2e* F(x) = 46> F(x)=8e*

88. Calcula las derivadas primera, segunda y tercera de estas funciones.

af=x3+2x2+x—-1 c) f(x) = In2x
b) flx) =vx—2 d) flx) = gsenx+easx
a) f'(x)=3x*+4x+1 f'(x)=6x+4 (x)=6
, 1 . 1 3
b) f(x)= F(X)=——F— (X)) =—F—
(x) 2NX =2 () 4 (X_2)3 ) 8 ()(—2)5
, 1 . 1 2
c) f(x):; f(x)= =z f (x):F

d) f'(x)=(cos x —sen x)e¥"x+ex
f(X)=(COS X — sen x ) ¥ +esx _ @SN s X (sen X 4 COS X)

f”'(X) — esenx+cosx

(cos x —sen x)’ —3(cos’x — sen’x)—(cos x —sen x)]

89. Encuentra los valores donde se anula la derivada segunda de las siguientes funciones.

a fl)=—3+4a2—-3+1
b) fX) = In(x* + 2)

a) f(x)=-9x*+8x-3 f"(X)=7/|8X+8=0*>X=g

. 2X . —2x* +4
b) f'(x)= (x)= =0—X==%v2
) (0= = V2

2

90. Dada f(x) = Xx halla el valor de x en cada caso.

+3
a) f'x) =0 b) f'x) = 0
a) f’(x):zX(X+3)Z_X :X2+6)§:0—>X1:0,x2:—6
(x+3) (x+3)
b) f,,(X):(2x+6)(x+3) —2()4( +6X)(X+3): 18 0
(x+3) (x+3)

No existe ningun valor de x que anule la segunda derivada.

91. calcula la derivada n-ésima, f"(x), de esta funcion.

2
X—1

fx) =
Calculamos las primeras derivadas:
Fx)==2-(x=1" F(x)=ax-1" F(x)==12(x=0" f(x)=48(x 1)
La derivada n-ésima es de la forma:

f7(x)=(=1)"2-n(x -1 "7
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92. Escribe las funciones elementales que componen estas funciones y halla sus derivadas.

a) fx) =In(2x9) d) fix) = e*
b) f(x) = log, (x* — 1) e) fix) =cos(3x — 1)
) fx) = 10*+3 f) fix) =sen(®— 3)
a) fix) = glh(x)], donde g(x)=Inx y h(x)=2x* — f’(x):%
. 2X
b) fix) = glh(x)], donde g(x)=log,;x y h(x)=x"-1— f(x):m

c) fix) =glh(x)], donde g(x)=10" y h(x)=x+3 — f(x)=10"*In10
d) fix) = glh(x)], donde g(x)=e" y h(x)=3x — f(x)=3e*
e) fix) = glh(x)], donde g(x)=cosx yh(x)=3x-1— f(x)=-3sen(3x—1)

f) fix)=glh(x)], donde g(x)=senx y h(x)=x"-3 — f(x)=2x cos(x2 —3)

93. Escribe las funciones que componen las siguientes funciones y halla sus derivadas.

a) f(x) =log,(2x + 1) €) flx) = 2%-4
b) f(x) = (3x? — 3x + 1) f) f{X):\df'Xz—‘l
c) fx) = senv'x g) f(x) = cosInx
d) fix) = arctge” h) f(x) = 305
a) glx)=logsx vy h(x)=2x+1 e gx)=2" y hix)=3x—4
Flx) = ! 9= 2 flx)=2"*.In2-3
2x+1)In3 2x+1In3
b) glx)=x* y h{x)=3x*—3x+1 Aax=4x y h=x*—1
f'(x) = 43x* = 3x + 1){6x — 3) 7, 2 2
fix)=—(x*=1) 4. 2x=— :
24 x* =)
o) glx)=senx vy hix)= Jx g)glx)=cos x y h(x)=Inx
f'(x) = cos \/; ! Jgf_-_j - 25080 \/T f(x) = —senln x - i — 20 In x
2 Nx X X
d)glx)=arctgx y hix)=e’ h) glx)=3" y h(x)=cos x
1 . e” fl(x) = 3" .In 3-(—sen x)

Flx)= —.e* = -
1+ 1+ e

94. Aplica la regla de la cadena para calcular las derivadas de estas funciones exponenciales
y logaritmicas.

X3 2 x2
a)f(X)-.In2X41 e) fi) - |0g2X_7
b) f(X) =e*lnx f) HX} = 3Inu‘-2]

| InX3
c) fix) = e™x 9 0 =—55
4x+1 2 5
o) 0 = hy fo0 = In &
1+ x P
. 2X4+1 3P (2x +1)—2x*  4x+3
a) f(x)= j X ) - +

X 2x+17  x(2x+7)

X

. e
b) f'(x)=e"l =
) f(x)=e X+
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3)(2

3x7 41
X2

6X- X —(3x* 1)
XZ

c) f'(x)=

3x21
=€

4e4x+1(1+x ) 4X3e4x+1

B 4€4X+’\(1_X3 +X4)

d) f(x)=

(14 x* )2 (1+x4)2
, X—7 1 4dx(x-=7)-2x* X—14
e) fi(x)= > o (( )2 =
x—7) X(x=7)In2
0 =331 ax
Serr _inx.ex. (—2x=1) e+ [34 (2x* +x)In Xa]
g) £x) =X -
—2x2-2x
e X
1 7 2
1 3x X x _ (3% X\ " ax
. (3™ +e*)er —(e¥ +e) [x2]e et
7e3x+ex ; - XZ

e

95. Aplica la regla de la cadena para calcular las siguientes derivadas de funciones trigonométricas.

a) f(x) = sen 3¢ e) fx) = cos 2 —
b) f(x) = cos (x* + f) fly =tgvx—
= - S T
c) fi) = tg i 8 f0) =—sen—7———
d) fix) = 24 3x h) fix) = t
) flx) = senvx ) fl) = gvr—
. ) , 1 X—1
a) f(x)=6xcos3x e) f(x):—Fsen[T]

b) f(x)=—2x sen(x* +1) f) £(x)=(1+1g’ J—)

’ 3x* -1
c) f(x)= 1+tg (2x -3 g) f(x =—cos[ X .
)=] ~3x)] (2x-3) 0=~ 5
' Xt 13x . 2 1
d) f(x)=cosVx* +3X ————-(2x +3) h) £ (x)=|1+tg? ]—
} 1) 2\/)( +3x ) 1) ¥ X Ja=x)’
96. Halla la derivada de estas funciones.
a) () = @2x + 17 - 3 o fi9 = 2Xe; 2
2. -G 23
b) () = 4/ 2— e) f) = 22—
X X
x2—3 3
c) flx) = fy fo) = x2—
Ve Ve
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a) FO)=32x+172-3+2x+1.3 In3=[6+ 2+ 1) In3]- 2x +1)*. 3"

_1 2 2x-x3—(x3—3)-3x2 _ —=x'+9 x°
x© 2x* x? =3
wAX - (x—3)i(3):3-3x3 1
0 F()= 2 A —3x(x*—3) _ x*49
x? 2 24 x
e e
1
] P =3) 22 P — X2 =3 3¢
o Fo0m 2 -3 -3 249
x° N x =3 i x? =3
3. ! ) 23
, 2 Ox? 9
f) f'ix)=2x+ . =2+ =2+
X 233 23 x

97. Aplica la regla de la cadena para calcular las siguientes derivadas de funciones potenciales.

a) flx) = (3x* — 2x + 1§ f) fx) = (1 — 3ex)
X 5
b) f(x) = ( XSJ g flx) = sen’ x?
o fo) = (Vi —1) h) £ = cos® (x2 — 7x + 1)
d) f(x) = (1+ 2ex)* i) flx) =tg2 0 — 8)
3
e) fix) = In*(x?— 1? i fe) = (seni + cos il
X X

a) F(x)=5(3x* —2x +1)' (12x° —2)

1= x° = x-(=3x7)

(1-x)

B 5x*(1+2x°)

(1—)(3)6

b) f’(x):S[ X 3]

1-x

c) f’(x):sz(X3—1)§
d) F(x)=8(1+2¢") e*

24X 1n° (x* — 1)3

&) F(x) =4 (x* 1 - —1—.3(x =1 - 2x = —

f) £(x)=—-18¢"(1-3¢")
g) f(x)=4x sen x* cos x* = 2x sen(2x’)
h) f(x)=-3cos*(x* - 7x +1)-sen(x* = 7x +1)-(2x = 7)

i) f(x)=6x"tg(x* —8)-[1 +1g7(x° —8)]

2
) fx)= %[sen 1 +cos 1] [sen 1 _cos 1]
X X X X X
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98. Aplica la regla de la cadena para determinar la funcion derivada de estas funciones.

a) fix) =Intgx
b) fix) = v'cos x
c) fix) = log, x*

d) f(x) = sen (cos x)
e) fix) =arctgx?

a) f'(x)= (141g* %
tg x
1
b) '(x) = —(cos x) 2 -(—sen x) = __enx
2 2.fcos x
o f'lx) = ! Oy = 2
x*:In2 x1n2

d) f'(x) = cos (cos x)-(—sen x)

e) f'(x)=

1 2x
— =
T4 (x9)? 14 x°

99. Deriva las siguientes funciones.

a) f(X) — e(\'x +1)

b) f(x) = In(

X2

—1
e?x

c) fix) = v2e* + log; 3x

d) ) = [In(In x)]?

e) f(x) = 3senx? +2sen*x

322

a) f(x)=e

b) f(x)=

c) f'(x)=

d) f'(x)=

e) f'(x)=

f) f(x)=

g) (x)=2x sen[sen(tg XQ)]cos(tg X?)(1+18°x%)

h) f(x)=
i) F(x)=

i) f(x)=

ey (X 1
=

2X —2X2 42

X2 -1

]
2,/2¢* +log,3x

1
2e" +
xIn2

T

2[In(Inx)]- —

x|

6X COS X? + 4 sen X cos X

6 sen(x® + 1)2 (e +1)x

cos’ (x3 + 1)2

2X COS X? COS 2X + 2 sen x*sen 2x
sen x? cos 2x

2e* cos x* —2xe** sen x*

—2x%sen x®

3fcos x®

f) fx) =tghx

g) f(x) = cos Vx

h) fix) = log, x?

i) f(x) = cos (sen x)
1) fx) =arctg?x

f) Fx)=04+tg"Inx- ]
X

1
g) f'(x)= (—Sen \/;) 1 2= _3€0 NP
2 2Jx

h)y f'(x) =2log, x -
x-In2

i) '(x) = —sen (sen x)- cos x

) flix)=2arctg x-

14 x?

f) fix) =sec(x® + 1)
g) f(x) = —cos(sen(tg x?))

sen x?

h) f(x) = In
Cos 2X

i) flx) =e* - cos x?

i) fe) = Vcos?
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100. Aplica la regla de la cadena para calcular la derivada de estas funciones.

Bt
b) f _\/ 3y — cos2(3x — 1) +
) f(X) senx — cos?( ) ng2+2
4x% + 10x — 1
¢ f :t"(—)
) ) =1tg ~— 16
2y 1 2
d) ) = In (758”;‘ L COPX b1 2x)
Sencx — cosx
arax—a) "
e) f(x)=( -~ )
Vxt—4
4 3 2 4 3 2
a) f’(X):52X X X o x 28T 9xT 2x 1
5 2 3 2 3 5 2 3 2
-3 1
35en’x cos x +6cos(3x — 1) sen(3x — 1)+ 6x 1+tg2[ ]
| (3x ) sen(3x ) o
b) f(x)= 3
2 . Jsen’x —cos? (3x =) +tg —
\/ ( )+gx2+2
4X +5
X —16)—J4x> +10x —1
, 3| VAX2 +10x =1 S [VAx? +10x -1 \/4X2+10X—']( )
o) Fx)=atg®| " |l1+1g : .
X—16 X—-16 (x—16)
d) f(x)= ] ! |—=2sen2x S+ 14 187X
1 iig%x |(sen’x—cos’x)
sen’x —cos*x
1 1
e) Inf(x)=(x>+4 [—In —3x>+10x -1 —=In x“—4]
) Inf(x) = (x* + 4]z In{ )=3In(x*-4)
s 3/ 2 _ _ 3
f(X):2x|n Y-3x7 +10x -1 +(x2+4) 62X+’|0 B Aj(
f(x) Ixt—a 3(=3x*+10x 1) 2(x* 1)
Y3x2 +10x -1 _ 3 Y-3x2 +10x -1 s
F(x)=|2xIn 3x°+10x -1 +(x2+4) (;X+1O B 24X ) 3x°+10x -1
X _4 3(-3x7+10x—1) (x*-1) Ixt—4

101. Halla los coeficientes y exponentes desconocidos para que se verifique que las funciones
y sus derivadas se corresponden.

a) flo=x2+ac+bx+6 c) h{x)=%
) =3x2+4x — 3 In2 1
. — X ——
h{X)—a( " X2)
. X
b) glx) = alnx + bx d) i) =5
3 X
gk =—-=5 . 2
X X)) = —
3Vx
a a=2,b=-3 ) a=2,b=1
b) a=3,b=-5 d b=3
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102. Deriva las siguientes funciones trigonométricas inversas.

a) f(x) = arcsen x?

b) f(x) = arc cos (2x —1)2
) f(x) = arctg vx

d) fix) = arc sen
X—1

e) flx) = arccos e’
f) fix) =arctgInx

o) £0)= 2 A )=
=
(x)= A1) ()= 26"
b F0- =2 e )=
, 1 1 , 1
) f(x):m'w_x f f(X):x(Hlnzx)

103. cCalcula las derivadas de las siguientes funciones.
a) fix) = e + 1
b) f(x) = X371
) fix) = (32 + 1)n~
d) f(x) = sen"x?
a) Inf(x)=3xIn(x*+1)

Flx) _ 2 6x*

0 =3In(x +1)+X2+1

, 6x? 3x
f(x)= 3|n()<2+1)+x2+1 (x*+1)

b) Inf(x)=(3x*—7x—1)Inx

m=(6x77)|nx+

()

3X2—7x -1

2
3XT—7x-1 e

f(x)=

(6x=7)Inx +

c) Inf(x)=InxIn(3x*+1)

fi(x) In(3x*+1) 6x
= +Inx-
f(x) X 3x% +1
INBx*+1)  exInx Inx
F(x)= 241
(x) X 3x%4+1 (3X * )

d) Inf(x)=xIn(sen x)

f'(x) 2y, 2x%Cos X*
——=In(sen x*)+ =——"
f(x) sen x
2 2
f(x)= |n(senx2)+2Xec% sen* x>

324

e) f(x) = cos¥2x

f) fo0 = (V¢ —15)

Q) fx) = (—x™0 + 3x® — )5~
h) f(x) = @ +&-1
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e) Inf(x)=23xIn(cos 2x)

09 _ 31In(cos 2x)+ 6x sen 2x
f(x) COS 2X
sen 2x

c0s**2x

f'(x)=|3In(cos 2x)+ 6x
(x) ( )+ coSs 2X

2

f) Inf(x):%ln(—xs—ﬁ)
f(x)  2x 3 3x*
W—?m(—X —15)+m
f(x)= %In(—x3—15)+5(x33;:15) (\/5 —X3—15)XZ

g) Inf(x)=sen xIn(—x" +3x° —1)

f(x) (—10x" +15x*)sen x

——2 =008 X In(—=x" +3x° -1

f(x) ="+ )+ —X"4+3x° -1

, (—10x" +15x*)sen x sonx
f'(x)=|cos xIn(—x" +3x* = 1)+ T (=X +3x° —1)

h) Inf(x)=—5x>+4x —1

fix) _ 2
W_—wx +4

F(X)=(—15x" +4)e >+

104. calcula a, b y ¢ en la funcion f(x) = ax? + bx + ¢, sabiendo que su grafica pasa por (0, —3) y (2, 5),

y la recta tangente en x = —1 es horizontal.
f(0)=c=-3 f(2)=4a+2b+c=5
f(x)=2ax+b f(-0)=-2a+b

c=-3
da+2b+c=5 t—-a=1,b=2c=-3
—-2a+b=0

105. ;Cual es la ecuacion de una parabola que pasa por el punto (0, 9) y en el punto (2, 9) tiene como
recta tangente y — 6x + 3 = 0?
Sea f(x) =ax’ + bx + c.
Como la pardbola pasa por el punto (0,9) = c=9
Y como también pasa por el punto (2,9) - 4a+2b+9=9—>4a+2b=0—-b=—2a
Asi, resulta que: f(x) = ax’ — 2ax 4+ 9 — f'(x) = 2ax — 2a

Siy = 6x — 3 es latangente en el punto x = 2, entonces:
ffAl=6—o4d4a—-2a=6—>a=3

La ecuacion de la pardbola es: f(x) = 3x’ — 6x+ 9
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106. Determina los valores de a, b y ¢ para que la funcion f(x) = x® + ax? + bx + ¢ pase por el origen

de coordenadas, su recta tangente en x = 1 tenga pendiente 3 y la segunda derivadaen x = —1
sea hula.
f(0)=c=0
f(x)=3x"+2ax+b f()=3+2a+b=3
f(x)=6x+2a f(-1)=—-6+2a=0
c=0
3+2a+b=3t—a=3,b=-6,c=0
—-6+2a=0

107. Determina los valores de a, b y ¢ para que la funcion f(x) = x* + ax® + bx + ¢ pase por (3, 0)
y las rectas tangentes a su grafica en x = 2 y x = 4 sean paralelas al eje X.

f(3)=27+9a+3b+c=0
f(x)=3x"+2ax+b f(2)=12+4a+b=0 f(4)=48+8a+b=0

274+9a+3b+c=0
12+4a+b=0t—-a=-9,b=24,c=-18
48+8a+b=0

108. Calcula a, b y c en la funcién f(x) = ax* + bx + ¢, sabiendo que su gréafica pasa por (1, —1), la recta
tangente en x = 1 es horizontal y la recta tangente en x = 0 es paralela a larecta y = 4x.

f(=a+b+c=-1

f(x)=4ax’+b f()=4a+b=0
La pendiente de la recta y = 4x es 4, entonces:
f(0)=b=4

a+b+c=-1
da+cb=0 {—a=-1b=4c=-4
b=4

109. Determina los valores de a, b y ¢ para que la funcion f(x) = 2x*® + ax*> + bx + ¢ pase por (1, 6)
y las rectas tangentes a la grafica en x = 1 y x = 2 sean horizontales.

f()=24+a+b+c=6
f(x)=6x"+2ax+b f()=6+2a+b=0 f(2)=24+4a+b=0

2+a+b+c=6
6+2a+b=0}—-a=-9,b=12,c=1
24+4a+b=0
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110. Razona si existe algiin punto en el que la tangente a la grafica de la curva f(x) sea horizontal.

Wi 3x
a) fix) = —— C) fi¥) = ~—3
X:f S =X
b) 00 = 2— 9 0=z
, 1 , 9
a) f(x):—(x_s)zzo c) 1 )=*(X_3)z¢0
2 2
b) f’(X):LXJgZZOH)(:6imﬂx1=3+ﬁ,X2=3*\/7 d) f(x)= X _12:OHXZ:H
(x—3) 2 (x*+1)

111. Indica si alguna de las rectas tangentes de las siguientes funciones son paralelas a la recta
ry—2x+3=0.

a fx)=x2—x+7 c) fix) = Inx?

b) f(x) = x* + 4x + 3 d) f(X)ﬁ;_
La pendiente de la recta r es 2. Por tanto, para que una recta tangente a f(x) sea paralela a r debemos encontrar

la solucidn de la ecuacidn f'(x) = 2.
a) FX)=3x*-1=2— x==+1 ) fx)===2—-x=1

b) f(X)=2x+4=2—x=-1 d) f’(x):%:zesin solucion.
(X +3)

112. Encuentra, en cada caso, los puntos en los que la tangente a la curva f(x) es paralela a la bisectriz
del primer y tercer cuadrantes.
a) fi) =x"—3x+1 ©) i) =X —x2

X
1

La bisectriz del primer y tercer cuadrantes tiene por ecuacién y = x y su pendiente es 1, por tanto f'(x) = 1.

a) (x)=2x-3=1-x=2 c) f'(X)=3X272X='|~>X1=f%,X2=1

b) f(x) = d) fix) = xInx

b) f(x)= ! =1-X=0,x,=2 d) F'ix)=Inx+1=1-x=1

(-x7

113. Encuentra, en cada caso, los puntos en los que la tangente a la curva f(x) es paralela a la bisectriz
del segundo y cuarto cuadrantes.

a) f(x) r% Q) f) =2 — 32 +5

1
1—2x

b) fix) = x® + 2x° d) fix) =—

La bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes tiene por ecuacién y = —x y su pendiente es —1, por tanto f'(x) = —1.

a) f'(x):—%:AHX:ﬂ c) f’(x):éxz—éx:—1—>x:3i6‘3
. 1 , -2 1442
b) f(X)=3x"+4x=-1>X,=——, X, =—1 d) Flx)= =—1>x=
) f(x)=3x"+4x X, X X, ) F(x) o X 5
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114. considera la funcién f(x) = In x. Calcula los puntos de la curva en los que la recta tangente tiene
la misma pendiente que las siguientes rectas.

ary—x=2 Obty+x—1=0
b) s:dy =3 —x d u2y—x=-4
. 1
f(xX)=—
(=7

b) S:4y=3—x—>y:%—%x—> La pendiente de la recta s es —%.

12714))(:74
X 4

c) t:y+x—-1=0—y=—-x+1— La pendiente de larecta t es —1.

12—1—>X:—1
X

d) u:2y —x :—4—>y=—2+%x — La pendiente de la recta u es % .

2
X+3°

a) Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de la funcién cuya pendiente sea -

115. considera la funcion f(x) =

b) ¢Esla gréafica de f(x) tangente en algun punto a la recta y + 2x + 2 = 0?7 ¢Es Unico este punto?

, 2
fi(x)=-
) (x +3)
) —%:—1—>X2+6X+5:0—>X1:—1,X2:—5
(x+3) 2
1 1 1
f(=1)=1 —=—X+N> Y =—X+—
(-1 y SX AN =y ==X+
1 1 7
(-5) y 1= +5)—y=—ox—>

b) y+2x+2=0—y =-2x-2— La pendiente de la recta es 2.

—ﬁ:—za(wﬁ)z:1—>x1:—4,x2:—2

Existen dos puntos donde la grafica es tangente alarecta y +2x +2=0.

116. La recta cuya ecuacion es y = 9x — 14 es tangente a la funcion y = x® — 3x + k. Determina en qué
punto son tangentes y halla el valor de k. ;Hay una sola solucién? La funcion tiene dos puntos en
los que la tangente es horizontal. Hallalos y escribe la ecuacion de esas rectas.
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f'x)=3x-3

Cuando larecta dadaes tangente: 3 =3 =9 X =4 5 x=42
Six=2—2y—24+k=90-2)>y=%—16+kok=2
Six==-2>5y—(-24+K=9x+2)>y=%+16+kok=-2
Luego hay dos soluciones validas.

Cuando la tangente es horizontal, se cumple que: 3’ = 3=0—=xX =1 —>x==%1
Six=1-2y—(-24k=0-x—=1)>y=-24+k
Six=—1oy—Q2+K=0-Kx+1)Dy=2+k

117. Indica en cuales de las siguientes parejas de funciones sus graficas son tangentes en algun punto.

a) flx) =x*+3x+ 2 € fix) = Inx
gl) =3x+2 g =x—1
b) fix) = e d) fix) = cos x
gk = x g =x*+1
, 1
f(X)=2x+3 =—
a) ( )73+ }—>2X+3=3—>X=O c)f(X) x]a%—1—>x—1
§ (X)— g'(x) =
Ademas, f(0) = g(0) = 2. Ademas, f(1) =g(1) =0.
Sus graficas son tangentes en el punto x=0. Sus graficas son tangentes en el punto x = 1.
b)f,(X):e e =15x=0 d)f,(X)__senX}e—senx=2x—>x=o
g(x)=1 g(x)=2x
Pero f(0)=1=g(0)=0. Ademas, f(0) =g(0) = 1.
Sus graficas no son tangentes en ningun punto. Sus graficas son tangentes en el punto x =0.

118. Obtén la expresion algebraica de una funcién que pasa por (2, 5), sabiendo que su derivada es:
FO)=2x4+6x—3
SIf)=2+6x-3—flx)= 23 -3tk
Como la funcién pasa por el puntg (2,5)=f(2)=5
2 g4 12—64k=5—k=—-"
3 3

f(x) = 2 X33 =3 — 19
3 3

119. La recta tangente a una funcion f(x) en el punto de abscisa x = 2 es y = 5x — 7. Halla el valor
de la funcién y de su derivada en el punto de abscisa 2.

La de larecta es 5, por tanto /(2)=5.

Como larecta es tangenteafenx=2 —f(2)=5-2-7=3

120. Larectay = ax + b pasa por (1, 6) y (2, 8) y es tangente a la curva g(x) en x = 0. Halla el valor
de g(0) y g'(0).

6=a+b

—a=2b=4
8=2a+b

La ecuacion de larectaes y=2x+4.

2(0)=y(0)=4 g(0)=y(0)=2
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. . . 1
121. La funcién derivada de una parabola es una recta que pasa por los puntos (1. 3) y ( 5

Halla la abscisa del vértice de esa parabola.

Como la ecuacién de una parabola es y = ax? + bx + ¢, su derivada es y' = 2ax + b.

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos es:

1
) 5
X = 2—)y:3——

-2

—6 2
lgualando coeficientes, resulta:

3
Jax =3x - a=—

b= —E
2
_5
La abscisa del vértice es: x = — b =2 _ >
2

122. Si trazamos la recta tangente y la recta normal a la funcion f(x) = x* — 12x2 + 42x — 40,

en el punto (3, 5) se forma, con los semiejes positivos de coordenadas, un cuadrilatero.
Determina su area.

Fx)=3x%*— 24x + 42
f(3)=-3 [\ ||
La ecuacion de la recta tangente en (3, 5) es: | j -
y—5=-3(x—3) > y=—3x+14 T

Y la ecuacion de la recta normal es: |

1 1 | LA
y—5=—Kx—-3)osy=—x+4 | \Y4A\
3 3

14
El cuadrildtero tiene como vértices: (0, 0), (0, 4), (3, 5) y[ 3 O].

Para calcular su drea se descompone en tres figuras:
- El rectangulo de vértices (0, 0), (4, 0), (3,4) v (3, 0) mide 12 u’.

3,
- El tridngulo de vértices (4,0), (3,4) y (3, 5) mide — u”.

- Eltriangulo de vértices (3, 5), (3,0) y[ ]:, O] mide > u?.

3,25 53

Luego el drea del cuadrildtero es: 12 + 5 + P u’

123. considera la curva f,(x) = v5 — X y la recta de ecuacion f,(x) = ax. Calcula el valor de a para que
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la recta tangente a f,(x) sea:

a) Perpendicularaf,(x)enx = 1. b) Paralela af,(x)enx = —4.

1

(X)=——— X)=a
=g HW
. 1 1 1 9 1 1
a) f1(1)_—z f(1)=2 y—2_—Z(X—1)—>y_——X+Z —Z_—gaa_él
b) ﬁ’(—A):—% f(—4)=3 y-3=—x4a)my=——tx+Z 5 a1



Derivada de una funciéon
-z 0000000000090 0909090909090 0099090909099 007

124. ;Cuanto tiene que valer a para que la funcion f(x) = x In x — ax tenga, en el punto de abscisa e,
una recta tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante?
La bisectriz del primer cuadrante es: y = x
Esta recta y la recta tangente son paralelas si sus pendientes son iguales.
La pendiente de la recta tangente a la funcién, en x = e, es:
f'(x):Inx—f—xvl—n:Inx+1—a—)f'(e):2—n
X
Entonces, tenemos que: 2 —a=1—a=1

125. considera la circunferencia de ecuacion x2 + y? = 20. Escribe la ecuacion de la recta tangente
en el punto de abscisa x = 4.

Consideramos la raiz positiva: y =20 — x?
—X

y'(X):m y(4)=2 y(4)=-2

y-2=-2(x-4)-y=-2x+10

126. considera la funcion f(x) = x> — 4x + 6.

a) Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a su grafica paralelas a las bisectrices de los cuadrantes.
b) Halla el punto de corte entre ellas y el de cada una con el eje de coordenadas X.
¢) Determina el area del triangulo cuyos vértices son los puntos anteriormente hallados.

a) f(x)=2x-4
La bisectriz del primer y tercer cuadrantes es y = x y tiene pendiente 1.

2x—4:1—>x:g z‘[E]:2

Llamando r a la recta paralela a la bisectriz del primer y tercer cuadrantes:

r'y—z—)<—§—>y—x—1
a7 2 B!

La bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes es y = —x y tiene pendiente —1.
2)(—4:—1—))(:§ f[g] ?
2 2

4
Llamando s a la recta paralela a la bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes:

S'y—z——[x—g Sy =—X+—
' 4 2

b) El punto de corte entre las dos rectas, ry s, es:
y—X—l
4 —»X_Z,y:Z—>P[2,Z]
15 4 4
y:—X'i‘I

El punto de corte de larectarconeleje Xes: y =0=x —%—> X= % — P[%,O]

El punto de corte de larecta s con el eje Xes: y =0=—x +?—> X =%—>P[?,O]
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c) La base mide %—%:Z y la altura mide 2.

2
Area, = % =% u?

127. considera la funcion f(x) = x® + 3x* + 4.

a) Calcula los puntos en que la grafica de la funcion tiene recta tangente horizontal.
b) Escribe la ecuacion de la recta que pasa por esos puntos.
¢) Halla los puntos de la curva gue tienen por recta tangente una paralela a esa recta.

a) f(X)=3x"+6x=0—x,=0,Xx,=-2 f(0)=4 f(-2)=8
Los puntos son (0, 4) y (-2, 8).
b) Si la ecuacién de la recta es de la forma y = mx + n, tenemos:

4=n

—>m:—2,n:4
8=-2m-+n

La ecuacion delarectaes:y=-2x+4

c) La pendiente de la recta es —2: f'(X)=3x> +6x=-2— X, = —1+§,X2 = —1—?

2x —9
xX—-3
a) Calcula los puntos de corte de esta funcion con los ejes de coordenadas.
b) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva en cada uno de esos puntos.
¢) Halla el area de los triangulos que determinan esas rectas con los ejes de coordenadas.

128. considera la funcion f(x) =

2.0-9
0-3

2x -9

= =3
X—-3

a) Corte con el eje X: 0— X =; Corte con el eje Y:

4

o) 7[3]-3 y=3x-¢ F0)= !

=—Xx+3
y 3
c) Calculamos los puntos de corte con los ejes de la recta y = %X —6:

CorteconelejeY: x=0—y=-6 Corte con el eje X: y:O—>X=§

Area del tridngulo que forman: A, = % = % = % u?

Calculamos los puntos de corte con los ejes de larecta y = %X +3:
CorteconelejeY: x=0—y=3 CorteconelejeX: y=0—x=-9

Area del tridngulo que forman: A, = % _89_ 2_27 u?
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129. Se lanza verticalmente una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 49 m/s desde la parte

130.

131.

superior de un edificio de 39 m de altura. Su altura h(t) sobre el suelo después de t segundos esta
dada por h(t) = 39 + 49t — 4,9t Determina la velocidad media de la pelota en cada uno
de los siguientes intervalos.

a) [0, 1] b) [4, 6] ) (11, 13]
:Qué se puede concluir acerca del movimiento de la pelota?
h(13)-h(11) 0-0

h(rl)ih(o) _ 83,1-39 =44,1m/s b) h(é)ih(ll) — 156,6 —156,6 =0 m/s C) = =0 m/s
1-0 1 6—4 2 13-11 2

a)

En el primer intervalo la pelota estd subiendo, y por tanto la velocidad media es positiva; en el segundo intervalo
la pelota recorre el mismo tramo hacia arriba y hacia abajo; en el dltimo intervalo la pelota ya estd en el suelo y
no se mueve, por lo que la velocidad media es cero.

El espacio recorrido por un objeto, en metros, en un tiempo, t, se expresa con esta formula.
e(t)y=4t2+ 2t + 1

a) ¢Que espacio ha recorrido a los 4 segundos? ¢Y a los 7 segundos?

b) ¢Cual es la velocidad media que ha mantenido entre los 4 y los 7 segundos?

a) Alos4segundosie=73m Alos 7 sequndos:e=211m
211=73

b) TVM. (4, 7]) =46 m/s

El espacio, en metros, que recorre un movil en funcion del tiempo, en segundos, viene descrito
por la expresion:
2
e(t)y ==t +t
(t) 3
Calcula la velocidad instantanea del movil a los 3 segundos.
Flo) = ;‘:+1_>f'(3>=5

La velocidad instantanea del movil a los 3 sequndos es de 5 m/s.

PARA PROFUNDIZAR
132. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primaver

1

La mayor inclinacion de la funcion f(x) = sen x

en uno de sus puntos es: ! e s 4 2
La recta tangente a f(x) = x® — 2x2 + 1 en (1, 0),
ademas de tocar a la curva en (1, 0), la corta ©, 1) (=1, —4) 2,1 (3, 10) (=2, —11)

también en:

¢Cual de las siguientes rectas es tangente
af) =x—3x+1? Y=XAA  YS2xE e =268 | ¥sma | =]
Sifl) = L entonces la derivada n-ésima nl Al n! n! ="

X 1 _H . F —W ¥+
X:’?

. +1
de la funcion es: X!

o f(x)=cos x

El cos x toma valores entre —1 y 1, por tanto la mayor inclinacién de la funcién es 1.
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o f(x)=3x"—4x f()=-1

Larecta tangentees: y =—(X—1)=—x+1
X =2X 1= X+ 1= X =2+ X=0— X, =0,X, = X, =1
Corta también en el (0, 1).
O f(x)=2x-3=3-x=3->y=1 y-1=3(x-3)—y=3x-8

La recta tangente es y = 3x — 8.

0 Fx)=—— F(x) = % Fx) = -2 () =22
n!

Por tanto: f”(X):(—1)”~W

133. Obtén la expresién algebraica de una funcion que pasa por (2, 5), sabiendo que su derivada es:
f(x)=2x2+ 6x—3
SiF(X) = 20 4+ 6x =3 = f(x) = 2x° + 3¢ = 3x +k
Como la funcién pasa por el puntg (2,5)>f(2)=5
%-8+12—6+k= S—>k=—?

19

flx) = 2 x4 3 =3 —
3 3

134. Si f(x) y g(x) son funciones inversas, es decir, (g - f)(x) = x, ise verifica que (g’ - f)(x) = x?

No se verifica. Si se consideran las funciones flx) = x* y g(x) = {/; se tiene que
son inversas ya que cumplen que: (g o f)(x) = x
1 1

Sin embargo, resulta que: (g o f)(x) = g'(f'(x)) = g'(3x%) = — = # x
3d3x  3wifox

Luego f'(x) y g'(x) no son funciones inversas.

sen x L )
135. Seaf(x) = arc tg Tt cos k" Estudia si f(x) y f'(x) son constantes.
Flx) = 1 _ cos x(14 cos x) —1— sen’x _ cos ;i—f— 1 _
14| sen x (14 cos x)° (14 cos x)?* + sen® x
14 cos x
cos X + 1 s x+1 1

14 2cosx4cosix4senix  2cosx+2 2

Al ser f'(x) constante y no nula, la funcién f(x) no es constante.

136. Verifica que si un polinomio tiene una raiz doble, también lo es de su derivada.
Resuelve la ecuacion 12x® — 16x2 + 7x — 1 = 0 sabiendo que una de sus raices es doble.
Si un polinomio tiene una raiz doble a, entonces: fix) = (x — a)* - p(x)
f) =20 —a)- pl) + x—a)Y - p'l) = x—al2pk) + x —a)- p'¥l

Por tanto, a es también una raiz de la derivada.
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Sea fix) = 12x° —16x° 4+ 7x — 1.

Como f(x) = 36x” — 32x + 7, resulta que: 36x* =32x+7=0— %
X =
18
Y como una de las raices es doble coincide con una de las anteriores:
f[—]]: 0= 12 16"+ 7x — 1= [x—zi] (122 =10x +2)

X =

1

12¢—10x+2=0— 2]
X=—

3

Las soluciones de la ecuacion son:—] (doble)y —
2 3

137. Demuestra que la recta tangente a una circunferencia en un punto es perpendicular al radio

de dicha circunferencia en ese punto.
Sea una circunferencia centrada en el origen de coordenadas de radio r: x* + y* = r?

—2x X

Y
Siy=Nri—x' =5y = - = =—
NI V= x?
@, b) » a
Entonces la ecuacion de la recta tangente en un punto (a,b) es: y — b = —E—(X —a
h
J \X La recta determinada por el radio de la circunferencia que pasa por este punto es:
X b
= Y = y= X
a b a
. s) 1
Las rectas son perpendiculares ya que: — = — .

138. Demuestra que una funcion que no es continua en un punto no puede ser derivable en ese punto.

Sea una funcion f(x) que no es continua en x = Xo. — /im f(x)=f(x,)

Si la funcidn es derivable en x = xo, entonces existe el limite:

(X +h)—f(x . . . . ,
//U;M:/am(f(xo+h)—f(xo)):/~L/£réh—>m(f(xo+h)—f(xo)):0—>g£r())f(xo+h):mf(xo)

h—0
Esto no es cierto porque la funcién no es continua en x = xo, y la funcién no puede ser derivable en ese punto.

139. Para hallar la derivada de la funcién implicita tienes que suponer que y es una funcion derivable

con respecto a x y aplicar la regla de la cadena.
Utiliza esta técnica para calcular la derivada de las funciones implicitas que aparecen

a continuacion.
a) v — 2xy? = 3xYy
a) 3y —2y? —2x2yy = 9x%y 4+ 3x3y’

b) 3xy + y*=2x
b) 3y +3xy +3y?y'=2
y(3y? —dxy —3x°) = 9x°y + 2y y'(3x+3y*)=2-3y

v 9X*y +2y° e 2-3y
T3y —4xy —3x° C3x+3y°
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140. Demuestra que la ecuacion de la recta tangente a la curva x2 + y2 = az, siendo a un nimero real

positivo, en el punto P(x,, y,), se puede escribir de la siguiente forma:

X y 1
—i+—i—a2
X3 Y3
Derivamos implicitamente:
1 1. . 1 . Wo
Y =0y =2 Xx,)= Yo
AN A v Vo)== 1
Calculamos la recta tangente que pasa por el punto P(xo, yo) :
Ve Y=Y X=X X Y _ Yo X
V—Vo=—"2(X—Xy)— ¢+ L=0— F+F="F=+—"F7
SR N A A AN AR
Comprobamos que Yo % :a%:
N2
Yo Xo yo\/Zero\/E (y0\/70+xo yo)\jxoyo %
+F== = =6+, =2
Wo % NESZ: XoYo
MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢Qué es el costo marginal de la produccion del que se habla en el texto?

El costo marginal es la derivada del costo total de produccion con respecto a la produccién.

2. Explica qué es el término insumo que también aparece en el texto anterior.

Los insumos son todos los elementos necesarios para producir un bien.

3. ¢Por qué se puede considerar el costo marginal de produccién como una derivada?

Porque mide la tasa de variacion del coste entre la variacion de la produccién.

4. Teniendo en cuenta la funcidn de costo, ;qué signo crees que tendra el parametro a?

Positivo.

5. Halla la funcion del costo marginal en el ejemplo de la manufactura de medicamentos siay b
son nlimeros reales.

Funcidn costo: f(x) = 3ax? + 2bx

6. ¢Qué tipo de funcion es el costo marginal?

Es una funcion cuadratica cuya representacion es una parabola cdncava; en el eje de abscisas se representa la
produccion y en el eje de ordenadas los costes.
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