Numeros complejos

ACTIVIDADES
1. Escribe estos niimeros como nimeros complejos.
a) V-3 b) V—16 0 3 d 3
a) V=3 =3 V-1 =43 Q) 3=3+40i

b) =1 =m=2ﬁ=2[g+%f]=ﬁ+\5f d) —3=—3+0j

2. Halla a y b para que sean ciertas las siguientes igualdades.
a) 2+3bi=a—1 b) 4a —2b =2 —ai
a)a=2+1=3 b=0
b)a=0 4a-2b=2—>b=-1

3. Dado el numero complejo Zz = —2x + %i, determina el valor de x e y para que sea:

a) Un numero real.
b) Un nimero imaginario puro.
¢) Un numero complejo que no sea real ni imaginario puro.

a)y=0 b)x=0 c)x=0,y=0

4. Halla el opuesto y el conjugado de los siguientes numeros complejos.

av2 -3 ¢ 32 e)%i g 0

b)%f%f d)*3+%f f) —7 hy —2i
a) Opuesto: —2+3/  Conjugado: /2 +3i e) Opuesto: fgi Conjugado: fgi
b) Opuesto: ,§+%,‘ Conjugado: §+%i f) Opuesto: 7 Conjugado: —7
c) Opuesto: —3 + 2 Conjugado: 3 + 2j g) Opuesto: 0 Conjugado: 0
d) Opuesto: 3,%,‘ Conjugado: —3—%/ h) Opuesto: 2i Conjugado: 2i

5. Representa graficamente los siguientes niimeros complejos.
1 ) 1 . ) 5
a)5+f C)E—f e) | g);
B — 4+ d) ——— f) —5 hy 0
2 2

Ahora contesta, ;donde estara situado un nimero real? ;Y si el nimero es imaginario puro?
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Nimeros complejos

Un numero real estarad situado en el eje de abscisas.

Un numero imaginario puro se situard en el eje de ordenadas.

6. Escribe los nimeros complejos representados graficamente.

z1=—4+2i 3= zs=1-3i

22=3+4i 24=5 26=6—4i

7. Resuelve las siguientes operaciones.
a (—1—0N+(=4+5) ¢ (=1—i)—4+50)
—1—j (—2 + i1+ 3i)

e Oz Z
a) (=1 — i)+ (—4+5/)=—5+4i
—1—i _ (=1=i)—=4=5])  —1+49i
—4 4 5§ (—4 + 5i)(—4 = 5i) 41
Q) (=1—i—44+5)=4—=5+4+5=9—]
g 200430 o (5-SH-1=2D) s o5y
—142i (=14 2/)(—1-21)

2. Halla el inverso de los nimeros complejos que aparecen a continuacion.

a) | c) —1—1 e) 4—3i
b) 3+ 4 di+3 f) 6+ 50
N | i+3 43 —i+3 10
p) 13-4 _3-4i o 1 1 4+3_4+3
34-4i 34+4i 3-4] 25 4-3 4-3i 4+3i 25
g 1 D1 y 1 _ T 65 _6-5i
—1—i =1+ 2 645 6+5 65 61
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Nimeros complejos

6. Escribe los nimeros complejos representados graficamente.

wf—3 +2° =13 N,

r=lz|=
Z’\—> _’Z1:’\/ﬁ146,31’ Z, = ‘ ‘ _724:40°
tga7—3~>(x—1463']o a=0°
fz
I’:‘Z‘:’\/']?:'] f—‘Z‘ P+ 27 ’\/_
Z,— —2Z,= '1900 Z; — —Zy= \/52%,57"
a=90° tga_T—>(x 296,57°
r=l4=\+2 =13 r=lg={ 47+ 27 =J20-25
Zy— 2 —2Z3= ’\/ﬁ%]" Zy— -2 == 2\/5206’570
tgu=§—>u:33,7o thLI—A—’OL:206,57O

10. Expresa en forma polar.

. 1 1. .
a2+ o ——+—i e) —4i
) ) >3 )
by —2 —i d) 2~ V3i f) 12
a) 2+i= \/E;@ 33'542" d) 2— \/5[ = \’{731?53 36,2
by —2—i= \/g,’ua“ﬂ‘ 54" e) —4i=4y
1 1 2
) —— 4 —i= V2 f) 12=12
2 2 2 135

11. Expresa en formas binémica y trigonométrica.

a) 1., b) 3, 0) 2z d) 3z

J3
a) T —[: - |= (cos 120° + i sen 120°)

3 343

b) 3. =|—— ] = 3 (cos 240° + i sen 240°)

)

d) 33 =(0,-3)=3

05— 41 sen —]
3 3

37 . 31:]
COST + i sen—
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Nimeros complejos

12. EXpresa en forma polar y trigonométrica.
a)3 — 4i b) 2 + 2i o —v3+i d —1—i

a) 3-4i=5,,, =5 cos 306,9° +i sen 306,9°
b) 2+2i =22, =242 C0S 45° +i sen 45°
) —B+i=2,,=2 cos150° +isen150°

d) —1—i =25 =2 COS 225° +i sen 225°

13. Realiza las siguientes operaciones y expresa el resultado en forma polar.

a) 4, - 3y ) Vo b1 e) 3,13,
b) 2y " Biar d) 4 210 f) o ™ Grar
d) a2 —[2 2
a) 4., 3,=43 . =12 ) 42 =|5 -2,
360°-180°
b) 2,3 =23 —6_ =6 ) 3.3, =2 -1
2300 P13 T 4T 230041300 T P T O e 0f a0 = |3 =l
100°— 40°
) e b = [ )16 ,=16 =6
€) Do - Orpp = 6l o6l . 2600 D200 TP 260041200 T PP
260°— 120 140

14. Dados estos niimeros complejos, calcula.
z, =1 z, = 3 [cos (—30°) + isen (—30°)

z zZV-Z
a) — p) L2
Z2 V)
zi=lye 7z =330
a) b ] b) A _ Jor 3w 3sr _ b
33"0“ 32"-\3“ 3330" 3330‘ 3330‘

15. Realiza estas operaciones.
2 6
a) (3,) c) (2%) e) (4

b) (3 — 30 d) (V5 + v5if f) (—3iF

a) 3. =%, =9, =9

2.45° 90°

b) 3-3i °= 3\/5315" ’ = 3\/5 ’ 2972’\/235"

5.315°

6
c) [2] =2° =64, =64
6

6
d) V545 "= (0 =07 s =10000,,, =10000

e) 4y, =64 . =64  ——6Ai

3-330° 270°

S35 043

700 2 5.070°

=243

270°
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16. Resuelve [16 (cos 60° + i sen 60°)] - (2,,..)".

[16 (cos 60° + i sen 60°)] - (2210°)* = 1660° - 168a0° = 256900° = 256180°

17. Utilizando la formula de De Moivre, expresa cos 3a y sen 3a en funcion de cos a y sen a.

Consideramos un niimero complejo de médulo |a unidad:
(1. = (cos o + i sen o)’ = cos 3o+ i sen 3o

Desarrollamos la primera parte de la igualdad:
cos® o+ 3icos’ ausen o — 3 cos ausen’ o — jsen’ o=
=(cos® o — 3 cos awsen’ o) + (3 cos” v sen o — sen’ )i

Igualamos este resultado con la segunda parte de la igualdad:
(cos® o — 3 cos o sen’ o) + (3 cos” ausen o — sen’ a)i = cos 3o+ i sen 3o
Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

cos 300 = o5’ ov — 3 Cos o sen’ o
sen 3ou = 3 cos” o sen ou—sen’ «

18. calcula las siguientes raices.

b) ¥—27 d) V1t
a) 35

El modulo de las soluciones sera la raiz cuadrada del médulo: \E
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

150°40360°

Sik=0—-p, = 75°

150° 1+ 360°
Sik=1-8, :%:255“

Por tanto, las raices son \/E;sn y \Ezssu

b) ¥=27 =327

El mddulo de las soluciones serd la raiz cibica del médulo: 3.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° +0-360°

Sik=0-0, = 60°
180° + 1- 360°
Sik=1—8, Ll
3
180° + 2 - 360°
Sk =2 = T2 I
3
Por tanto, las raices son 3¢y, 3150 = —3 Y 3300~
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) V=i = Voo
El madulo de las soluciones sera la raiz cuarta del modulo: 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

270° +0 - 360°

Sik=0—8="X>"""" — 730
4
Sik:T—)fﬂ;:Mzﬁrgo‘
4
270° 4+ 2+ 360°
Sik=2—08 i e Vo)
4
270° + 3 - 360°
Sik=3-8, =+=337°30‘

Por tanto, las raices son 1sr sy, 1157300 1oarso ¥ 1337 30.

d) =147 =2

El médulo de las soluciones serd la raiz clbica del médulo: V2 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

13540 360°

Sik=0-8 = 45°
135° 4+ 1- 360°

Sik=1op, =2 11700 e
135°+ 2 - 360°

Sik=2—f = 2120 _ oen

3
Por tanto, las raices son QEM Q/gluy y i/?;g-;.

19. Resuelve las siguientes ecuaciones.
azi—1=0 cz:+16=0
b)zs+32=0 d) 22 —81=0
a)2-1=0 —z=31,
El médulo de las soluciones serd 1.
Existirdan tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0 — 3,=0°

0 0
Sik=1 ngzwzuoo

0 0
Sik=2 —’63:%22400

Por tanto, las raices de z son 1o°, 1120°, 1240°.
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b) 2°+32=0—z={-32=§32,,

C

-

El mddulo de las soluciones sera 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0 —p,= 8" g

Sik=1 H@:w:mo
Sik=2 Hggzw:mo
Sik=3 H@Fw:mo
Sik=4 —p, =180 +4:360"

5

Por tanto, las raices de z son 23¢°, 2108°, 2180°, 2252°, 2324°.

Z+16=0—z=4-16=4f16,,

El mddulo de las soluciones serd 2.

Existirdan tantos argumentos como indique el radical.

o

Sik=0 —p, =189 4z
4

O 0
Sik=1 —p,— 80 +360 2360 —135°

0 0.
Sik=2 —>63=W=225°

0 0.
Sik=3 _>54:w=3150

Por tanto, las raices de z son 2ase, 213s°, 2225°, 2315°.

d) 2#-81=0—z=81=51,

El médulo de las soluciones sera 3.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0 — 8,=0°

o

Sik=1 —>32:360 =90°
o

Sik=2 —>B3=360 2 _ 1800
o

Sik=3 8, =9 3o

Por tanto, las raices de z son 3o°, 390°, 3180°, 3270°.
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20. calcula y representa las raices clibicas de este niimero.

1+
—1—i
T4+ (M4 )(=1+1) —1-1
- = ‘ — = =-1= g
—1=i  (=1=i)=141) T+1
Médulo:i/T:T
Argumentos:
180° 4+ 0 - 360°
Sik=0—p =2 T2 g
180° 4+ 1- °
b\’k=1—>32=u=180”
3
180° + 2 - 360°
Sik=2-0, L
3
Por tanto, las raices son 1gp, T1a0 Y 1300~

21. Un cuadrado, con centro en el origen de coordenadas, tiene uno de sus vértices en el punto A(3, 2).
Determina los demas vértices.

Calculamos las raices cuartas de 3 + 2i.
Modulo: v/ 3* + 2 =13
Argumentos: tg o = % — o =33"41'242"

Surmamos 90° al argumento de cada vértice para obtener el siguiente.

Por tanto, las raices son v 13 3xar242, V13141202, ¥V 13 21341202 ¥ V13 30301202
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SABER HACER

22. Resuelve las ecuaciones y expresa sus soluciones con niimeros complejos.
a x2+2x+2=0
by x2+6x+10=0
c) x2+10x+29 =0
d) x> —10x +26 =0

a) x2+2x+2:()%)(:_2% "’4_8:71:|;/
b) X*+6x+10=0— x = —0EN36=40 *’236—40:_3ii

c) x2+‘|Ox+29:O—>x:_1Oi— ’;00_116:—5i2/'
d) x* —10x +26=0— x —0EN100-104 \“20_104:&/
23. Calcula estas operaciones.
i‘Zd‘\ 2f42 ) . !'27 f72
a —————+ % b) i* — — + ——
)171 14+ ) 1—i7 1 —®
2 g w1 =2 A+ +21—i —i 1=i7 13
=i 1+7° =i 4+ 1— 72 2
_ z N FA=12 i 1—i + 14i _
by oo T PR =142

1—i7 =" 1= = 1= 2

24. Halla los inversos de estos niimeros complejos.

a z=2-—-2 h)yz=—-1+1 Cz=1+4i
a) 1 A2+2":2+2":i"
2-2( 242 8 4
b) =1l _ =1

i =i 2

y 114 14
T+4i -4 17

25. Resuelve las ecuaciones sabiendo que zes un niimero complejo.
3—z-1+2 . 5+2z-1—4 .
a)T:zJﬂ b)T:zfz

a) 3*Z~/‘+2/':22+2/.~>3:22+ZI'—>ZZLHZZL'QIL‘B/

241 240 2—i 5

b) 5427i—8i =376 542 =7 3-2] — 722, SH+2 3+2 T+16
3-2i 3-2/ 3+2i 13
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26. Calcula los conjugados de los siguientes ntiimeros escritos en forma polar.
a) 2, b) 3 o) 1 d) 2

22 105° 222°

a) El conjugado de 233 es 2-33° = 2327°.
b) El conjugado de 322 s 3-22° = 333¢°.
c) El conjugado de 110s° €s 1-105° = 12sse.

d) El conjugado de 2222° €s 2-222° = 2138°.

27. Calcula los opuestos de los siguientes niimeros escritos en forma polar.
a 2. b) 3 c) 1 d 2,

2 105°

a) El opuesto de 2330 es 2330+ 180° = 2213°.
b) El opuesto de 3220 es 3220+ 180° = 3202°.
c) El opuesto de 1iose es 11os°+180° = 1agse.

d) El opuesto de 2222° es 22220+ 180° = 242°.

28. calcula los inversos de los siguientes niimeros complejos en forma polar.

a) 2., b) 3 0 1 d) 2,

22° 105°

a) Elinverso de 233° es [1] :[l] .
-33° 2 327°

b) El inverso de 322° es [1] :[1] .
—22° 3 338°

c) Elinverso de 1ios° es 1-105° = 1asse.

d) Elinverso de 2222° es [1] :[1] .
138°

2220 2

29. Resuelve estas operaciones.
a) 2, + 3 — 3y D) T + Tygge + Typee + 1

225 315°
a) ((2 cos 30° +j 2 sen 30°) + (3 cos 135° + i 3 sen 135°)) — (3 cos 270° + i 3 sen 270°) =
32

4+—

f+/—3“/_ “/_ —- -3 —\/’—iw

=

b) (cos 45° + i sen 45°) + (cos 135° + i sen 135°) + (cos 225° + i sen 225°) + (cos 315° + i sen 315°) =

BB BB

L = e e i
2 * 2 + 2 2 2 2 2
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30. Calcula.
4
(2 + 23] (~v7 Vi)
2 2
3
<1+£,-)
4 4
4
1 B 2
—+ 22 7= 2
[ 2" 2 ] 77 L R P Y W VS
1 \/§13 1 3 - [1] _[1] - 30°
Z+T 2 )00 8 ) a0e 8 )1s0e

31. Determina las coordenadas de los vértices del triangulo ABC sabiendo que son los afijos de las
raices cubicas de —27.

=27 = 327 .
El médulo de las soluciones sera la raiz cibica de 27, que es 3.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180°

Sik=0 — 8= _g0
(o] 0

Sik=1 HBQ:MZWOO
(o] 0

Siko2 g 1E0H30°2_ o

3
Por tanto, las raices son 3s0°, 3180°, 3300°.

Las coordenadas de los vértices son:

A(3 cos 60°, 3 sen 60°) = §%
2 2

B(3 cos 180°, 3 sen 180°) = (-3, 0)

C(3 cos 300°, 3 sen 300°) = [% _¥]

32. Halla todas las soluciones de las siguientes ecuaciones.
a z*—16=0 by z2+8=0 c)z*—9=0 dz?+9=0

a) z=416,, — z1=20°, 22 = 290°, 23 = 2180°, 24 = 2270°

b) z=38. ., —z1=260°, Z2 = 2180°, 23 = 2300°

180°

¢) 2=4% — 2 =B, z,=Bwr, z;=Bwr, Z, =320
d) Z:\3f91goo —Z Z%w y 2 :%WSW ) 23 23/5300°
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ACTIVIDADES FINALES
33. Expresa estos nlimeros complejos en forma binémica.
a) V=16 + 3 by —2—v—4 oo ¥-8++2

a) V=16 +3=3+4i
) 24 =22
o V-8 +V2 =V2+8i

34. Expresa en forma bindmica estos nimeros complejos.

Z,=2+3i

ZZ=4+%i

35. Representa estos numeros en el plano complejo.

. . 3 5,
a) 5+ d) 6 8)5_?
h) ¥v2 — 3i e) —4 h) 3 —2i
¢) —3—1 f) —2i ) V3i
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36. Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa sus soluciones mediante niimeros complejos.

a x> +7=—42
h) —x*—64 =0
c) 1—(—x¥)=—120
d —3+x2=2x+1
e) x — 107 = —20x

a) X*=-49 s x=+J—49 =47
b) x*=—64— X =464 =48
c) X' =-121-x=+-121=%11
d) X’ =—4—x=+/-4==2

e) x?=-100— X ==+J=100 = +10i

37. Escribe y dibuja el conjugado y el opuesto de los siguientes nimeros complejos.

a) -3+ 2 d) —4

b) —3i e) —2— 2

c)1—3i f) 4+i
a) Conjugado: -3 — 2i Opuesto: 3 — 2i d) Conjugado: —4 Opuesto: 4
b) Conjugado: 3i Opuesto: 3i e) Conjugado: -2 + 2i Opuesto: 2 + 2i
c) Conjugado: 1+ 3i Opuesto: —1 + 3 f) Conjugado: 4 — Opuesto: —4 — |

c) Opuesto, b)| &) Conjugado
e) Conjugado. s) Opuesto

d) Conjugado

2 d) Opuesto
+— e

—ti
f) Opuesto® *f) Conjugado

. L]
a) Conjugado a) Opuesto

38. Escribe el conjugado y el opuesto de los siguientes niimeros complejos.
2—3i 3—2i -2+
A la vista de estos ejemplos deduce:

a) ¢Como es la representacion del conjugado de un numero complejo?
b) iComo es la representacion del opuesto de un nimero complejo?

»2-3j— Conjugado: 2 + 3ij Opuesto: —2 + 3ij
»3-2j— Conjugado: 3+ 2j Opuesto: —3 + 2
»—2+i— Conjugado: —2—i Opuesto: 2 — i

a) Es simétrica respecto del eje X.

b) Es simétrica respecto del origen de coordenadas.
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39.

40.

41.

42.
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Calcula el valor de k para que el niimero k + (k — 3)i cumpla las siguientes condiciones.

a) Sea un numero imaginario puro.
b) Sea un numero real.

a) k=0 b)k—-3=0—k=3

Calcula y representa en el plano complejo los nimeros

i, 0z, 03, 04 08, 0,

Investiga también lo que ocurre con i, i~2, i=3, i~4, -5, i5, ...

Calcula el resultado de estas operaciones.

a) (4 — i)+ (—2 + 3i) Q5@ i)
1 1. B 1. 2 . 1 2.
h) (5_31)_(—54‘?1) d) (€_1)+(§_€])
a) 2472 b) 2-3; O3 +i a7
3 4 15 5

Realiza las siguientes operaciones.
a 3—5)+@—7)+(—4+8)

b) (—1+2) — @3+ 6i) — (—4—i)

c) —(1—2))—(=71)— (—4 —3i)

d) 201 — &) — 201+ 4i) — 34 — 4)

e) 2(v3 + 1) — 3(2v3 + 4i)

f) (V2 —3i)+2(2—v3i)

a) B-5N+Q@—-7)+(-4+8)=1-4

b) (=142 —B+6i)—(—4—-i)=(—=14+2)+(-3—-6/)+(@+1i)=-3i
A —(=2—(=7N—(—-4=3=(=14+20+T)+@+3)=3+12
d) 201 —4i) — 201 +4i) — 34 —4i)=—12 —4i

&) 2(V3 +1)=302V3 +4i) = (243 +2i) + (=64/3 —12i) = =43 —10i
f) (W2 =30 +20-v31) =2 =30+ (4 —2v31) = (V2 +4) - (3+2V3)i



Nimeros complejos

43. calcula estos productos y potencias.

a) (1— 32— &) d) (5 — 4i)5 + 4i)
b) (—3 — 4i)7 — i) e) (—3—2v2i)(—3 + 2v2i)
¢) (—2 + 5i)? f) (V2 —if

a) (1-3N2—-6/)=2—-6i—6/—18=—-16—12i
b) (=3-4I)(7—i)=—-21+3/—28i —4=—-25-25/
Q) (—245)*=4—-25-20i=-21-20i

d) G—4)54+4)=25+16=41

o) (3-2v2i)(=34242i)=9+8=17
i) (V2 =) =v2 —6i—3y2 +i=—J2 —5i

44. Efectua las siguientes divisiones.

a —1+5i by 20 + 40i o —1+5

32 8+ 6 2—1

2 —1450 _ (Z1450B+20)  =3-2i4151=10 _ —13+4130 _
3-2i (3-20)(3+2i) 944 13
20440/ (204 40/)(8—6/) _ 160 — 120/ + 3207 + 240 4t
8+6i (8+6/)8—6/) 64 436
=1+5  (=1+50(2+))  —=2—-i+10i=5 —/49i
2—i (2—iX2+1) 441 5

45. Realiza las siguientes divisiones de niumeros complejos.

a B3—0N:01—1) c) 65+ 2):(2)
5 2
2+ 4 1+ 42§
a) 37{.1i/.:3+2/+1:2+,. 9 5+‘21.—_2/‘:—1OI+4:—5/+2
T—i 141 2 2i =2 4 2
) 5 2-4i _10-20i _1-2i d) 2 =2 2-2
2+4i 2—4j 20 2 1420 1=J2i 3

46. Obtén, en forma bindmica, el resultado de las siguientes operaciones.
3001 —1)

a) T—_Zi + (2 — 30
o % —3-N2+6)
d) (-2~ 5) — g+ ;?)f: (55(1++31?
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9 222D (30— —349i 4 (3+2i) = 11i
—4—2j

i3

b 2i- 2F303 5 9 38,9 53,
—341 10 10 10 10
g A0=N+8 3 noyein=2=Y _(6118i—20+6)=
260 26
—3471—(124+16/) = -9 —9j

8 (22— s5iy_J0=10I=50+1) _ g 5=151 _

(84 2i)—(543/) 3

=(-2-5))—(3-4i)=-5-i
(143 —(2i) _ -8+6i+4 36 2

=3+ 4i =344 25 25

47. Realiza la siguiente operacion.
1,141 _+D-0-0_ 20+0

i P =1 i—1
VI AP 2420 1 i 2420 242 2420 i1 242 (41
P =1 =10 -1 =1 i=1 i+ -2
48. Calcula y simplifica las expresiones que aparecen a continuacion.
a) (4.9 C) (=3P + (2 (127
b} j34.[’103 +‘i78.f‘\16 d) ,519.(2,'3373,'28)
a) (- F7=i1%=1 c) (=3 + (2i)°: (12/*®) = 27i — 64 : (-12) = 27i + %
b) 24 103 4 78 . 16 = 137 4 194 = j 1 d) 4 (233 - 3i%8) =~ (2i—3) =2+ 3i

49. Representa 5 + 2i. Multiplicalo por i y representa el resultado. Multiplica dos veces por iy explica
qué se obtiene.

(5420 =—=2+5i
(54 20)i’=—-5—2i

Al multiplicar por i el punto se desplaza 90°,
mediante un giro de centro el origen,

en el sentido contrario a las agujas
del reloj.

Al multiplicar por i* se obtiene el punto
simétrico respecto del origen (su opuesto).
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50. Comprueba si los valores de z que se dan son soluciones de cada ecuacion.

Solucion Ecuacion
Z=1+2 72 —2Z2+5=0
= | ] Z2+@B—-Nz—@+4)=0
1 V3.
Z===dr= Z24+1=0
2 2

"(1+2)2-2(1+2i)+5=0—>1+4i—4—2—4i+5=0— Si es solucion.
s (1+2+(B-i)1+i)—(4+4)=0—>1+2i—1+3+2i+1—4—4i=0— Sies solucion.
1 ﬁ/] 1 B

1=0 |- -2l -+ X5
" [2 2272

3
+1=1+1=2— No es solucion.

1 3.
—— i
2772

51. Halla el valor de k para que las siguientes expresiones sean niimeros imaginarios puros.

34 ki 1=K
a)k+21 b) 3k1-17!.
) 3tk k—2i Sk+i—6+K (-0
kK+2i k—2i K> +4 N
1—ki 1+i 3Ki+3k? 1+i  —3K+3k*+i 3k+3k? k=0
T—i 1+ 2 2 k=1

Descartamos k = 0 porque al sustituir en la expresion original se obtiene el nimero 0 + 0i = 0, que no se

considera imaginario puro.

52. Encuentra p y q para que se cumpla la siguiente igualdad.
(p+3i)4+qi) =15+ 9i

(p+304+qg)=15+9—=@p—3g)+ 12+ pg)i=15+9i

4p—3q =15 N 3

pr=3q=-1
12+pq:9} pr =21, =4

" . L . z?
53. Demuestra que el nimero complejo z = 1 — 3i verifica la igualdad 5 = Z—5.

2 _U=30) 86 4 3io1-3i-5=2-5
2 2 2

54. La suma de dos numeros complejos es 3 + 2i y la parte real del segundo es 2. Halla los dos
nimeros sabiendo que el cociente del primero entre el segundo es un niimero imaginario puro.

(a+bi)+(2+d)=3+2i—a=1,b+d=2

1+bi 2—di _2+bd+ 2b—d I—>2+bd=0

2+di 2—di 240
b+a=2 —d=14+3, b=1-3obiend=1-3, b=1+3
2+bd=0
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Los niumeros son:

Z =1+ 148 iyz,=2+ 1-3 i
Z,=141-Biyz,=2+ 143 i

55. Encuentra dos nimeros complejos sabiendo que su suma vale 3 y su cociente es .
(a+bi)+(c+d)=3—>a+c=3,b+d=0

a+bi 3-c—di c—di 3c—c’—d*-3di _

[—3c—c?—d?=3di=i c*+d?

c+di c+di c—d 2+d?
3c—-c?—d*=0 3 3 3 3
sd—cad | 20720720

Los niumeros son:

zZ =43 7, =33,
22 2 2

56. Representa graficamente cada nimero complejo y exprésalo en forma bindmica.

a) 1, Q) 2, &) VS«
b) 5, d) 3, f) V3us

3

a) cos 60° + i sen 60° = %HT

b) 5 cos 90° + i sen 90° = 5i

c) 2 cos 135°+i2 sen 135° = —2 +i\2 fb)

d) 3 cos 120° + i 3 sen 120° = _%+/¥

) e .
e) /5 cos 60° +i+f5 sen 60° =§+/\/ﬁ 9 .a)j

2 ————— 4

f) \/§00345°+i\/§sen450=§+/*;/z

57. EXpresa estos humeros complejos en forma polar.

71 =3+ 4i = 553,13 23=-3i=3270° 7, =—2+42 =225

22=2=20 2, =—1-3i =105s15
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58.

59.

60.

Nimeros complejos

Escribe estos nlimeros en forma polar y represéntalos graficamente.
a) 3—4 d) —3i
by ¥3 +i e) —3

0) —v2 —2i f) %1’

a) 3—4I="D5y55 e
b) V3 +i= 23y

O —V2 —V2i=2y
d) —3i=3y¢

e) —3 =3

Escribe en forma bindmica los siguientes niimeros complejos.

a) 4,, 0 3z e) 3, g Vo
b) 2,.. d 2. NE h) V3
a)2+2\F31 c) 3i e) —%Jr%f g) 1—i
b) —164— 1,05  d) —2 f) —i w33
22
Dados los nimeros complejos:
Z =B P = z,=V3z

escribe, en forma polar y binémica, el conjugado y el opuesto de cada uno de ellos.

Tenemos en cuenta que el conjugado es el punto simétrico respecto
del eje de abscisas y el opuesto es el simétrico respecto del origen.

Numero Conjugado Opuesto
Polar Bindmica Polar Bindmica Polar Binémica
5 543 5 543 5 5J3
D240 ——, a0 —_—— Je0r —
2 2 L2 2 202
s ENPIRENPR | I ENFIEENG) ; W2 32
135° ] 225° e 315 —_—
2 2 2 2 2 2
i I N ET I BT B RS Gz | (235
o 2 2 o 2 2 ¢ 2 2

61. Escribe en forma polar los niimeros complejos que aparecen a continuacion.

a) V3 (COS% + i sen%)

a) xﬁg

T ‘ T
b 3(cos— + i sen—)
) 2 2

b) 3

x
2
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62. Dado el numero escrito en forma polar r, di como seria su opuesto y su conjugado.

Opuesto: —ro = risec + o Conjugado: r—o

63. Efectla las siguientes operaciones con niimeros complejos.

8 7oz
170° 3
a) 4, 3y d) P g 5%
6.
b) 5= e (sz) h) (21209°
4
. 6
C) 4z - 2y f) 200" Oz I) (‘/55;)
3 2
8 &=
a) 4120° - 360° = 12180° d) =4, g) ===
2500 S0 5%
2
b) . _ 35, e) 5 '=25, h) (2120°)° = 32600° = 32240°
2, 7 3 3
4
= = iy 101500
c) 43 2700 =40 * 23700 = Bige f) 2260° - 5130° = 10390° = 1030° i) 5 =250
3 2000

64. EXpresa en forma polar el inverso de estos nlimeros.

a) 2., c) 4% e) e%
b) 3z d) (i) f) V735
2 4/,
Para calcular el inverso de un nimero en forma polar, hallamos el inverso del médulo y el opuesto del
argumento.
1 1 1
) 3] 3 [
2) 100 4 %« e %
b) [1] d) 4 ) [ﬂ]
3 )3 7
2 325°

65. Calcula las siguientes potencias de numeros complejos en forma polar.
]
a) (2, b) (4= c) (3.0 d) (V5|

a) 1660° b) 16,. ) 729210° d) 125,.
3 2

66. Efectia las siguientes operaciones combinadas de niimeros complejos.

ber* 3
8) (U, 1) 3, 0) =5+
s6°
b) (94 :3,) - 5 d) (1) - (10)°
a) 470° - 335° = 12105° b) 314° - 5100° = 15114° <) fﬂ: 240 d) 1120° - 13257 = Lgs

56°
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67. Realiza las siguientes operaciones combinadas con niimeros complejos.
2
(1+3i) - ZES

. . 2
a) @ —2)—(3-2v2i) 2] b)) ———
a) 4-2 —3-20 B+i = 4-2 — 3B+3—20Gi+27

2
4-3J3—2y2+ —54+26 i =2—40i— 16+16i 2 — 24—14i 3+ 32+16i J6

2 . .
2p TA Ao t+A 2423 +4i 337 _18+6J3-6i—6\3i _ 3+\/§_i1+\/§
3

b = =
) —-3+3i —-3+3i —-3+3i —3-3i 18 3

68. Realiza estas operaciones, expresando primero los niimeros en forma polar.

a (1— iy o (—1+v30)f
by (—v2 + v2i)f d (v2 iy
) (1-1) =(V2us) = 40 9 (14 V31) = (2000 = 16,

b) (*\/5 + 5”6 = (zli!{)s - 64er C) (\/5 - f.)j = \/g?m 44'8,2"

69. Representa en el plano complejo estos niimeros y los resultados de sus operaciones.
Explica lo que sucede en cada caso.

a)2..-3 h) Srar 0) (2%)“

150 120° 260"

a) Elmddulo del resultado [ 1] .
es el producto de los médulos, [
y el argumento es la suma de los e
argumentos de los nimeros dados.

b) El médulo del resultado
es el cociente de los médulos,
y el argumento es la resta de los
argumentos de los nimeros dados. ‘ I 1 / .

¢) Elmodulo del resultado es la cuarta
potencia del maédulo,
y el argumento es el cuadruple
del argumento del ndmero dado.
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70. Realiza las siguientes potencias empleando la formula de De Moivre.

a) [3(cos 25° + i sen 25°)]*
b) [2(cos 40° + j sen 40°)]°
c) [5(cos 115° + i sen 115°)]7

T TV
—+1 —_—
d)(cos3 sen3)

14
3(cos % + 1 sen E)

e) >

a) (3(cos 25° + i sen 25°))* = 81(cos 100° + j sen 100°)
b) (2(cos 40° + i sen 40°))* =512(cos 0° + i sen 0°) = 512
c) (5(cos 115° + i sen 115°))” = 78 125(cos 85° + i sen 85°)

™ 7(3
d) [cos§+/sen§] =C0ST+isenm=-1

4
e) [3[0033—2“+isen%“]] =81c0os0+isen0 =81

71. Dibuja los ntumeros 2., ¥ 6,,,.. ¢ Por qué numero complejo hay que multiplicar al primero para
obtener el segundo?

A

Hay que multiplicar por 3.

72. Dibuja los niimeros 12,,.. ¥ 4,,... ¢Por qué nimerocomplejo hay que dividir al primero para obtener
el segundo?

Hay que dividir entre 3,4
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73. calcula las soluciones de las siguientes raices.
a) Védyu 0 /32 &) V9
b) Vs d) V6dieor f) V27
a) b

El médulo de las soluciones sera la raiz cubica del médulo = 4.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

120°40-360°

Sik=0— B, . 40°
0, 1. o

Sik=1— BZ:M:%@O
o . o

Siko2 s p, 120230,

3
Por tanto, las raices son 440°, 4160°, 4280°.
b) El médulo de las soluciones serd la raiz quinta de 1 = 1.
Existiran tantos nimeros como indique el radical.

150° +0-360°

Sik=0— p,= 2 F250 g0
Sik=1— BFw:mo
Sik=2— BFMZWO
Sik=3— dew:mo
Sik=4— B5=M:3180

5

Por tanto, las raices son 130°, 1102, 1174°, 124e°, 1318°.

c) El mddulo de las soluciones sera la raiz quinta de 32 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.
0 . 0
Sik=0 = 25020y
0 0
Sikelo B2:225 +51-360 1970
0 . 0
Sik=2— BFM:@O
0 . 0
Sik=3 Bazwzzmo
0 . 0o
Sik=4— p =222 +4:30°_ g3

5

Por tanto, las raices son 2ase, 2117°, 2189°, 2261°, 2333°.
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d) El moédulo de las soluciones serd la raiz sexta de 64 = 2.
Existirdn tantos nimeros como indique el radical.

180° +0-360°

Sik=0-> p, =20 250 _ g0
Sik=1_ p,—180 +61.3eo° .
Sik=2— BFMZHOO
Sik=3— BAZMZZW
Sik=4— Bs=w=mo
Sik=5— p, - 180 H+5:360" g

6
Por tanto, las raices son 230°, 290°, 2150°, 2210°, 2270°, 2330°.

El médulo de las soluciones serd la raiz cuartade 9 = /3.

D
—

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

_ 220° +0-360°

Sik=0— B, 7 _550
Sik=1— gzzwﬂw
Sik=2— ﬁazwzzﬁo
Sik=3— p,— 2200 +3360° 50

4

Por tanto, las raices son \f3ss, Bus, VB, Vs .
f) El mddulo de las soluciones sera la raiz sexta de 2.

Existiran tantos nimeros como indique el radical.

Sik=0— p,="> 00 _pp5
Sik=1— p,="> 0 75
Sik=2— p, =230 iy 5
Sik=3— p, =250 1
Sik=4— Bs:w:%zso
Sik=5— Bézwzmw

Por tanto, las raices son 53/22,50 , Q/Zz,so , ’é/§132,5° , ’éﬁwz,so, 3/5252,50 , %312,50 .
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74. calcula las siguientes raices de numeros complejos.

a) V1 o V1 e) Vi
by V1 d) Vi fy Vi
a) \ﬁ =gk
2
Sik=0—=x=1,0=—1 Sik=1—2x=1,=1
b) \jﬁ = o ke
Sik=0—=x =1 Sik=2—x;=1p=1

Sik=1—=x= 1.y

C) Q/T:]nw-am
4
Sik=0—=x=1lop=1i Sik=2—x3=lyp=—i
Sik:]—-)X):]m(‘r:—] Sik:S——)x.;:hy:]
d) \/-I'_:Lxr‘;.‘w‘

Sik=0—3x = las
Sik=1—ox,=1,;

e) \3/’— = Togr-44-360
Qik:O—)x‘:]w Sik:?—)x;:];m:—/
Sik=1-x=15%
f) \'/-I_ -_ 1-:“‘&.(.',@
4
Sik=0->x,=15s Sik=2—>x3= 1505
Sik=1>x=15 Sik=3—x;= 1,05

75. Realiza las raices y represéntalas.

a) V—16 o Ve e) V1 v3i

by ¥V—i KN %+%f f) V625

a) 4—16 =164,
El médulo de las raices serd la raiz sexta de 16 = 34 .

_180° +0-360°

Sik=0— B, . — 30
St I
Sik=2— BSZM=1SOO e
Sik=3— BFMﬂW’
Sik=4— Bszwzﬂd)
Sik=5— ﬁézw:?ﬁoo

Por tanto, las raices son gﬁw, Yag =34 , /- , s 5100 , Y2 00 =34 , Lz .
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b) =i =0

El médulo de las raices sera la raiz cibicade 1 =1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical. 1 I
0 . 0

Sik=0— p,— 270 +3o 360° _ oo
(0] (0]

Sik=1—>BZ=M:21oo EEEERSEEEE

1

0 . 0

Sik=2— 53:M:3300 . .

3

Por tanto, las raices son 190°, 1210°, 1330°.
c) 6l =316,
El mddulo de las raices serd la raiz ctbica de 16 =232 .

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

0 0
Sik=0— ;3;%:30@
0 0
Sik=1— Bz=w=1500
(0] (0] B
Sik=2— p,= 21250 o7y SIS
HEERERRE?
Por tanto, las raices son 232, 23200, 232700 = —23f2i . 1
Y
I $ 250
Q) 22 T
2 2
El mddulo de las raices sera la raiz cibica de 1 = 1.
Existirdan tantos argumentos como indique el radical.
0 0
Sik=0— - 5050 .
0 0 .
Sik=1— Bzzw:'my
R
1
45° +2.360°
Sik=2— B,=—" 20 _ 055

Por tanto, las raices son 11s°, 113s°, 12550,
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e) Y1-3i = {2
El médulo de las raices serd la raiz quinta de 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0— BFMSO'%O":@O

Sik:1—>g2:%51'360021320 [
Sik=2_>g3:w:204o :1
Sik=3—>g4:M53'3600:2760 . ’
Sik=a s p =30 —1-54-3600 . I

Por tanto, las raices son ¥2«:, 21, Y2awo, 2o, Y2ase .
f) 4625 =46z,

El mddulo de las raices serd la raiz cuarta de 625 = 5.

Existiran tantos argumentos como indique el radical. 5
Sik=0— p,— 2 +0360"
4
Sik=1—>sz=wa;oo Tl EEENER
5
Sik=2— Ba=oo+24—'3600=180°
Sik=3— B4=wz2700 I

Por tanto, las raices son 5¢°, 590°, 5180°, 5270°.

76. Una de las raices cubicas de un niimero complejo es 2 + 4i. Halla las otras dos.

I IR

Las otras dos raices tendran el mismo modulo.
ZA‘ = 2 +4/ - \/2063,435"
Z, =N20 3,135 - Nyp = N 201834350

Zy= J20 3435 * Togr = N120303,435°
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77. Los vértices del poligono representado son las raices cuartas de un nimero complejo.

A

Determina el niimero y sus raices.
Las raices son:
21=4+4i= 324 =4 +4i= 32 z3=—4—4i= 32 24=4-4i= 324
El nimero es:

z=1024180° =—-1024.

78. El nimero complejo 2, . es uno de los vértices de un pentagono regular. Calcula los otros cuatro
vértices y el numero complejo cuyas raices quintas son dichos nlimeros.

Las raices son:
21 = 230° 22 = 2102° 23 = 2174° 24 = 2246° Z5 = 2318°.

El nimero es z = 321s0°.

79. Encuentra n y z de manera que dos de las soluciones de ¥z sean 6,y 6.,,.. ¢Hay una (nica
solucién? ;cual es el menor niimero n que puedes encontrar?

Sea z=rq.

La raiz n-ésima de r debe ser 6.

El argumento debe ser multiplo de 30 y de 120.

La solucidn no es Unica.

El menor nimero que cumple las condiciones es n = 4.
21 =1296120°

Otra solucién es n = 8.

22=1679616240°

80. Calcula todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones.

a x*+1=0 ) x5—1=0
h) x* —625=0 d x*+16=0
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a) x=¥—1 =15j11805
El médulo de las soluciones sera la raiz quinta de 1.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

~180° +0-360°

Sik=0— p=— =36
Sik=1_ p,— 15 +51~36O° g
Sik=2— Bszwzmoo
Sik=3— dewzzw

Sik=4— g — 180 +3:360° _app

5

Por tanto, las raices son 13s°, 110s°, 11s0°, 1252°, 1324°.
b) x = 4625 = 4f625,
El mddulo de las soluciones serd la raiz cuarta de 625 = 5.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

(0] . 0

Sik=0—> p, =2 10360
4

0 0
Sik=1— pF%:%O

(0] . 0
Sik=2— p,= 2230 g0

(0] . (0]
Sik=3— ﬁ‘l:%:yoo

Por tanto, las raices son 5¢°, 590°, 5180°, 5270°.
o) x=1=¢1
El médulo de las soluciones sera la raiz quinta de 1.

Existirdan tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0— szwzoo
Sik=1— 32:0"17‘360":720
Sik=2— Bz:O"LﬁW:MAO
Sik=3— BAZO"LS‘%O"ZZW
Sikedp O A0 e

Por tanto, las raices son 1¢°, 172°, 1144°, 1216°, 128s°.
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d) x=4=16=4f16,
El médulo de las soluciones sera la raiz cuarta de 16 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

_180° +0-360°

Sik=0— p, —45°
4
0 0
Sik=1— BZZM:'HSSO
0 0
Sik=2— B3:w:2250
0 0
Sik=3 s p,_ 18I0

4

Por tanto, las raices son 24se, 2135°, 2225°, 2315°.

81. Resuelve las siguientes ecuaciones,
ax? —4x+13 =0 C) x* —6x2—9=0
byx*— 8 =0 d) x*+2/7x=0

4+\16-52 _4=\=36 _,_ o
2 2

a) x=

b) x x*—-8 =0—x=3%8,

El médulo de las soluciones sera la raiz cubica de 8 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

_0°+0:360° _

Sik=0 0°
— B 3
(¢} (0]
Sik=1— 32:%:1200
(0] . 0
Sik=2— ;33:%:2400

Por tanto, las raices son 0, 2, 2120°, 2140°.

c) t=x?

t:éii "326"'36:3:|:3,\/§

X, =\3+3J2
X, = —3+342
X3 :\/3—3\/§=f\/3 2 -1

X, :—\/3—3\/5:4\/3 2 -1
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d) x (x*+27)=0
x =427 =Ty
El mddulo de las soluciones serd la raiz cubica de 27 = 3.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

_180° +0-360°

Sik=0— B, == 60’
o 0

Sik=1— BFM:BOO
o o

Sik=2— Bazwzgooo

3

Por tanto, las raices son 0, 360°, 3180°, 3300°.

82. Realiza las siguientes operaciones con complejos.

a/16 [—1+i 3o —
a) - b) T c)V2—0nN*—301—10
16 -
a) 4’7 =461 = 4f16,,,

El mddulo de las soluciones sera la raiz cuarta de 16 = 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

_ 270°+0-360°

Sik=0— p,= 22250 _ g5
Sik=1- p, =700 5750
Sik=2— m:M:m&
Sik=3— p, =20 T30 4375

4

Por tanto, las raices son 2e7,5°, 2157,5°, 2247,5°, 2337,5°.

b) —1+i:\/—']+i E:ﬁ:\m

1+ 140 =i

El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada de 1 = 1.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0 . (0]
Sik=0— p, =20 #0360 +2 360" _ g5

(0] 0
Sik=1— BQZWZQ%O

Por tanto, las raices son lase, 1225°.
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c) sj 2-1" =31~ =" =,y

El médulo de las soluciones sera la raiz cubica de 1 = 1.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

270° +0-360°

Sik=0— p. =220 o0
0 0

Sik=1— p, =20 F130° 5100
o 0

Sik=2— p, =20 +2:360° g

3

Por tanto, las raices son 1g0°, 1210°, 1330°.

83. calcula y expresa el resultado en forma binémica.

4 [ 1255 - (150)*

3 +3vV3i
N _p
V3+3\/§i *v e *\m

El médulo de las soluciones sera la raiz cuarta de 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0— BFM:&SO

Sik=1— [5;%:1129
Sik=2— ﬁszwzzoz,so
Sik=3— m:w:m,?

Por tanto, las raices son 425, 4205, Yo, U2 .

34. Escribe una ecuacion de segundo grado con coeficientes reales que tenga por soluciones
estos niimeros complejos.
a1 —i b) 3 —2
a) Como 1 —i es solucidn, entonces 1 + i también lo es.
x—(1+Nx-(1-i))=x*—2x+2
b) Como 3 — 2/ es solucién, entonces 3 + 2i también lo es.

(x—(3+2))(x-(3-2i)=x>-6x+13
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85. Calcula el valor de m para que el polinomio
X2—6x—m
tenga la raiz 3 — i. Halla la raiz que falta.
(3-i)2-6(3—-))-m=0—>8-6i—18+6i=m —>m=-10

La raiz que falta es 3 +i.

86. Calcula el valor de los niimeros complejos p y g para que el polinomio
X+ px:+gx —2
tenga las raices i y 2i. Halla la raiz que falta.
(x—N(x—2i)=x>—3xi—2
(X®>=3xi—2)(x—a)=x>+ (—a—3i)x*+ (-2 + 3ia)x +2a - a=-1
p=1-3i
g=-2-3i

Laraizque faltaesx=a=-1.

87. Resuelve las siguientes ecuaciones.

ax+ix+1=0 c)ix¥+7x—12i=0
by x2—2x+3 =0 d)y ix?+27=0
a) X:—/i\/2—1—4 :_'i;ﬁ/—uq:_h;ﬁi, XZ:—1;J§i

b) x:2i “;1_12 = 2i§"/§—>x1 =1+i2, x, =12

748948 —7+1
N 2i 2

c) X
) 2i

—X,=3i, Xx,=4i

d) x° =_T27:27i — X =Y274

El mddulo de las soluciones serd la raiz cubica de 27 = 3.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0 ) 0
Sik=0— B1:w:3oo
0 0
Sik=1— Bzzw:'lsoo
0 0
Sik=2— [33:%:2700

Por tanto, las raices son 330°, 3150°, 3270°.
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28. Halla el valor de b para que la siguiente operacion sea cierta.

4, -(1+bi)=8,,

1+b/':i132° —2, —tg60°=B3=b

72°
89. ;Qué nimero complejo hay que sumarle a —3 + 2i para que resulte 5,,.? ;Y para que resulte 65:?
3
(=3 +2)+(a+bi)=—-5—>a=3,b=-7
(=342 +(@+b)=3-3V3isa=6b=-2-33

90. Comprueba que las siguientes raices suman 0.

a) Lasraices cuartas de —1 + V3i,
b) Las raices sextas de &4.

a) Las soluciones de Y212 son éﬁm", ﬁ5120% ﬂﬁzwow Y20

42 c0s30° +i5en30° +42 cos120° +isen120° + 42 cos 210° 47 sen210° +42 cos 300° +i sen300° =

:4‘/§§+i1 1,33 _iﬁ]_o

—_— /____

A
2272 2 272 72

b) Las soluciones de /64 son 2¢°, 260°, 2120°, 2180°, 2240, 2300°.
2(cos 0° + i sen 0°) + 2(cos 60° + i sen 60°) + 2(cos 120° + i sen 120°) +

+ 2(cos 180° + j sen 180°) + 2(cos 240° + i sen 240°) + 2(cos 300° + i sen 300°) =

=2 1+1+/£—1+/£—1—1—/£+1—/‘£]=0

2 2 2 2 2 2 2 2

. 2+ | L
91. Averigua el valor que debe tener k para que ] sea un numero real. i De qué numero real
se trata?
240 k+i 2k—1+ 24Kk i
s k=-2
k—i k+i k* 41
. —4-1
El nimero es =—
+1
. k—v2i : e
92. Averigua el valor que debe tener k para que \/5— sea un numero imaginario puro.
—i

:.De qué nimero imaginario se trata?

k—\2i 2+ Nok+\N2+ k-2

. = k=-1
2—i 2+i 241

, —3i )
El nimero es T:fl .
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. 6—2j
93. Calcula el valor de a para que el niimero 1T ai sea:

a) Un numero imaginario puro.

b) Un numero real.

¢) Elntimero complejo 2 — 4i.

d) Un numero complejo con madulo 1.

e) Un numero complejo con argumento %

6-2i 1—ai _6—-2a+ —6a—2 i
1+ai 1—ai 1+ 8

a) 6-2a=0—a=3
b) 6-2a=0—>a=-3

6-2i _3—i 1+2i _5+5i
2—4i 1-20 1+2i 5

q) 0
J1+@2

VA1)
e) —3=r7n
\“ + ‘92 arctga D
1

1 7w 1
arctg|——=|-arctga="~—arctga=arctg|—=|-315° »a=—
tg[ 3] g 7 g g[ 3] >

c) =1+i—a=1

=1-40=1+8" —a=+/39

94. Halla el valor de a para que el siguiente niimero complejo cumpla que su cuadrado sea igual
a su conjugado.

V3.
a+—i
2

Iy 2
Calculamos el cuadrado: a+%f] = a’ —%+ J3ai

3
Hallamos el conjugado: a — 7!

a——=a
—a=
E J3
a=—-——
2
. Xi 2X
95. Resuelve la ecuacion - — - =1
1+ 3i 44—

_ 7+ 1420 2943
—1-2/ —1+2i 5

Xi(d—i)—2x(1+3)=(1+3)4-)—>x@Bi+1-2-6)=7+11i — x
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96. Halla el numero complejo que cumple que su cubo es un nimero real y que la parte real del mismo
nimero es una unidad superior a la parte imaginaria.

a=b+1
(b+1+bi)®=-2b3+6b%+2b% +3b+3bi+1
2b3+6b>+3b=0— b (2b>+6b+3)=0

~1-B ‘3‘”6],

—1+43 =3+8

2 2 2 2

Los nimeros son (1, 0), [

97. Halla los numeros complejos cuyo cubo es igual a su conjugado.

(ra)3=r—a—>r=1
3a=—a— a=0° 30=720°— o — a. = 180°
3a0.=360° — o — o =90° 300=1080°—- o — o =270°

Los numeros son 1, i, -1, —i.

. L. e 12 +ci . . . .
98. Calcula ¢ sabiendo que la representacion grafica de Py esta sobre la bisectriz del primer

cuadrante.
Para gue esté sobre la bisectriz del primer cuadrante, la parte imaginaria debe ser
igual a la parte real.

124c (124c)-5-2i) —60+2c+(-24—5c)i

=5+ 2i (=5+2i)(—=5-2i) 29

36
—60+2C:—24—5C—>C:7

99. Halla dos niimeros complejos conjugados tales que su diferencia sea 6i y su cociente la unidad
imaginaria.

(a+bi)—(a—bi)=2bi=6i—b=3

a+b/'a+bi_a2—b2+2ab/'_a2—9+6ai_i
a-bi a-+bi a+b 9+a’

32—9:0y?—z:1—>a:3

Los nimeros son 3 + 3iy 3 — 3i.

100. La ecuacion z® + az? + bz — 6i = 0 tiene por raices 2 y 3. Calcula el valor de a, b y el resto
de raices.

8+4a+2b—6i=0

a=—5-i,b=6+5i
27+9a+3b—6i:0}H *

72— 54/ 22+ 645/ z—bi= z—-3 z-2 z—a =2z'—az’ -5z’ +5za+6z—6a—a=i

Laotraraizesz=1.
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101. Halla dos numeros complejos, z y w, tales que su suma sea j, y 2i sea una raiz cuadrada
de su cociente.

z=a+bi w=c+di

(@+bi)+(c+d)=i—>a=—cb=1—d

f— 1-di . . .
MZZIﬁ—C—l— 1-di=—4 c+d —c=0, d:—1
c+di 3

4. .
Z=—| W=——i
3 3

z ; n [ ; :
102. Encuentra un numero complejo que al sumarle 2 dé como resultado otro niimero complejo
de moédulo ¢ y argumento 60°.

o1 1 .
a+bi+-=a+-+bi
2 2
,]2
c=,la+z| +b
o) +

tgéo":\ﬁ:%—)b:\ﬁ[aur%]

a _
+2
1) 1) 1
c=.la+=| +3la+=| =2|a+=
\/[ +2]+[+2] [+2]
a:C—4,0: 3¢
2 2

El nimero complejo es de la forma 67_1—1—\/? %i .

. . . 1+i . . )
103. Busca un nimero complejo que sumandole ———- dé otro complejo de médulo V2 y argumento 45°.
i A
2-2i 1+ 2

1. 1.
a+bi+—i=a+|b+—=|i
+ +2 +[ +2]

2

2
2= az+[b+%] Haz+(b+%] =2

b+

1
145 =1=—2 sa=b+—
£ a 2

, . 1.
El nimero complejo es 1+§l .
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104. Halla el area del cuadrilatero cuyos vértices son las soluciones de la ecuacion x* + 4 = 0.
x=4—4= :1}41800
El médulo de las soluciones seré la raiz cuarta de 4 = /2 .

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

~ 180°4+0-360°

Sik=0— B, . 45°
Sik=1— m:M:BSO
Sik=2— [g:M:zzso
Sik=3— p, =180 F30_ o450

4
Por tanto, lasraicesson 1+, 1 —i, -1 +i,—1 —i.

Esun cuadradodelado 2: A=P=22=4.

105. Un pentagono regular, con centro en el origen de coordenadas, tiene en (—3, —2) uno de sus
vértices. Halla los demas vértices usando niimeros complejos.
Zy=—3—2i
Elevamos a la quinta: 2 = V13 31341 242"

Calculamos el resto de las raices: V13 213 47 24,27 4 k3600
5

Sik=0—x% =134 685 Sik=2—2Xs=v13 15501 1685"
Sik=1—-x,= \/E‘V- 44 16,85" Sik=3—-x= \/Ezsa"rm 16,85"

106. ;Qué nimero complejo forma un triangulo equilatero con su conjugado y con —5?

Sea L la longitud del lado del tridngulo equildtero, uno de los vértices
es el complejo a + bi'y el otro vértice es su conjugado a — bi.
L3

2
Todos los tridngulos tienen —5 como el vértice situado mads a la izquierda.

b=L-sen30°=§ a=-5-+L-cos30°=-5+

Si el vértice —5 estuviera situado a la derecha del tridngulo, las coordenadas
de los otros vértices serian:

[ L3

b=1L-sen30°= a=—5—1-cos30°= -5
2 2
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107. calcula el area del hexagono regular que determinan los afijos de las raices sextas de —64.

=64 = gf6d
El mddulo de las soluciones serd la raiz sexta de 64: 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° +0-360°

Sik=0— B, = . s
Sik=1— BZ:MZQOO

Sik=2— 53:180‘4%60(’:1500

Sikzg_,ﬁdzwzmo 1 |
Sik=4_>ﬁszwzmo

Sik=5— p, =TI g5y

6

Por tanto, las raices son 230°, 290°, 2150°, 2210°, 2270°, 2330°.

El area del hexagonoes A="—"

108. Las cuatro raices cuartas de —4096 describen un cuadrado. Calcula su drea. Ademas, sus raices
cuibicas describen un tridangulo equilatero. Determina su area.

Las raices cuartas de —4 096 son:

71=8aso= 42,42 23=8xns= —4f2,— 42

23=8us= —4J2,42 20=8315o= 42,— 42

Calculamos el lado: \/4«/§+4«/§ L aloa =82,

Por tanto, el area es de 128.

Las raices cubicas de —4 096 son:

z1=1660°= 8,83 22 =16150° = (16, 0) 73=16300°= 8,—83
Se forma un tridngulo cuya base mide 16 y su altura es de 24.

Por tanto, su drea mide 19243 u2.

109. Dos vértices consecutivos de un cuadrado son los afijos de los nimeros 6 + 5iy 3 + i. Determina
el resto de sus vértices sabiendo que tiene uno en el cuarto cuadrante.

El vector del lado es (6 + 5i) — (3 + i) =3 + 4i y el perpendicular es 4 — 3i.
En el cuarto cuadrante estara el vértice (3 +1i) + (4 — 3i) =7 — 2i.

El vértice que falta es (6 + 5/) + (4 — 3/) = 10 + 2i.
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110. El nimero complejo 3 + 5i es una de las raices cubicas de z. Halla las otras dos raices.
71 =3+ 5=~3557 1048
Las raices tendran el mismo maodulo.
Calculamos el resto de las raices: 35 soo 10 40 + 225

S\ k =0 — X = 35 50°2'1048" Sl k= 2 — X3 = 35 209 2' 10,48"
S\' ,’( =1 —>X; =N 35 79° 2 10,48"

111. Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sean 3 + iy 3 — i. Haz lo mismo con
—2 —5iy —2 + 5i.
X=34+Nx—=3-N=0-ox"=3x—ix—3x+9+3+ix—-3I+1=0
—x'—6x+10=0

(X+24+5Nx+2—=5=0—=x+2x—5ix+2x+4— 10/ + 5ix+10/+ 25=0
—x +4x+29=0

112. Demuestra que si una ecuacion de segundo grado cuyos coeficientes son nlimeros reales tiene
dos raices complejas, estas deben ser niimeros conjugados.

Tenemos una ecuacion de segundo grado: ax? + bx+¢=0

Resolvernos la ecuacion:
_ —b+ (V=67 + 4ac)i

X,

—b++b —4ac N 2a
= T
2a L —b— (V= +4ac)i
L 2a

Luego sus soluciones son dos nimeros complejos conjugados.

113. Calcula el producto de las dos raices de v'1 y el producto de las tres raices de ¥1. Ahora halla
una férmula para el producto de las n raices n-ésimas de la unidad.

Las raices cuadradas de 1 son 1¢°, 1180° y su producto es 1igo> = —1.
Las raices cubicas de 1 son 1lo°, 1120°, 1240°y su producto es 13s0° = 1.
El médulo del producto de las n raices n-ésimas serd 1.

El argumento del producto de las n raices n-ésimas sera:

0. o . °. n— 0 °.n-n—
360°-0  360°1,  360°-n—1 860° .. ., 4 _360nn-1 o
n n n n 2n

El producto de las n raices n-ésimas sera (—1)"*1.

114. Averigua la relacion que existe entre el modulo de la suma de dos complejos y la suma
de sus modulos.

El médulo de la suma de dos nimeros complejos es siempre inferior a la suma de los médulos de los nimeros.
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115. ¢Es cierto que siempre que multiplicas un nimero real por un numero complejo z el resultado
tiene el mismo argumento que z?

Si no es cierto, enuncia una propiedad correcta.

No es cierto, ya que: 1ige-+ Toge = 1370
Solo es cierto si el numero real es positivo.

Si multiplicarnos un numero real positivo por un nimero complejo z, el resultado
tiene el mismo argumento que z.

116. ¢Es cierto que el inverso del producto de dos niimeros complejos es el producto de sus inversos?

Es cierto, pues, dados z1 y z2 dos nimeros complejos cualesquiera, se tiene que:

ozt 1

-1
Z,:2, Z

-1

=2y 4

1
Z,
117. Demuestra que para cualquier par de niimeros complejos se cumple que:
Z,+Z,=71+27; Z,2,=7Z,-7;

Usando estas propiedades, demuestra que si Z = a + bi es una solucion de la ecuacion de grado n
siguiente:

an-X"+a, - X"'+...+a,-x+a =0
con a, € R, entonces el valor Z también es solucion de la misma ecuacion.

Z +z,=a+bi+c+di=a+c + b+di=a+c— b+d i=a-bi+c—di=z+2,

Z,-2,=(a+bi)(c+di)=ac—db+(bc +ad)i =ac —bd —(bc +ad)i = (@a—bi)c —d) = z,- 2,

Veamos que si z = a + bi es una solucién de la ecuacién de grado n, entonces z también es solucidn de la misma
ecuacion:

a, a+bi"+..+a a+bi +a,=0—a, a+bi "+..+a a+bi +3,=0=0

a,a+bi"+..4+a a+bi +a,=a,a+bi"+..+a a+bi +a,=

—n - . .
=a,a+bi +..+a a+bi +a,=a, a-bi"+..+a a-bi +a,=0

118. Resuelve en los niimeros complejos las siguientes ecuaciones.
a z2—2z—2+4i=0
by z* +(4—2)22 -8 =0
c) z*+ 10224+ 169 =0

2+ fa—4 214 : ,
a) z= =1£3-47 =1+ By =1+ —2+i

2

2=-1+i 2n=3-i
b) t:# 12460 g B AT =24 i kB =24+ —2—

t1=2i,th=-4

z,=2% =1+ z,=\2wsr =iz, =T =2i z, =B = i
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c) t=

—1Oi\/1200—676 Y

t1=-5+12i,t,=-5-12j

Z, zﬁsmv =243 Z, Z\/ﬁm,w =-2-3 Z3 Zﬁm,w =-2+43i Z, Zﬁm,éw =2-3

119. Resuelve las siguientes ecuaciones con niimeros complejos.

z L _
a -+ (2—10)6l = —3+ 2
) g7t
b) z(—2 1+ &i) + —_?j;?f +10 — 8 = z(1 +7i)
z e . z ) )
A (206 = =342 6412/ = =342
i oy

=—9-10i>z=(5-/)-9—-10/) > z=-55—41i

- .

o=

—41+ 37i

b) z(—2+6i)+ —+10-8i=z(1+7i) > z(-2+6i)—11+
— 3l
+i+10=-8i=z(14+7i)= z(=2+6i)—1—-7i=z(1+7i)
- 7(=24+6i)—z(1+7)=14+7i—= z(-2+6i—1-7i)=1+7i
—>Z:L7'_—>z:f1f2i

—3—

120. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a xX2—8x+4—19=20

b) x —iy =0 }
y—ix=4—6

8/ £y—64 —4-1-4i —19) _ 8i%\[10-16]
2.1 - 2

a) X' —8x+4i—-19=0—x=

p * V=0 ,}ﬂyff(iy):476i—>y+y:476f—>y:273i
y—ix=4—6i

x=iR2—-3I)=3+4+2

121. Representa el nimero complejo 1 + 2v3i y realiza en este punto un giro de 60° centrado
en el origen. Halla las expresiones binédmica y polar del nimero complejo resultante.

z=1 -+ 2\/§f = \/ﬁw 53' 52,39" ] 1

..........

Hacemos un giro de 60° o + 1

V13 33535300 = —2,5+ 2,60 4
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122. La suma de dos nimeros complejos conjugados es 16 y la suma de sus modulos es 20.
¢Cuales son estos numeros?

Seaz=a+ bi.
a+bi+a—bi=16 a=28
_)
Jad +67 +d +(=b) =20] Jai+b' =10

> 64+b° =100 5 b==+6
Los nimeros son: 8 + 6iy 8 — 6/,

1 3. : : -
123. Seau = —3 + %I. Comprueba que siz = —2 + 5i, entonces z, u - Zy u? - Z son las tres raices

cubicas de un numero complejo. Demuestra que eso sucede para cualquier niimero z. ;Qué tiene
de particular el nimero u?

Z==2451=~29 1148507

1 3 . [
urz=|——+ £i (=2 +51) = Ti20o - V29 111008507 = V29231008 507"
2 2
2
: 13 . —
u-z= *5 + 2’] (=245i)= Thae - V291100 507 = 295:1"4)«'101”

Son las raices clbicas de 29335 54 15

Esto sucede para cualquier nimero complejo, ya que las raices clbicas
de un niimero complejo tienen el mismo maédulo y su argumento
se diferencia en 120°,

Al multiplicar cualguier nimero por u, su médulo no varia y su argumento
aumenta 120°.

124. Del niimero complejo z, se sabe que su argumento es 150°, y el modulo de z, es 2. Calculaz,y z,
sabiendo que su producto es —8i.

21 = Nsor
7, =2,
—8i =8y
Nser * 20 = 8arer
r-2=28 r=+4 Z; = e
150° +a = 270“’] o= 120“] 7y = 21

125. Uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen tiene coordenadas (—1, 3). Utiliza los
numeros complejos para determinar los otros vértices y su area.

Médulo: J —1243° =10
Argumento: tga:%ﬂo‘=108,43°

Los vértices son: 105 =10 €OS 18,43°+/5en18,43° =34/ — 3,1
’\/EWOB,AT — _1: 3 \/ﬁw&m d _3: _1 MZSB,A? - 1: - 3

El drea del cuadrado es 2470 ~ =40 u2.
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126. calcula la suma de los 10 primeros términos de una progresion aritmética de diferencia 1 + 2i
y cuyo primer término es —6 — 2i.

d=1+2i
01:_6—2;[
a,=a,+(n—1)d
A=—-6—2i+010—-1)1+2))=3+16i
Sn — (G| +a,3)ﬂ

2
5o = (—0—2ﬁ+23+16lj10 15470

127. Simplifica la siguiente expresion para cadan < N.
1+i+iz+ir+ .. +in
Observamos que 1 +i+i*+ i3 =0.
SeameN:
Sin=4m — 4 entonces la expresion vale 1.
Sin=4m — 3 entonces la expresidn vale 1 + .
Sin=4m — 2 entonces la expresion vale i.

Sin=4m — 1 entonces la expresion vale 0.

128. Si el nimero complejo a + bi tiene médulo m y argumento «, ;cOmo expresarias en forma binémica
un niimero complejo con médulo 6m y argumento 2 — «? .Y si el médulo es 3m y el argumento

3r
esa+—?
2
Sea w = ¢ + di el nimero complejo que tiene por médulo 6m y argumento 27 — «.

c=6:a"+ b* cos(2n — o) =6Na’ + b cosa

d=6ya"+ b* sen(2n— o) =—6va’ + b” sena

. . . : . 3T
Sea v = e + fiel numero complejo que tiene por médulo 3m y argumento o + —.

- 3 S 1
e=3va'+ b’ cos &.+?“]_3 a + b sen o

f=3ya’+ b’ sen

3 . p
o+ ;J =-3Ja’+ b’ cosu
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129. Sea z = r_ un niimero complejo en forma polar y Z su conjugado. Calcula el valor del cociente.

COS o - COS 2at ... - COS Nt
(z+2)-[22+ (2)]-...-[2" + (2)"]

z=r,=r (coso+isena)
7 =rlgp_o =1 (COSx — i 56N )
COS oL COS 200+ ...+ COS Nex

(z+2)-(Z2+(2)7)-...-(z" +(2))
_ COSQu+ COS2Qx ...+ COS N B

(rlcosa+isena)+r(coso—isena)) ... (r"(cos nac+isennoc) 4+ r” (cos nov—i sen no)

COsou-Cos2a-...-cosna 1

2rcos o - 2r' cos 2o - 2r" cos na

130. Dada la ecuacion z* + (a + bi)z + ¢ + di = 0, con a, b, ¢ y d niimeros reales, encuentra la relacién
entre ellos para que sus raices tengan el mismo argumento.

Z4@+bi)z+c+di=0

—a—bitla+bif—4(c+d)  —a—bi+ya— b +2abi — 4c— 4di
2 - 2

7=

Para que tengan el mismo argumento, el cociente entre la parte imaginaria
y la parte entera debe ser el mismo.
a’ —b' +2abi —4c—4di=0
a’ —b —4c=0
2ab—4d =0

Como solo tenemos dos ecuaciones y cuatro incégnitas tenemos que dejar
dos de las incognitas en funcion de las otras.

(\f2c2 +2d* +\Ec)\!\1c2 +d* —c b — fzm_zc

=

:
b, =—\24Jc +d? —2c

(\ﬂ252+2d2 +\Ec) Nl +d7 —c¢
d

a, = —
o m(\/jcz +2d" —2c)i b, = —\fm
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Numeros complejos

PARA PROFUNDIZAR

131. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primavera)

¢Cudntas ternas ordenadas (x, ¥, z) de enteros no
negativos menores que 20 verifican que hay

justamente dos elementos distintos en el conjunto 149 e el 27 2

{i*, (1 + iy, 2}, siendo iz = —1?

Uno de los nimeros Z-t =6 1 V3

complejos z que verifican el sistema 2 _ . est 2+ 2431 243 -2 343 2+ 2 -+
t = Jar

¢Cudl de los siguientes nimeros no es raiz del oi 2 2 3 3

polinomio z* — 522 — 367 il 2 s

¢Para qué valor de n se verifica que
i+ 22+ 3>+ + 4i* + ... + ni" 24 48 49 97 98
es el nimero complejo 48 + 49i?

1+ V3i )12
es:

1 16 243 1024 = =3

Elvalorde| ———F—
(—1 +v3i

O Para que en una terna dos elementos sean distintos, tiene que suceder que dos de ellos sean iguales y el
tercero diferente. En este caso puede suceder que "=z, *=(1+i))o(1+i) =2z

Si lo pasamos a polares, tenemos {19ox, x/Z_yAS.y , 20}.
Si*=zey=z implica que loox=20Yy V2’ 45, = Loox.
loox=20 — z=1y x es multiplo de 4 (0 mod 4).
2 ey =10 — y=0

Por lo que hay 5 casos para la x (0, 4, 8,12, 16), 19 casos paralay (1, 2, 3, 4, ..., 18 y 19), un caso parala z (1).
En total 5-19 -1 =95 casos.

Si*=(1+i) e *# z implica que loox= \2’ s, Y zo= loox.
loox = \/ZZVAW — y=0y xes multiplo de 4 (0 mod 4).

Zo= 1oox — z# 1 0 xno es multiplo de 4 (0 mod 4) (esto no es posible porque tiene que ser multiplo de 4 por
lo anterior).

Por lo que hay 5 casos para la x (0, 4, 8, 12, 16), un casos para la y (0), 19 casos paralaz (1,2, 3, 4, .., 18y 19).
En total, 5- 19 - 1 =95 casos.

Si(1+i)Y=ze i = z, implica que «/Z_VAM =20Y Zo= lgox.
J2745-y =20 — z=2"?eyesmiltiplo de 8 (0 mod 8) (el valor 16 de y no es valido porque z =28 > 19).
Zo= 1loox — x no es multiplode 4 (0 mod 4) oz # 1.

Por lo que hay 2 casos para la y (0, 8), para cada y unsolovalordez (y=0,z=1;y=8,z=16), paray =0,
z=1, x puede ser cualquier no multiplo de 4; 15 posibilidades; para y =8, z= 16, x puede tomar cualquier
valor; 20 posibilidades. En total hay 15 + 20 = 35 casos.

Sumando los tres casos tenemos 95 + 95 + 35 = 215.
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O Despejando z de la segunda ecuacidn y sustituyendo en la primera, se tiene:
z=t"-330° — t? - 3300 = Beo°
Despejando t:
t? =2, Ht:\lgﬂt =2, t, =215
7= 33, =3+3
N

. t:5:|:\/2§+144 :53;13_)1?:9’ -4

z1=3 72=-3 73=2i 24=-2i
No es solucién 21g0° = 2.
o Observamos que cada cuatro nimeros estamos sumando 2 — 2i.
Para llegar a 48 necesitamos 24 - 4 = 96 nimeros, y obtenemos 48 — 48i.
El siguiente nimero serd 97/°” = 97i.
Porlo que i+ 2%+ 37+ ... +97/°" = 48 — 48i + 97i = 48 + 49/ — n = 97.

O 1+/\/§:260° y —1+i\/§:2300° . Entonces, realizando la operacién dada en coordenadas polares:

2 ' 12 12
5 | = 17240° = 1120" :11440°:1o° =1

20

132. Demuestra que si un niimero complejo cualquiera z es una raiz del polinomio P(x) = ax? + bx + c,
donde a, b y ¢ son nimeros reales, su conjugado Z es también una raiz de dicho polinomio.
z=d+el
P(d+ ei) = a(d+ ei) + bld + e) + c = ald’ — & + 2dei) + bd +ebi + c =
=ad® — ae’ 4+ 2adei + bd + ebi +c=0
Por tanto, resulta que: ad” — ae’+ bd +c=0 2adei + ebi =0

P(d — ei) = ald — ei)* + bld — ei) + c = ald’ — e’ — 2dei) + bd — ebi + c =
= ad’ — ae’ — 2adei+ bd — ebi + c =
= ad’ — ae’+ bd + ¢ — (2adei + ebi) = 0

133. calcula las cinco soluciones complejas de la siguiente ecuacion.
XS+ xt+x*+x2+x+1=0
El primer término es la suma de los términos de una progresion geométrica.

x° =1
a=1r=x S = g
x—1
X =1
X; =g
Xh —1 5 , =
Por tanto, resulta que: ikl 0o —1=0- x =1 % = ho
x =1 X3 = g
Xg = 12»1[}*
Xe = ’3(3[]‘

Las soluciones son: x,, Xa, X, Xs Y Xe.
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134. Halla la expresion de z sabiendo que los afijos de los nimeros complejos 1, Z y 22 estan alineados.

Y

1 X

Las coordenadas de los nimeros complejos son:
A(L0) Bl by  Cla®— b’ 2ab)

Calculamos los vectores:
AB=(a—1,6) AC=(a’—b'—1,2ab)

Los puntos estan alineados si los vectores son proporcionales.
AB=tAC—(a—1,b)=1(@"—b*—1,2ab)

a—1=

2a

1
1 (? _h? t=—oo
a—1=t(a b ])} 2a (GZ — B -1

b=t:2ab

—a —2a+1=b—=b=a—1
Por tanto, resultaque:z=a+ (g — 1)i

135. Representa el niimero 1 + i. Pasalo a forma polar, calcula sus 10 primeras potencias
y represéntalas en el plano complejo. Observa que los afijos de esos niilmeros complejos describen
una curva espiral.

i

.
r=14i=24
7' =2y
2122\/23:‘
7t = by
2524\/5225'
2% = 8y
2328\/53\5
78 =16
22=16v2.s
7' =32

136. Calcula, en el campo complejo, las raices del polinomio ax? + bx + ¢, sabiendo que son iguales que
las de los polinomios cx? + ax + by bx? + ¢x + a.

(Certamen Numero de Oro. Argentina

Aplicando la propiedad de la suma de las raices de un polinomio de segundo grado, y suponiendo que las raices
comunes son a.y B:

b a ¢ NCE 1 3.

. . , 1
a+B=—==—Z=—-—a=b=c— Elpolinomio es ax’> + ax + a, con raices ——+-2j y ———X=j,
B a c b P 2 2 y 2 2
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137. Sean los conjuntos de nliimeros complejos:
A={z.arglz— (2 + 3i)]=%
B={z|z— @2+ 1) <2}

Determina la proyeccion ortogonal del conjunto interseccion de A y B sobre el eje X.

Los conjuntos Ay B son:
A={Z=x+y/:arg[z—(2+3/)]=%}= X, V)/ x=y+1=0
B= z=x+Vyii|z—Q2+N<2 = X, y)/(X=27 +(y -1 <4

Sea A el conjunto formado por los puntos de larecta x—y+ 1 =0, y B el de los puntos interiores de la
circunferencia de ecuacién (x —2)? + (y — 1)>=4 con centro C (2, 1) y radio r = 2.

X—y+1=0

La interseccion de ambos conjuntos es la soluciéon del sistema ) X
X=27+(y-1" <4

, que es el segmento abierto D
(0,1)yE(2,3).

Su proyeccion sobre el eje X es el segmento de extremos O (0, 0) y E' (2, 0), siniincluir Oy E’.

138. Sea la sucesion de numeros complejos {a,}, n = 1.

a, = (1 +i)-<1 +%)(1+—\/’7)

Averigua si existe un numero natural m tal que:
m
Y |an — an+e| = 1990
n=1
f trite

Los mdédulos de las diferencias de los términos de la sucesién valen:

(1+i)~[1+L ~...~[1+L —(1+i)-[1+i]-...»[1+i]- 1

Nz el v e Rl v
ool gf b -t

Como el médulo del producto es el producto de los médulos, resulta:

\ﬁfg_“.«/nﬂ T,

‘an _anﬁ‘ =

N AN RN

Zm:‘an*3n+1\:1+1+...+1:mam:1990
n=1
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MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢Qué es un circuito eléctrico y por qué elementos esta formado?
Un circuito eléctrico es un camino cerrado por el que circula la corriente. Estd formado por resistencias,
inductancias, condensadores y fuentes o dispositivos electrénicos semiconductores.

2. ¢Qué son la impedancia y la admitancia en un circuito eléctrico?

La impedancia y la admitancia son parametros para analizar un circuito eléctrico. La impedancia es la oposicién de
un conductor al flujo de una corriente alterna.

La admitancia es la facilidad que el circuito ofrece al paso de la corriente.

3. ;Qué relacion numérica existe entre la impedancia y la admitancia?

. . . . . . 1
La admitancia, Y, es la inversa de la impedancia, Z, es decir, Y=§ .

4. Averigua las aplicaciones de la impedancia y la admitancia. Por ejemplo, ;iqué es la impedancia
del cuerpo humano? ;{Qué importancia crees que tiene?

La impedancia y la admitancia se utilizan en la resolucién de circuitos eléctricos.

La impedancia es la generalizacién de la resistencia que opone el cuerpo humano a la electrocucion, segun las
condiciones de la piel.

5. Si un circuito eléctrico tiene una impedancia de Z = 3 + 4j, determina su magnitud a partir
del médulo del niimero complejo y, por otro lado, calcula la admitancia en siemens como un
nimero complejo.

1 3-4j 3-4j

Magnitud: 3?+4° =50 Admitancia: : =
3+4j 3-4j 5

6. Sien un circuito eléctrico la admitancia es 0,25 S, calcula su impedancia.

Z:l:L:z]_Q
Y 0,25

7. Multiplica el numerador y el denominador en la expresion de admitancia (Y) por el conjugado
R — Xj para obtener la parte real de la admitancia, conocida como conductancia, y la parte
imaginaria, conocida como susceptancia.

__ 1 R=X_R=X
R+X R—X R*4+X?

— Conductancia: RZL Susceptancia:

+ X? R*+X*

8. Si un circuito eléctrico tiene una impedancia de Z = 6 — 4j, halla su conductancia y su
susceptancia.
Si un circuito tiene una impedancia de Z = 6 — 4y, halla su conductancia y su susceptancia.

1 6+4j_3+2j
6-4] 6+4] 26

— Conductancia: 3 Susceptancia: 1
26 13
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