Derivada de una funciéon

ACTIVIDADES

1. Halla la tasa de variacién media de la funcién f(x) = x2 — x + 3 en los siguientes intervalos.

[2, 3], [2, 4], [2, 5], [2, 6], [3, 5], [3, 6]

TVM.(2,3])= ®-ra_9s-5_, TV.M.([2,6]) = fe-fa_33-5_,
3-2 1 6-2 4
TV M (2,4) = W=IE 1528 TVm(3,5)=0=8) _285-9 _;
4-2 2 5-3 2
Tvm(2,s)= 0228 TVm(3,6)=18=1B_38-9_4
5-2 3 6-3 3
2. Halla la T.V.M. de la funcion f(x) = x2 — x + 3 en los intervalos siguientes.
a) [2,2 + hl b) [3,3 + hl
fQ+m—f2) Q@+h?*-Q2+h+3-(4-2+3) h*+3h
a = = = =
) TV.M.([2,2+ h) > h ; ; h+3
b _fB+M-fB) _ B+ -@+mM+3-(9-3+3) _ h*>+5h_
) TV.M.([3,3+h)) T h 3 : ; h+5
3. Utilizando la definicion, calcula la derivada en x = 2y en x = —1 de estas funciones.
__1 o _1
a) fx) = - b) f(x) = 2x* + x o) fx) = %
N N
a) F@) = mZtN=1@ _y,2+4h-3 2-3 4 1 _
h-0 24h-2 h=0 h h-0—1+h
1 1
. 1Y —14h-3 —1-3 . 4-4+h 1
f(=N=Im =lim =i -
=0=fim —14+h—(=1) =0 h n-04(—4+h)h 16
b) F2) fim @M —F@) 20+ h+@+h (2.2 +2)
h=0 2+h-2 h—o h
2 2
_ g2t A 240200, 200490 op gy g
h—0 h h—0 h h—0
_ _f— 2A=1+hY +(=14+h) —|2- (=1 + (=1
PR O o )t SO el ) 2P +E]
h=0 —14h—(=1)  h=o h
2
:/I.m2(1+h2—2h)71+h—1://.mZh 73h=//'m(2h—3)=—3
h—o0 h h—0 h h—0
1 1
_ 2 92 _ 2
0 @)= lm EEN=TQD _ @47 2y, b=
h=0 24+h—-2 h=0 h h=0 4h(2 + h)
B 4—(4+h2+4h)7”m —h*—4h o ~-h—4 _ 1
~ h=0 4h(4 + h? + 4h)  h~016h + 4h® +16h* 1016+ 4h? +16h 4
1 1
_ _f(— 2 2 _(1— 2 _h? _
f'(_1)—/imf( 14 h) —f( 1)://m(*”m (=1 :/im1 (1 2h+2h):/. 2h—h i 2—h -
h=0 —1+h—(=1) h=0 h h=0 h(=1+ h) h=0h(1—-2h+h*) h-01-2h+h
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Derivada de una funciéon

4. Calcula la derivada de la funcion f(x) = x® + 4 en los siguientes puntos.

a) X =1 b) x=—4 C)XxX=2 d x= -3

3 3 2 3
1+ h) +:7(1 +4)=//.m3h +3h+h

h—0

a) f()=Jim

=lim (3h+3+h*) =3

(~4+h) +4-[(-4)° +4] (P12 48— 64 +4—(-64+4) _

h -0 h

b) f(~4)=Jim

=[im(? —12h+48) =48
h=0

Q) r@) m@EN+4-@ 44 BN RO 1201412 e 10y 12
h—0 h h—0 h h—0
. (34N A3 4 39K — (- ,
&) =i : [ ]:ﬁ”’l 27+ —9h +i7h+4 ( 27+4):£/m0(hz_9h+27):27

5. Halla la ecuacidn de la recta tangente a la funcion f(x) = x — x2 en los puntos de abscisa
X=2yx= —3.

f’(2)_,/7/'£rg[2+h(2+:)2](222) :[m2+h_(4+42+h2)_2+4:M)'_ghh_hz _
fl2)=2-22=-2

La ecuacion de la recta tangente en el punto P(2, —2) es:

y=(-2)=f(2)Ux-2) >y+2=-3(x-2) > y=-3x+4

Frg 38+ g i U O B (Ut O B P/

7

h=0 h h=0 h h-0 h
fi-3)=-3-(-3)2=-12
La ecuacién de la recta tangente en el punto P(—3, —12) es:
y—(=12)=f(=3) Ux - (-3))
y+12=7(x+3)

y=7x+9

6. Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x2 + 4x + 3 en los puntos
donde corta los ejes X e Y.

Cortes con el eje X: (-1, 0), (-3, 0)
La derivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente en el punto P(a, f(a)).

(~T+HP + AT+ +3 [ +4- (=) +3]

2 2
(=1 =lim M =2h—4+4h+3-1+4-3 M +2h
h—0 h heo h ik —
—3+h? +4(-3+h)+3—|(-3° +4-(-3)+3 2 _6h— - - 2 _
f'(*3):ﬁ"”3( +hP+4-3+ )+/7 (37 +4-(-3)+ ]:m%n 6h 12+;lh+3 94123 _ h2h:

Corte con el eje Y: (0, 3)

2 _ iy X 2
FO) = I,m(0+h) +404h)+3 [(O) +4 (O)+3]:”mh +4n+3-3 _

4
h—0 h h—0 h
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Derivada de una funciéon

7. Utiliza la definicién para calcular la funcion derivada de estas funciones.
1

a) fx) = 4 b) f() = Vx o) fx) =
X+3
a) (x)— ﬂ"o fx+m—fx) _ l’im)ll()(‘i“hf): —4x3 _ A"TOA(XB +3)<2h+3hx/72 +h)—4x3 _ Lm12x2h+ 1f]xh2 +4h? —12x?
, X+ =00 Wx+h XWX +h+X) . x+h—x . 1 1
b) f'(X)=Ilim =lim =/im =lim =
) =0 h =0 hx +h ++x) PO R X)) O +h x40
S B

0 f,(X):limf(x+h)ff(x):”mx+n+3 X+3:”mx+3f(x+h+3):. -h _ 1 i

h=0 h=0 h =0(X+3)x+h+3)h =o(x+3)x+h+3)h  (X+3)

8. Halla las derivadas segunda y tercera de las siguientes funciones.

a) fix) = x* + 4x2 b) f0) = x* — X + 5
3 2 3 2
a) f,(X):/I.mf(x+h)ff(x)=”m(x+h) +AX+h) - (X7 +4x7)
h=0 h h—0 h
3 2 2 3 2 2 3 2 2 2 3 2
_imX +3x°h+3xh* + h° + 4(x* + h* + 2xh) — x° — 4x :/imSX h+3xh* + h® + 4h +8Xh:3x2+8x
h=0 h h—o h
i . 2 2
F0x) = ”mf(x+h)—f(x): im 3(x + h)* +8(x + h)— (3x +8x) _
h—0 h h=o0 h
2 2 2 2
://.m3(X + h® +2xh)+ 8x + 8h — 3x —8x:”m3h +6Xh+8h=6x+8
h—0 h h—0 h
Fr) = fim XM =00 e 6 A+ 8 —(6X +8) _ o 60
h—0 h h—0 h h—o0 h
2 2
b) f’(x)://mf(X+m’f(X)=/im(X”’) X+ M+5-(X"—Xx+5) _
h h h—0 h
2 2 2
:IimX +h*+2xh—-x-h+5-x +X_5:Iim(h+2x71):2x71
h—0 h h—0
F(x) = fim XD =TC0 e XM 122X =D iy 20y
h—0 h—0 h h-0 h
f"x+h)—-f"(x) . 2-2
f7(x)= )/7/5770 Y = A/Lno = 0
9. Halla la derivada de estas funciones.
1
a) f) =6 b) f() = x* 0 ) =V d 0 = —
00 =47 3 £ 33213
a) f(x)=0 c) FX)=AX"=X* =f(X)=—X* ==X ‘=—x
) 100 ) 4 4 afx
b) f(x)=4-x""=4x3 d) f(x)= %: X 5 f(X)=-5x""=-5x"°= —5%

10. Halla la derivada de estas funciones.

a) fo) = Vx* b) f(x) = x¢ o foo = V8 ot - %
4 4 3
a) f(X)=W=X7*>f'(X):;X7 12%)( 7:774)(3

b) f(x)=8-x3"=8x"

475



Derivada de una funciéon

3 3 2
) f)=3Ix*=x° —>f(x)_§x5 33
5 5 55 X2
d) f(x):idfx o f(X)=—4- X = —4x :_—§
X
11. Calcula la derivada de estas funciones.
a) fix) =2¢ b) f(x) = 3¥
a) f(x)=2"In2 b) f(x)=3"In3
12. Calcula la derivada de estas funciones.
a) f(x) = log, x b) f(x) = log, x
a , _ 1 b) ¢ _ 1
)f(X) xIn2 )f(X) xIn3
13. Calcula la derivada de estas funciones.
a) fX)=x+x—x+1 C)
b) f0) = — + x d
X
a) f(X)=3x"4+2x -1
b) £(x) = _%H
14. Calcula la derivada de estas funciones.
a) fl) =22¢+42—8+9 ¢ fi) =7Vx —3V@
b) f(x) = 2senx — 3cos x d) f()():%*SX
a) f(x)=6x"+8x—-8
b) f(x)=2c0s x —3(-sen x) =2cos x + 3 sen x
15. Calcula la derivada de estas funciones.
a) ) = x-¥x2 e)
b) fx) = x-e* f)
c) fix) = x-senx g

d) fx) = x-Inx h)

1 3/ 2
a) F0=13¢ +xéx s=3x +—2\/3X_ =g%/?

b) f(x)=1€"+x-e

c) f(x)=1-sen x + x-cos x

476

c) f(x) = 4
c) F(x)=4"In4
) f(x) = log, x
Q) Fivy_ ]
)f(X) xInd
fo) = Vx + V¥
flx) =3 —arctgx
2 3 1 1 3

, 1 -2 -
Q) FO=oX P 4oX f = —
) 3" 4 R 4x

d) Fx0=31n3-—
T+ X

) 1.2 3.1 7 9
c) fX)=7-=x3-3.=x *= -
) 3 4”3 alx

d) fix) = —2)1(2 -5

fix) = sen x - cos x
2
o) = X“+1
X
fix) = 0@ + 2X) - sen x

fix) = (" —Xx)-Inx



Derivada de una funciéon

1—F:1—?

d) f’(x):1~|nx+x~%:|nx+1

e) f'(X)=cos X-C0S X 4 Sen X -(—sen x) = cos*x — sen’x
1 1T, -1

f) FL=+N ==X =2x—+ (" +1)-—=2-
X X X

g) f(X)=(2x +2)-sen x + (x* +2x)-cos X

h) £ =" —1-nx+ &%

16. Calcula la derivada de estas funciones.
a) f(x) = 3x2-log,x

b) f(x) =e*-senx
— VX - cos x

d) f(x) = cosx - tgx

, 1 3x
a) f(x)=6x-10g, X +3x2.——— — 6x log, X +

&) X+ Xx1In2 82X+ 12
b) f(x)=e"-sen x +e*-cos x =e*(sen x +cos x)
c) fx)= .cos x —3x -sen x

1
3x?
d) f(x)=-senx-tg x+cos x-(1+1g°x)

e) f(xX)=4sen x +4x cos X + 3x%cos X — x®sen x =

f) f’(x):l~i4+Inx~_—f+2)(~ex+x2~eX:i5
X X X X
g) fix

1 cos x
4. IX +4X ——+
2% X

h) fx)= X edx +

17. calcula la derivada de estas funciones.

a) f(X):X+2

b) fix) =

I x-x+21 . 2

a) f(x) e o
1

BX+4)—x-3
2Jx

(3x + 4y

—3X+4

b) f(x)= -
) o= T 2JX-Bx 447

X+ DX+ D=(*+x=3)-1_ x*+2x+4

) fix)=

=—Senx-tg X +C0S X -

Cos X

(x 4+ 1? (x + 17

e) f(x) = 4x -senx + x3-cos x

f) fx) :Inx-%+xz-ex
X
g) f(x) = (senx — cos x) - tg x
h) ) = VX +
1 —sermrx
COS°X  COSX — COS X

(4—x3)sen x + (4x +3x%) cos x
(1-4InX)+ x X2+ Xx)

= (cos X +sen Xx)tg x +(sen x —cos x)(1+tg*x)

sen x
2

X X

Vx
X 3+ 4

o) flx) =

=C0S X

X>+x—3

X+1
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Derivada de una funciéon

18. Calcula la derivada de estas funciones.

sen x Vx senx + 2x
a) f(x) S b) fix) c) ) =———
X coSs X X—3
3 2
a) Flx)= COS X - X ;(}sen X-3X _ Xcos x);l3 sen x
1
b) Fx)— x X=x-(=sen x) _ COS X +2x sen X
c0S°X 2Nx cos’x
Q) Fix)— (cos X +2)-(x =3)—(sen x +2x)-1_ (x—3)-cos x —6—sen x
a (x -3y a (x -3
19. Calcula la derivada de las funciones que aparecen a continuacion
a) fX) =vVx2+x b) f(x) = (arc sen x)® c) fx) =In4x
. 2X+1 .. 3(arcsenxy 1
a) FX)=——= b) f(x)=——F—x+ c) f(x)=—
RSN e AT M=y

20. Calcula la derivada de estas funciones.

a) f(x) = (cos x)? b) f(x) = tg( xi 5) 0) fix) = er 7t
: . 5 1
a) f(x)=-2cos x senx b) f(x)= . Q) F(X)= &7 (2x +7)
cosZ[—X ] (x—5)
X—-5
SABER HACER

21. Halla el valor de m en la funcion f (x) = 3);";2"' sabiendo que f(—1) = 5.

, 3-mx*—@Bx+m)-2mx
Fl0 = Sabdul
m2x

2
f,(_1)=3m+2m.2(,3+m)=73m+22m 3 o5 me
m m m

. . kx + 2 six<-—1 .
22. Disi es derivable f(x) = {x3 X4k six>_qENX=—Tsegn los valores de k.

Una funcion es derivable si también es continua, asi que primero analizamos si la funcidn es continua en x = -1

//'rq fX)=—k+2
X—— . e+ = -
/l'mv FX) =k — Para que sea continua—k+2 =k — k=1.

f(x) solo es continua para k =1, por tanto, solo puede ser derivable para este valor. Analizamos la derivabilidad
para este valor:

. 1 Six <1
F(x) ={ 5 .
3x°—1 six>1
/i@f'(x):1
/’.@‘ FX) =2 — f{x) no es derivable para ningun valor de k.
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Derivada de una funciéon

23. Determina la ecuacion de la recta tangente a la funcion f (x) = sen 2x — cos x en el punto de abscisa x = %

()88

f’[f]:zcosﬁjLsenE:z- 5

3 3 3

f[“]:senz“cosﬂz\/g_1
3 3 3 2
La ecuacion de la recta tangente en el punto P % \/32_1 es:

J3 -1 J3 T J3 m A3r 31
JE G DU B DI el _ 4 —[X2_1 SN N
y[z +2[)(3]_”/2 X370 T3

24. Determina los puntos de la funcién f(x) = x3 — 3x cuya tangente sea horizontal.
f(X)=3x*-3=0—x=+1
X=1=f=-2—-A1-2

X=—1=f-N=2—-B(-12)

25. ¢cual tiene que ser el valor de k en la funcién f (x) = (k — 1)x® + x2 — kx — 4 si las rectas tangentes

1
enx = Ey en x = —1son paralelas?

A1 . 1 2
f(x)=3k -0x>+2x —k f[g]:f(—1)—>3(/<—1)§+§—/<:3(/<—1)—2—/<—>/<:2
. . . Xz y? 12
26. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la elipse 3 + T 1 enel puntox = -5
_ x _12 ., 6
= =57V 75
f'(X)Z%[;SX]Z*ZLiXZ
2 [al1- % 9 aj1-%
9 9
f[B]:j
5 9
L 12 6
La ecuacién de la recta tangente en el punto P s es:
y_é__§.[X_L2]_>y__§x+%+é_>y__§X+E
5 9 5 9 45 5 7 90 3

27. Calcula las derivadas segunda y tercera para la funcion f (x) = e* + sen Xx.

f(x)=2e* +cos x — "(x)=4e* —sen x — " (x) = 8e* —cos x
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Derivada de una funciéon

28. Halla la derivada de estas funciones.

a) fx) = @x2+5x — 2 c) flx) = !
tg® x
b) f(x) = ¥senx d) o) = 3%
X2 —=7x—12

a) f'(x)=3(Ax* 45X — 2)*(8x +5)

. 1. % oS X

b) f(x)=—=5en 5x-c0s X = ——=_
S 5%/sen*x

. 3
C -2 2
) 0 tg4x(1+tg X)

4

d) f'(X)=%1(X2—7X—12)_5-(2X—7):i

3 (X2 —7)(—12)4

29. Calcula la derivada de estas funciones.
a) f(X) — 53x2—2x+1 b) f(X) — 7005)(2

a) f(x)=5"*""2*"nN5.(6x - 2)

b) f(x)=7"In7.2x-(-=sen x?) = -7 In7.2x sen x>

30. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) 00 = In(v2x) b) () = |n<i2>
X
12 2
, 1 1 1 _ _
I P b) ()= 22— =2
a) £ N2x 242x 2 2X ) iz XX
X

31. Calcula la derivada de estas funciones.
a) f(x) = tg(2x — 5) b) f(x) = cos vx

a) f(x)=2[1+tg22x - 5)] b) fi(x)= *Sen(ﬁ)ﬁ

32. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) 100 = (& + 1) b) f(X) = 0 + 1)°
a) INfO) =Inf(x+ 1) =xIn(x +7) b) In £0) = n[(x? + 1)""| = x*In(x + 1)
fiix) 1 M_ 2. 2 3. 1 . _ 2 2 2x*
W_1-Ir1(x+1)+x.—x+1 o = 3 In(x? +1)+ x X =¥ In(x* +1)+ P
f'<x>=[|n(x+1>+il(x+1>* P00 =[x (¢ +1) 4 2 |(x 4 1)
X+1 X +1
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Derivada de una funciéon

33. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) =arcsenx*+x) b) f(x) =arc tg(%)
; 3X° +1 _ _
a) ) =———— A —
1= +x) 1+[1] XX+
X

34. Calcula la derivada de estas funciones.
a) fix) = e** b) () = VIn¥Vx
B 1 1 T 1
“ofnix X 3¢ exfindx

a) f(x)=2x cos x* e~ b) (%)

ACTIVIDADES FINALES

35. Completa en tu cuaderno esta tabla con las tasas de variacion media de la funcién
f(x) =2x2 — x + 1.

[-3,—11 [-52  [03] [1, 4]
T.VM.
F-1)—f(-3) 4-22 f(3)—f(0) 16—1
TVM.(-3,-1))= (71)7 (f3) ) _ 2y TVM.([0,3])= 33—0 — =5
TVM.(-5,2)= D=9 _7=5%6_ 5 Ty, a)= [0 _29-2

2—-(-5) 7

36. Determina la tasa de variacion media de esta funcion en cada uno de los intervalos.

Y
\ P
\
\
\
/ \
/ \
\', \
\ \
\ X
a) [—1,1] e L
a TVM. ([=1,1) = f)-f=1 _1-2_ 1
T—(=1) 2 )
o) TVM. (1, 3 = D =f) _4-1_ 3
3—1 ) P
o TVM.([-1,3) = fA—f=1) _4-2 _
3=(=1 4 P
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Derivada de una funciéon

37. Determina la tasa de variacion media de cada funcion en los intervalos indicados.

a) fx) =x en[—1,1]
b) f(x) = %X2 -5 en [3, 4]
c) fx) =senx en [% n]

f—Ff=1N_ 1-(=1)
1— (=1  1-(=1

a) Tvm.(-1,1) = =1

b) Tvm.(3,4)= T W=TC_; 7 _21
4-3 TR
fw)—ﬂl]

c) T.V.M.[ﬂ,ﬂ]zizz()”:,%

2 P u 0
2 2

38. Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = 2x> — x en el intervalo [2, 2 + hl.

Utiliza el resultado para determinar la tasa de variacion media de la funcién en los intervalos
que aparecen a continuacion.

a) 2,3 b) [2, 5] ) [2,8] d) [2,10]
TVM. [ 24 b)) = fR+h—fQ) _20+h’—Q+hH—-6 _
24+ h=2 h
2
_ 8+8h+2hh—2—h—6 o

a) TVM.(2,3)=7+2-1=9
b) TVM.(2,5)=7+42-3=13
o TVM(2,8)=74+2-6=19

d) TVM.([2,10])=7+2-8 =23

39. Halla la tasa de variacion media de la funcién f(x) = % en el intervalo [1, 1 + h]. Utiliza este
resultado para calcular la tasa de variacion media de la funcién en los siguientes intervalos.

a [1,2] b) [1,3] c) [1,5] d) [1,10]
11
fa+h)—f() 7:p 1 1-(1+h) -1
1+h-1 h  h(1+h) (1+h)
.l 1 —1 1
h=1-—=— h=4———=—
) (1+1) 2 c) (1+4) 5
-1 _ 1 —1 1
h=2 - h=9 -
b) 112 3 d A+9) 10

40. calcula el valor que debe tener a para que la tasa de variacion media de la funcién
f(x) = 2x2 + ax — 5 en el intervalo [0, 2] sea 1.

f(2)=F(0) _3+2a=(=5) _, . 1 ._ 4
2-0 2
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Derivada de una funciéon

41. Encuentra dos funciones polindmicas de segundo grado que pasen por los puntos (0, 4) y (3, 10).
Comprueba que la tasa de variacion media en el intervalo [0, 3] es la misma para las dos funciones.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

La funcion es de la forma: f(x) = ax* + bx + ¢

Como la gréfica pasa por el punto (0, 4), se verifica que: c =4

Al pasar también por el punto (3, 10), se cumple que:9a+3b+4=10—3a+b=2
Sean f(x) = x* — x + 4y g(x) = 2x* — 4x + 4 las funciones pedidas.

f3)—f0)  10—4

TVM. (0, 3) = ,
3-0 3

TUM. ([0, 3) = 98 =90 _ 10-4 _,
3—0 3

42. ¢Por qué la tasa de variacion media de la funcion f(x) = 2x — 3 en cualquier intervalo es siempre 2?

Porque la grafica de la funcidn es una recta de pendiente 2, y esta indica su variacion en cualquier intervalo.

43. Aplica la definicion de derivada para calcular las derivadas de las funciones en los puntos
que se indican.

a) fx) =3x — 1 en x =2 d) f(X):% en x =1
b) f) =x2+ x en x=3 e f=x—1?2 enx=—2
0 f(x)=% en x=—1 f) f=x+5 enx=0
3 FQ = lm f2+h) —fQ) — m 32+h —1=5 — m 6+3h—6 3
h—0 h h—0 h h—0 h
p— 2 P
B fE =g o F O, BB +3I+h—T2
h—0 h h—0 h
. 946h+h*+h—-9
= im

=Ilm7Z+h=7
h—0 h h—0

A=1+h+3 1

_’_7
g f(=1=lm A+ — A1) = lim 2 2 .
h—0 h h—0 h
. —44+4h+3+1
=lm—— =2
h—0 Zh
6 —
d) £y = fim JOER=FD _ oy Tbh_yy, 62660
h—0 h h—0 h—0 h(] + h)
= m — =—6
h—0 ]+h
— - st — P 2_
& F(—2) = lm (=24 h)—f(—2) — i (=24+h-=1°-9 _
h—0 h h—=0 h
2
— im §—6h+h—9 _ fim (=6 4+ h) = —6
h—=0 h h—=0

— 3 —
f) f,(o):#n%f(h)hf(o):/{m%h +h5 5:0
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44. A partir de la definicion, calcula las funciones derivadas de las funciones que se indican.
a) flx) =2x + 3

d) fix) = 2x2 — 3x

2X — 1 12
b) fx) = e) f) = —
4 X
©) fix) = x? f) 00 = 3¢ + 27
, . fx+h) —flx) o 2x+h+3—2x+3)
a) f'(x)=lim = im _
h—0 h h—0 h
— Iim 2x + 2h — 2x —>
h—0 h
2k+h)—1  2x—1
b) Fx) = fim SXER = _ 4 4 _
h—0 h h—0 h
22X +2h—1—=2x+1 1
= lim =—
s 4h 2
3 3
o f'(x)=Ilim o+ i —x) = lim =2 =
h—0 h h—0
3 2 2 3.3
:/imx+3hx 3 il X = lim (3x?+ 3hx + h?) = 3x?
h—0 h h—0
e 2 _ _ 2 _
) F(0 = lim fix + h) —f(x) — im 2(x 4+ h)* —3(x + h) — (2x* — 3x) _
h—0 h h—=0 h
2 2 2
— 2X° + 4hx + 2h* — 3x — 3h — 2x* + 3x — i x4 2h—3) = 4x —3
h—0 h h—0
2 12
& F0= lim fx+h —f) _ jm Xth x 12x—12x—12h _
h—0 h h—0 h h—0 h (X + h)
; —12 12
=[m——=—-—
h=0 x(x + h) x?
2 2_ (3,2 2
B o= f<X+h)—f<X):/im Bx+h'+2°-Bx"+2)° _
h—0 h h—0 h
- Ox+h)* +12(x +h>?+4—9x*—12x* —4
i h -
_iin 9+ 36hx° + 54h°x* + 36h°x 4+ 9h* +12x> 4 24hx +12h* — 9x* —12x*
h—0 h
= Llﬂ’(l) (36x3 4 54hx* 4+ 36h°x 4+ 9h> + 24x 4+ 12h) = 36x°> + 24x

45. Calcula la tasa de variacion media de la funciéon f(x) = 2x2 — 2x + 3 en el intervalo [1, 1 + hl.

a) Utiliza el resultado para determinar la tasa de variacion media en los intervalos [1, 3], [1, 5] y [1, 8].

b) Calcula el limite cuando h tiende a cero de la tasa de variacion media en el intervalo [1, 1 + h] y comprueba
que equivale a f’(1).

2
UM 14y < JAE R =) _ 2147204+ h 33
1+ h—1 h
2
_24dhedioa-dh
B
a) TVM([1,3)=2-2+2=6
TVM.(,5)=2-442=10
TVM(,8)=2-7+2=16
B} dim M:ﬁm Ch+2=2  FHO=4x—2—F()=
h—0 h_ h—0
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46. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones en el punto indicado.

a) fX)=x+22—1enx=2
b) fx) =5 — 2x enx =0

— 7 —
0 ) =—— enx =1
d) fx) =v2—3x enx=—1
— 5 —
e) flx) = o enx =8
a) f(x)=2(x+2)—~(2)=8 VW)= par V=2
. . . -5 . 5
b) f'(x)=-2—-1f(0)=-2 e) f(X)=———=—1(8)=——
(x) ©) W= =g
. —7 ’ 7
f(x)= —f()=—=
o) f(x) (X—4)2 (1) 9

47. Determina la derivada de la funcion de la grafica en los puntos indicados.

a) x= —1 Y
_ \
b) x=0 \
c) x =1
dx=3 \ /

La pardbola pasa por los puntos [o, %] , (1, 1), (3, 3). Sustituyendo estos puntos en la ecuacidn cuadratica

flx) = ax? + bx + ¢, obtenemos la funcién:

3 1
E:a~02+b~0+c 2 ]
_y2 S f(x)= x —
T—aibic —1b=-1 f(x)_zx X+ f(x)=x-1
3=9a+3b+c c:%
a) f(-N=-2 b) f(0)= -1 c) f()=0 d) f(3)=2

48. Demuestra graficamente que la derivada de esta funcion en el punto de abscisa 3 tiene un valor
comprendido entre 2y 3.
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YA

La derivada de la funcion en el punto x = 3
es la pendiente de la recta tangente,

y observando el dibujo de la misma se obtiene  ——+—+———++~
que, por cada unidad en horizontal, el avance
vertical estd comprendido entre 2y 3 unidades.

49. Calcula la pendiente de la recta tangente a cada funcion f(x) en el punto que se indica.

a) fx) =32+ 4x—2 enx = —2
by f{) =x*—x>+x enx=3
) fX) =4x>—x—5 enx=0

a) f(xX)=6x+4—f(-2)=-8 b) f(x)=3x"-2x+1-f(3)=22 c) f(x)=8x—-1—f(0)=-1

50. Calcula la pendiente de las rectas tangentes a la curva f(x) = x2 — 4 en los puntos de corte
conlos ejesXeY.

f(x)=2x

La derivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente en el punto P(a, f(a)).
Cortes con el eje X: (2, 0), (-2, 0).

f'(2)=4 f(-2)=-4

Corte con el eje Y: (0, —4).

51. Encuentra, en cada caso, los puntos en los que la tangente a la curva f(x) es horizontal.
a) f(x) =x3+3x2 b) fix) =x°+ 3x2 + 3x C) fX) =x3+ &x2+ 9% — 1

La tangente a la curva f(x) es horizontal cuando la pendiente de la recta tangente es cero, es decir, cuando la
derivada es cero.

a) f(x)=3x"+6x=3x(x+2)=0-x,=0,x,=-2
Es horizontal en los puntos (0, 0) y (-2, 4).

b) f(x)=3x*+6x+3=0—x,=X,=—1
Es horizontal en el punto (-1, —1).

c) F(X)=3x"+12x+9=0—X,=-1, X,=-3

Es horizontal en los puntos (-1, =5) y (-3, —1).

52. Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el punto indicado.

a) fix) =3x2 —1 enx =1 c) fX) =x2 — 2x enx =1
b) f(x) = x° enx =2 d) f(x) % enx = —1
a) f(x)=6x—f(1)=6 f()=2

y=2=f(1)(x-N—-y-2=6-(x-1)—>y=6x—-4
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b) f(x)=3x"—f(2)=12 f(2)=8
y—-8=f(2)(x-2)>y—-8=12-(x-2)—y=12x-16
c) fi(x)=2x-2—f(1)=0 f()=-1

y—(=N)=f()(x=-1)—>y+1=0—y=-1

53. Averigua la ecuacion de la recta tangente que aparece en cada grafica.
a) Y b) Y

\
\
\

——

fix) = 2x42 —|4 %

1

a) Tenemos que hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva en x = 1.
f(X)=dx—=f(1)=4 f()=-2
y—(-2)=f()-(x-N)—>y+2=4(Xx-1)>y=4x-6

b) Tenemos que hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva en x = —1.
f(x)=3x*-2x - f(-1)=5 f-1)=-2

y—(=2)=f (=) [x= (-1 y+2=5-(x+1)—y=5x+3

54. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = x>+ 2x — 5.

a) En el punto de abscisa 2. ¢) En el punto de ordenada —2.
b) En el punto de abscisa —1. d) En el punto de corte con el eje Y.
fi(x)=2x+2
a) f(2)=6 f(2=3 €) 2=x*42X-5-X,=1 X,=-3
y-3=6-(x-2)>y=6x-9 F=4—y+2=4-(x-T)>y=4x-6

f(-3)=—4—-y+2=-4.(x+3)>y=—4x-14
b) f(-1)=0 f=0=-6 d) El punto de corte con el eje Y es (0, —5):

y—(-6)=0—y=-6 f0)=2—y—(-5)=2-Xx—y=2x-5
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55. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x® + 3x2

a) En los puntos de corte conlosejes XeY.
b) En el punto de abscisa 1.
¢) Enlos puntos de ordenada 4.

f(x)=3x"+6x

a) Los puntos de corte con el eje X son (0, 0) y (-3, 0).
El punto de corte con el eje Y es (0, 0).
f(0)=0
La recta tangente en (0, 0) es y = 0.
f(=3)=9—=y—-0=9:[x—(-3)] =y =9x+27

b) f/(1)=9 f()=4
y-4=9-(x-1)—>y=9x-5

C) 4=X+3X" = X, =1, X, =X, =2
El caso x1 = 1 coincide con el apartado b).

f(-2)=0—y—-4=0—y=4

56. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = 2 + In x en el punto
de abscisa 1.

f'(x):%af'(1):1 f(m=2 y-2=1(x-1—y=x+1

57. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = x® paralela a la recta
y=x+1

Como tiene que ser paralela a la recta y = x + 1, la pendiente debe ser 1, es decir, la derivada debe valer 1.

, 1 1
f(X)=3x"=1-x,= /g, X, =— /g
X

1 1 1 1 2
f[@—mﬁym‘xﬁ”‘ 3

R R

58. Determina, en cada caso, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) que sea
paralelaalarecta3x —y+ 6 = 0.

a) fx) = x>+ 4x—2 c) fx)=x3—14

2
b) fx) = 3X Q) f0) = 33X+ 1
1T—x X

Como y =3x + 6, la pendiente de la recta es 3.

a) f'(x):2x+4:3—>x:—%

1 15 15
flal=—2 Ly [ Blos.
[2] Fintd [ 4] 3
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3(1-x)-3x-(-1) 3 3 X, =0—f(0)=0—y=23x

b) £(x)= (1—xY 7(17)()27 - X, =2—1f(2)=-6—y—(-6)=3(x-2)—y=3x-12

) f(x)=3x" =3 X=1=1(1)=-3-y-(-3)= ';’(=—1)—>y—3x 6

X,==1>f(-1)=-5-y—(-5)=3[x—(-1)]—>y=3x-2
6X-X—3x"=1_ 3x*-1

d) f(x)= 2 == =3— 3x*-1=3x" - —1= 0 — No tiene solucién.

59. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = 3 paralela
alarectay —x = 6.
Como y =x + 6, la pendiente de la recta es 1.
X+3-x 3 Xp=-3+V3 - 1(-3+V3)=B+1-y —(—B+1)=x—(-3+3)

f’(X)f (X+3) (X+3) =1- Xz:_3_\/§_>f(_3_\/§):\/§+'|—>y:X+4+2\/§

60. Halla el vértice de las siguientes parabolas sabiendo que este punto de la curva tiene por tangente
una recta paralela al eje X.

a) fx) =x2—4x+ 6 d) fix) = 2x2+ 4x — 3
b) f(X) = —x2+2x — 1 e) fx) =3x2—6x+5
C) ) = —x2+2x + 1 f) fx) = x — 1)(2x + 5)

Como la recta tangente al vértice es horizontal, la pendiente tiene que ser cero, es decir, la derivada tiene que ser

cero.

a) f(x)=2x-4=0-x=2,f(2)=2 V(2, 2)

b) f(x)=-2x+2=0—x=1f(1)=0 v(1, 0)

¢) f(xX)=-2x+2=0—-x=1f(1)=2 (1, 2)

d) f'(xX)=dx+4=0—x=-1f(-1)=-5 V(-1, -5)

e) F(xX)=6x-6=0—-x=1f(1)=2 (1, 2)

f) f(x)=(x-1)(2x+5)=2x*+3x-5

f'(x):4x+3:0—>xz—§, [_§}:_§ V[—i—ﬁ}
4 4 8 4 8

61. Calcula el punto de corte de las rectas tangentes a la curva f(x) en los puntos de abscisa 2y 0.

a) f) = x*—x c) fX) = x2 + 1
b) fx) = x> —4x + 2 dfx=Ihx+1

a) f(x)=2x-1

f2)=3 2=3(x-2)—y=3x—4
f(2)=2 Voo V=
El punto de corte de las dos rectas es:

y=—X

) —3x 4}43)(—4—)(—>X1,y—1—>P(1,—1)
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b) f'(x)=2x-4

f2)=0 (-2)=0—y=-2 F0)=—4 2= X >y =—dx+2
f2)=—2[ 7 e foy=2 | YT T E M
El punto de corte de las dos rectas es:
y=-2
—y=-2,x=1—=P(, -2
y—4x+2} Y X .-2)
c) f'(x)=2x
f(2)=4 f(2)=5 y-5=4(x-2)—>y=4x-3
f(0)=0 f(0)=1 y—1=0—y=1
El punto de corte de las dos rectas es:
y=4x-3
—-y=1x=1-P1
Yo } y=1 (1)
d) fx)= "
) £(x) p
, 1 .
— f(0)=1
@) 3 Hy—lnszg(xf )Hy:%xfgﬂns f(o)o]ﬂy_x
f(2)=In3 (0)=

El punto de corte de las dos rectas es:

1 2
=—X—-=+In3
y 3 3+ ’—»y—x——1+gln3—>P—1+2|n3,—1+2|n3]

y=x

62. ¢En qué puntos de la grafica de la funcion f(x) = x® — x? + x la recta tangente tiene pendiente 2?

La recta tangente tiene pendiente 2 en los puntos en los que la derivada es 2.

F(X)=3x2—2x+1=2—x, =1, XZ:—% A1), B[—*,—*

63. considera la funcion f(x) = §+

2 . .
%" Halla los valores de la variable x en cada caso e interpreta

geométricamente lo que se obtiene.

a) f'ix) =1 c) f'x) =0
b) ) = 4 @ 700 =
, X+2—(x-2 4
f(X): ( 2 ): 2
(x+2) (x+2)
a) f(x)= 4 =1-x,=0,x,=—4
(X+2)2 1 U 2

La recta tangente a la curva tiene pendiente 1 en los puntos de abscisa 0y —4.

4

b) f'(X):(X+2)2

=4—-x,=-1X,=-3

La recta tangente a la curva tiene pendiente 4 en los puntos de abscisa =1y —3.

490



Derivada de una funciéon

§ fx)=

No existen puntos en los que la recta tangente a la curva sea paralela al eje X.

4
(x+2)

. 1
d) f(x)= :ZHX1:2, X, =—6

La recta tangente a la curva tiene pendiente 211 en los puntos de abscisa 2 y —6.

kx —5

cumpla que f'(—1) = 19.
2x+3 plaq =1

64. Halla el valor de k para que la funciéon f(x) =

Fl) = k-2x+3)— (k¢ —5)-2 _ 3k +10
2x +3)° (2x +3)?

f=1=3k+10=19—>k=3

65. Halla los valores de a y b para que las funciones f(x) y g(x) tengan la misma recta tangente
enx = 3.
fix) = axz — 1 gX)=x2+3x+b
f(x)=2ax g'(x)=2x+3
Necesitamos que coincidan en el punto x = 3, es decir, que f(3)=g(3).

También necesitamos que la pendiente sea la misma en ese punto, es decir, que f'(3)= g'(3) .

Resolvemos el sistema de ecuaciones:

98-1=9+9+b

. _n
2-33=2-3+3

a:§, b=
2 2

66. Determina la ecuacién de la recta normal de cada funcién f(x) en el punto indicado.

a) f) =x>—2x enx=2 o) fix) = x° enx =1
b) fx) =2—x> enx=3 d)f(x):% enx = —1
a) f(x)=2x-2 f(2)=2 f(2)=0

La recta tangente es: y =2(x —2)

La recta normal es: y = 7%()( -2)

b) f(x)=—2x F(3)=—6 f(3)=—7

La recta tangente es: y +7=—-6(x —-3)

La recta normal es: y+7:%(x_3)_>y:%)(_%

c) f(x)=3x" ff(1)=3 f()=1
La recta tangente es: y —1=3(x - 1)

La recta normal es: y_1:_%(x_1)_> y:_%x+%
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d) f’(x):—x— f(=1)=-1 f(=1)=-1
Larecta tangentees: y +1=—(x+1)

Larectanormales: Y +1=X+1—y=x

67. Determina la ecuacion de la recta normal a la grafica de f(x) = x2 que sea paralela a la recta
y=2x-—1.

Como la pendiente de la recta paralela a la recta normal es 2, la pendiente de la recta tangente deberd ser —%.

L i6n de la rect | -y—l—z[)<+1}—>y—2x+2
a ecuacion ae la recta normal es: 16_ 1 = 16

68. Averigua las ecuaciones de las rectas perpendiculares que aparecen en la grafica.

Y
i
J1fo0 = 2 = Bx
~ o ’,
I ~*
|
Al
f(x)=6x"-3 f(-1)=3 f(=1)=1

Larectatangentealacurvaes: y —1=3(x+1)— y=3x+4

Larectanormalalacurvaes: y —1= —%(X+'|)—> y= —%x+§

69. Halla la recta tangente y la recta normal a las funciones en los puntos indicados.

a) f(x) = 2%-8 en x =3
b) fx) =x2In(x +3) enx= —2
c) fx) = (3x — 5) en x =2

a) f(x)=3.2%".In2

La ecuacién de la recta tangentees: ¥ —2=6IN2(x—-2) -y =6IN2(x —2)+2

La ecuacion de la recta normales: y _ 5 _ )y = — _
y-2 6In2(X 2=y 6In2(X 2+2
b) f'(x)=2x1In(x+43)+ x> ]
X+ 3
La ecuacién de larecta tangentees:y —0=4(x+2) -y =4x+38
1 1
La ecuacion de la recta normal es:y — 0 = _Z(X +2)—>y= _ZX -
o) f'(x)=6(3x—5)°-3=18(3x—5)°
La ecuacién de larecta tangentees:y — 1 =18(x — 2) >y =18x— 35
1
La ecuacion de la recta normal es:y —1= —%(X ) > y= —%X + EO
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70. Determina la recta tangente y la recta normal a las funciones en los puntos indicados.

a) fx) = v2x + 6 en x =5 c)f(x):tgﬂix enx=rx
b) fx) =sen(2x+ 7w en x=0 d) f)=Inxz+1) en x =0

1
\J2x+6
1 11

1
La ecuacién de larecta tangente es: y — 4 = Z(X -5 —oy= Zx + Z

La ecuaciéon de larecta normal es:y —4 = —4(x — 5) >y = —4x + 16

1
Q) f'(x)= %(2)( +6) 2-2=

b) f'(x) =cos (2x +x)-2
La ecuacién de larecta tangente es:y — 0= —2(x — 0) >y = —2x

1 1
La ecuacion de la recta normal es:y — 0 = E(X —0)—-y= EX

o f'(x :[H—tgz “‘X].[J]

2 2
1
La ecuacién de la recta tangentees: y — 0 = —E(X —T) >y = _EX +§
La ecuacién de larecta normal es:y — 0 =2(x — ©) > y = 2x — 2w

d) Fx)= ——.ox = X
)P = PR

La ecuacion de la recta tangente es: y=0

La ecuacién de la recta normal es: X=0

71. Aplica la derivada de la suma a la funcidn f(x) = 3x4 — 2x2 — 7x + 5 para calcular lo siguiente.

a) La funcion derivada.
b) La derivada en los puntos de abscisax = —2,x =0y x = 1.

a) f(x)=12x>—4x -7

b) f(-2)=12-(-2) —4.(-2)-7=—-95 f(0)=12.0°-4.0-7=-7 (=127 -4.1-7=1

72. considerando la funcién f(x) = 3x* — 5x% + x — 6, calcula lo siguiente.
a) f'(x)
b) £'(3),f' (=2 y ()
c) f'(4 — 8)yf(4) — f(8). ¢Son iguales?

=

a) f/(x)=12x>—15x" +1

b) f(3)=12-3*-15-3? +1=190
f(-2)=12-(-2)" =15-(-2)" + 1= 155
f(0)=12-0°-15-0° +1=1

C) F(4—8)=12.(—4) —15-(=4) +1=—1007
f(4)=12-4°-15.42 +1=529
f'(8)=12-8"—15-8"+1=5185

f(4)—F(8)=—4656=—1007 = (4 —8)
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73. Calcula la derivada de estas funciones.

a) f) =—3°+5x2—x+5 ) fX) =xQ2+x)+3
b) fX) = —2(x* — %% + X d) f00 = x6 — 10x% — x~2
a) F(x)=-9x>+10x -1 c) F(x)=3x>+2
b) f(x)=—8x>+36x +1 d) f(x) 3

:6X572OX+F

74. Utiliza las reglas de derivacion para calcular la funciéon derivada de las siguientes funciones.
a) ) =x*+3x°—7x2+ 12x — 1

3x% — 5x
b) 6 = X+ 1

__2y2 _
Q) fix) — 3X +28X 9

a) f/(x)=20x°+9x* —14x +12

b) £(x)= (6x =5)(x +1)—(3x* =5X) 3x*46x-5
a (x +1Y  (x+1Y
_ 3.2x+8

c) f'(x)= — = -3x+4

75. Aplica la derivada del producto a la funcion f(x) = (5x2 — 3x) - (x* — 2x + 5) para calcular
lo siguiente.

a) La funcion derivada.
b) La derivada en los puntos de abscisa —3,0Y 2.

a) f(x)=(10x = 3)(x* = 2x +5)+ (4x* — 2)(5x% - 3x) = 30X" — 15X* — 30X + 62X — 15
b) f(~3)=30-(—3)" —15-(=3)" =30-(=3)" + 62 (=3)— 15= -8 976
f(0)=30-0°-15-0"—-30-0° +62:0—-15=—15

f(2)=30-2°-15-2"—=30-2* + 62.:2—15=709

76. Utiliza las reglas de derivacion para calcular la funcion derivada de las siguientes funciones.
a) flx) = (3x* — 1) - 4dx

b) f(x) :(*3X2+X*'|)-<

2X*3>
3
) fX) =2x-6x—3)-0*—3x+1)

a) £/(X)=6x-4x +(3x? —1)-4=36x* 4

2 S

o) F(X)=2(5x—=3)(x* ~3x+1] +2x[5(X* ~3x+1) +(5x ~3)(2x~3)| =40x° ~108x" +56x 6
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Derivada de una funciéon

. . ., 3x—1 -
77. Aplica la regla del cociente a la funcion f(x) = % —5x para calcular lo siguiente.

a) Lafuncion derivada.
b) La derivada en los puntos de abscisa —1, 1y 2.

3(X2 —5X)—(3X—1)(2X—5) —3x24+2x -5

2 1= ()(275)()2 - ()(275)<)2

_ S (W H2()-5_ 10 5
[(7”2 75.(71)}2 36 18

b) F(=1)

 -3:.2242.2-5 13

_3F421-5_ 6 _ 3 _ 13
(22 -5-2)f 36

(12_5.1)2 _7E:7§ f'(2)

(1)

78. Utiliza las reglas de derivacion para calcular la funcién derivada de las siguientes funciones.

X2 —2x+4 4
a fx) = ————— 0 fX) = —;
X—2 X —1
6x* X +3—x
b) fx) = ———— d fog =212 —~
) 160 IX?—x+3 ) 160 2X? — X

a) Flx)= (21X* = 2)(x =2) = (7x° = 2x + 4) 14X° — 427
- (x—2) (k-2

200 (7x° —x +3) =6x* (14X =) gax® —18x* +72x°

b) f’(X): (7)(2 —X+3)2 = (7X2—X+3)2
. S Y —8X

c) f(x)f(xzq)2 2X (X271>2

" f,(X):(ZX*1)<2X2*X>*<X2*X+3)(4X7'I):X2712X+3

(2x* - X)2 (2x* X)z

79. Realiza la derivada de la siguiente funcion.

_x—1 x+1
fo = X+1  x—1
XY= (x=1) (x=1)—(x+1) 2 2 8x

f'(x)= + - _ —

(x + 1) =1 k) (- (ko)

80. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) 1) = V¥ 0 ) = Vx-(1—vX)
b) 00 = V¢ —3¥x d) f(x)1&W
a) f,(X):gxg:fo“ o fx)=x—¥x Hf'(x):;xgéxizw%méx_s
b) f'(x)zgx;_gxg:¥_ 534 d) f'(x)—%}; (1_3/;)_\/;2 331)(2 _ R —x :
53x (1-¥x) 64/x (1-3X)
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81. Calcula la derivada de las funciones que aparecen a continuacion.
o XP—4x
3 1 5 + 2 X
x—3 X+5
DY T = S 2
2 __ _
Q) 00 = X 23)( 1+ vXx+5
2X X X
a) £ ):(2X—4)(5X+2)—(X2—4X)5_L:5X2+4X—8_L
(5x +2) 2/x (5x+2)  2Ux
X2 4+2x—15 ’ 2X +2)(X* —=3X +2)—(X* +2x —15)(2x —3)  _5x? +34x -4
o) Fl) =Sy PRI S :
X°—=3X+2 (x*—3x+2) (x*—3x+2)
1 —
9 f,(X)_(2)(—3)(2)(2_X)_(X2_3X_1)(4X—1)+2\/X+5X_ X+5_5X2+4X—1 X+10

(2)(2 —x)2 X2

82. Calcula la derivada de esta funcion.

2 _
f(x):4/2)":—X3+
x‘—1

2(x+1)—(2x+3)

27

B (2)(2 _X)Z _ZXZ\/X-I—S

X+l 2

X3

2 4+x=3 (1)
=22 4

(x+1°

2X+3 1 , 1
=\ S fx)= :
X+1 X 2\/2x+3

X+1

83. Calcula la derivada de las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas.

a) fX) =Inx + e d) fx) = mXejA
b) f(x) = x2log x — 1 e) fix) = lr;i( +4
c) f() = &x* + 3)log, x f) f(x) = 5e* — 3%

a) f’(x):%+ex

. 1 1
f(x)=2x : =x|21 —
b) f'(x)=2xlogx +x ~in10= " ogx+|mo]
c) f’()():2xlog2)<+XZJr3
xIn2
1-eX—(|nX+4)-eX
; % T—xInx—4x
d) f(x)= 2x = X
e xe
Te nxe 1—x]|
’ —xInx
Flx)=X =
e) () > e

f) f(x)=5¢*-3"In3
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84. Deriva las siguientes funciones trigonométricas.

a) f(x) = sen x cos x d) ) = xtg x
b) 76 = C(j(szx e) f(x) = xarc cos x
c) f(x) = sec x cosec x £) o) = 1
tg x
a) f'(x) = cos? x —sen” x
. —sen x - x> —cos x-2X  —x sen X —2 cos X
b) f'(x) = e - -
9 f(x) = en x - cosec X + sec X - _csx 1]
cos?® x sen® x cos* x  sen* x

d) ') =1tg x+x-(14+1¢> X) = x+1tg X+ X tg° X

e) f'(x):1-arccosx+x-[— ]:arccosx— X
1—x? 1—x?
14 tg?
f) f'(X):_y
tg* x

85. Calcula la derivada de las siguientes funciones trigonométricas.

a) f(x) = 2x + arcsenx + arc cos x
b) fx) = (1 + x?arctgx
c) fx) =Inx-tgx
d) fix) = e*senx
cos X
) fX) =
2—X
1 1
a f'x)=2+ - =2
1— x? 1— x?
b) f'(x)=2x-arctgx+(1+x?)- ] =1+ 2x arc tg x
T+ x2
Q) f'(x):i-rgx+|nx-(1+tgzx)
X

d) f'(x)=e"-sen x +e*-cos x = e*(sen x + cos X)

, —sen x(2— x)—cos x-(—1) (x — 2) sen x + cos x
e f'(x)= =
2—x) 2—x)7

86. Calcula las seis primeras derivadas de las funciones f(x) = sen xy g(x) = cos Xx.

Fl)=sen x = f'(x) = cos x = f"(x) = —sen x = f"(x) = —cos x — "(x) = sen x
— () = cos x = " (x)= —sen x

f(x)=cos x = f'(x) = —sen x = f"(x) = —cos x = " (x) = sen x = f"(x) = cos x
— (%) = —sen x = V(x) = —cos x

87. Determina las tres primeras derivadas de cada una de las siguientes funciones.

a) fx) = x* +7x° c) f(x) = senx?
b) () = v x°® — 4x d) fix) = e¥
a) f(x)=4x°+21x* f(x)=12x" + 42x f(x)=24x+42
’ 3x° -4 . 3x*" —24x* 16 —3(x® —20x* —80x* + 64
b) f(X)=3—\/— )= f(x)= ( 5 )
X —4x 4()(3 _4)()2 8()(3 —ZLX)5
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c) f'(x)=2xcosx* f*(x)=2cos x* — 4x’sen x* f7(x)=—12x sen x* — 8x°cos x*

d) f(x)=2e* £7(x) = 4e> £(x) = 862"

88. Calcula las derivadas primera, segunda y tercera de estas funciones.

a) fx) =x*+2x>+x—1 c) () = In2x
b) fX) =vx—2 d) f(x) = gsenxtcosx
a) F(x)=3x"+4x+1 ff(x)=6x+4 f(x)=6
.. 1 3
b) £ (x)= ! f(X)=———— FX)= ———
L= 22 ) afix—2y ) 8(x—2)
; 1 . 1 2
c) f(x):; f(x):—? f (X):F

d) f'(x)=(cos x —sen x)e*n +esx

F7(x) = (COS X — sen x )" g¥nx+eosx _ geenx+eosx (sen x 1 cOS X)

f’"(X) — esen X+C0S X

(cos x —sen x)’ —3(cos’x —ser’x) —(cos x —sen X)]

89. Encuentra los valores donde se anula la derivada segunda de las siguientes funciones.

a) fx) = =3+ 4x> — 3x + 1
b) fX) = Inx?>+ 2)

a) f(x)=-9x>+8x -3 f”(x):—18x+8:0—>x:g
, 2X . —2x2 +4
b) F0=%15 f x):mzo—m:i«/ﬁ

halla el valor de x en cada caso.

X2
90. Dada f(x) = X+ 3

a) fx) =0 b) f'x) =0

2X(X+3)— x> X2 46X
(x+3) (x+3)’

a) f(x)=

0—X,=0,X, =6

b) £ (x (x4 6)(x+3) =2(x* +6x)(x+3) 18 0
()= (x+3)' T (x137

No existe ningln valor de x que anule la segunda derivada.

91. Calcula la derivada n-ésima, f"(x), de esta funcion.

2
xX—1

fx) =

Calculamos las primeras derivadas:

fF(x)==2-(x=1" f(x)=4(x-1" ) ==12(x=1)" Y (x)=48(x —1)°

La derivada n-ésima es de la forma:

fr (X): (*1)” 2. m(X - ,I)f(n+1)
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Derivada de una funciéon

92. Escribe las funciones elementales que componen estas funciones y halla sus derivadas.
a) f(x) = In@2x3 d) fx) = e
b) fx) = log, x> — 1) e) f(x) = cos (3x — 1)
c) f(x) = 10%+3 f) fx) = sen (x2 — 3)
a) fix) = glh(x)], donde g(x)=Inx y h(x)=2x*> — f'(x):%
, 2X
b) fix) = glh(x)], donde g(x)=log,x y h(x)=x"-1— f(X):m

c) fix) =glh(x)], donde g(x)=10"y h(x)=x+3 — f(x)=10""*In10
d) fix) = glh(x)], donde g(x)=e" y h(x)=3x — f'(x)=3e*"
e) fix) = glh(x)], donde g(x)=cosx yh(x)=3x-1— f(x)=-3sen(3x—1)

f) fix) =glh(x)], donde g(x)=senx y h(x)=x*-3 — f(x)=2x cos(x* - 3)

93. Escribe las funciones que componen las siguientes funciones y halla sus derivadas.
a) fx) =log,(2x + 1) e) f(x) = 2%+
b) f(X) = (3x2 — 3x + 1) f) f) = V2 — 1
c) fx) = senvx g f(x) =cosInx
d) fix) = arctgex h) f(x) = 3cosx
a) gix)=logsx vy h(x)=2x+1 e) gx)=2"y hx)=3x—4
i) = 1 P 2 fflx)=2**.1n2-3
2x+MNIn3 2x+1In3

b) g) = x* y h(x) =3x*>—3x+1
f'(x) = 4(3x? — 3x + 1)(6x — 3)

Q gx)=sen x y h(x)= \/;
cos \/7
nx

d) gx)=arctgx y hx)=e

1
f'(x) = cos N %XT =

) g =4x y hx)=x*-1
3

)= (=1 %2 = X
4

o1

g) gx) =cos x 'y h(x)=Inx
f'(x) = —sen In X‘i:_senlnx
X X

h) g(x) =
f'(x) =

¥y h(x) = cos x

3
3%, 0n 3. (—sen x)

94. Aplica la regla de la cadena para calcular las derivadas de estas funciones exponenciales

y logaritmicas.

_ X - 2X2
a) f) =1In o 11 e) f(X)*|082X77
b) fx) = eXInx f) fx) = 3nw+2
X2 — 3
c) fx) = e X : 9 fx) — ell)z(fx
ax+1 - N
d) 1) =~ hy f0) = In2— ¢
14+ x4 e%
. 2x +1 3x2(2x +1)-2x3 4X +3
a) F) =2 3227 Axy

X (2x+1  x(2x+7)

x

b) F(x)=e‘lnx+<
X
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3x°1

o f(x)=€ * w

X2

3x°1
X

3x*+1
X

494X+1(1+X4) _ 3t - 464X+1(1_X3 —|—X4)

F(x)=

@) 71 (1+x“)2 (1+x“)2

e) f,(X)_X—7.L.4X(X—7)—2X2_ X —14
- 2x% In2 (x=7f  x(x=7)In2

1

f . _ \ﬂ(x4+2) ) . 3
) f(x)=3 In3 pEB A

3 —x?—x 3 A-x—x 2

LT e () e B (20 4 x) I ]
) Fl)=~ =
g —2x2-2x
e X
1 3 o 3
3 +e*ler — (e +e” [

w oot T

e3x+ex % X2

e

95. Aplica la regla de la cadena para calcular las siguientes derivadas de funciones trigonométricas.

a) f(x) = sen 3x2
b) f(x) = cos (x> + 1)
0 flx) = tg (x* — 3x)

d) fx) = sen ¥ x> + 3x
a) f'(x)=6x cos3x’
b) f'(x)=—2x sen(x* +1)

o () :[1+lg2(x2 —3X)]-(2X—3)

d) f(x)=cos~x*+3x-

(2x+3)

;
2/X2 4+3x

96. Halla la derivada de estas funciones.

a) fx) = @2x + 123

2
b) ) = 42—

2
cwwzaﬁg

500

e) f(x) = cos X

f) f) =tgvx—1
B = s
) 0 = tg <=

Vv1—x

e) f(X)= —% sen[XTq]

f) f’(x):(1+tg2\/x—1)-ﬁ

g) f'(x):—cos[ X ]( 3x' -1

X+ x =1 —x“+x—1)2
. 2 1
h) £(x)=[1+tg? —
() (o
d) f) — 2X:3
e
2
&) fix) — Y 3
X
3
f) fX) = x> —
v



Derivada de una funciéon

a F)=32x4+1%2-F4+2x+12-3-In3=[64+2x+1)In3]-Qx+1)?*3*

b) F0) = 1 [x*=3)2 20 —(x*=3)-3x)  —x*+9 X
X)) =—- ; . - = Y
2 X X 2X X- =3
1
2x - X —()(2—3)-i 03 2. 3x2
I )= 2 A= =3)  x*49
X2 AN X3 2 x
, 2. —(2x—3)-e* 5—2x
d Fx) = w=dee oo
e e
L (2—3) 2-2x- x> —x? =3 -3x?
& (%) X =3 =3 -2+ 9
X x*x? =3 x*Nx? =3
1
3-i-(x3) 2. 3x?
, 2 ox? 9
f) f'(x)=2x+ ; =2+ =4 ——
X 233 2%

97. Aplica la regla de la cadena para calcular las siguientes derivadas de funciones potenciales.

a) f(x) = (Bx*—2x + 1p f) f) = (1 — 3ex)e
— X ’ — 2 y2
b) f) = |7 7X3> 8 flx) = sen?x
c) fx) = (V3 X3 — 1)5 h) f(x) = cos® (x2 — 7x + 1)
d) fx) = (1+ 2e9)* i) f0) =tg20¢ — 8
3
e) fx) = In* (x2— 1) i) )= (senl + cos i)
X X

a) F(x)=5(3¢ —2x+1'(12¢ -2

1—x° = x-(=3x%)
%]

_5x4(1+2x3)
(=

b) f'(X):5[1_X 3]4

X

2

c) f(x)=5x"(x*-1
d) F(x)=8(1+2¢")'e"

24x In* (x2 =)’
—3.3()(2_1)2.2)(_%

e) f’(x)_4|n3(x2—1)3-(xz_1)

f f(x)=—18¢"(1-3¢")
g) f'(x)=4x sen x? cos x* = 2x sen(2x?)

h) f(x)= -3 cos?(x* - 7x +1)-sen(x* = 7x + 1)-(2x — 7)

i) f(x)=6x"tg(x*~8): [1+lg2(x3 —8)]

- 3 1 N1 1
i) f(x)==|sen—+cos—| |sen——cos—
X X X X X
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98. Aplica la regla de la cadena para determinar la funcién derivada de estas funciones.

a) f(x) =Intgx
b) f(x) = vcos x
c) fix) = log,x

d) f(x) = sen (cos x)
e) fix) = arctg x?

B ) =——(1+1g
tg x
1
b) f'(x) = i(Cos X) 2 -(—sen X) = —
o f'x)= 1 _ 2

LIX =
x?-In2 x1n2

d) f'(x) = cos (cos x)-(—sen x)
e) f'(x) = 1 L2 = 2
T+ (x3? T+ x*

99. Deriva las siguientes funciones.
a) flx) = e(fxﬂ)z
2 __
mm:W%%>

c) fix) = y2e* + log, 3x

d) f(x) = [In(Inx)]?

e) f(x) = 3senx? +2sen*x

a) f(x)=e ™ —(&\/; !
b) £(x)— 2X ;22i21+ 2

X

f) fx) =tgInx

g) f(x) = cosVx

h) f(x) = log, x2

i) f(x) = cos (sen x)
j) f) = arctg’x

N ) =>04+1g"Inx-

g) ') = (—sen x)-

h) f'(x)=2log, x -
x-In2

i) f'(x) = —sen (sen x)- cos x

j) f'x)=2arctg x- 1
T4+ x

f) fx) = sec (x® + 1)2
g f(x) = —cos(sen(tg x?))

sen x?

h) () = In
oS 2X

i) f(x) =e*-cos x?

i) fx) = Vcos? x°

, 1
c) f(x)=
< 226" + log, 3x

d) f(x)= 1
) f(x)=2[In(Inx)] Y
e) f(x)=6xcos x> +4sen x cos x

0 Fi)= 6sen(x® +1) - (x* +1)x°

cos? (X3 + 1)2

xlnz]

2) f’(x)=2xsen[sen(tgxz)]oos(tgxz)m+tg2x2)

h) F(x)

_2X.00S X* C0S 2X +2.5en X*sen 2x

Sen X cos 2x
i) f(x)=2e* cos x* —2xe™ sen x*

_ —2x*sen x°

J) f’(X>_ W
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100. Aplica la regla de la cadena para calcular la derivada de estas funciones.

b) fx) = \/serﬁx — cos2(3x — 1) + th;_g

+2
Viax2+ 10x — 1
= - =
o) fix) fg( P

sen’x + cos’x
d) ) = In<ﬁ + tg2x>
sen?x — cos®x

aerim—1\ "
TE = =i

xt—4

3.5en’x cos x + 6 cos(3x — 1) sen(3x — 1)+ 6x

o[ =3 1
1+ tg [Xz +2]](X2 +2)2

b) £(x)= -
Sx — cos?(3x — _ =S
2\/sen X —C0S*(3x —1)+tg P
AX+5 2
X —16)—y4x* +10x —1
0 Flx)=dtg’ JAX® +10x —1 g JAX? +10x —1 '\/4x2+10x—1( )
x—16 x—16 (x—16Y

, 1 —25en2x

d) f(x)= 3 : 5 >+ 14+-18°X
1 ygix |(sen’x —cosx)
Sen’x —cos*x
1 1

Inf(x)=(x*+4 [—In —3X° +10x =1 —=In x“—A}
e) ( ) ( ) 3 ( ) 2 ( )

’ 3 2 _ _ 3

f(X):ZXln J-3x* +10x —1 +(X2+4) 62x+10 B 4;(

(x) X' —4 3(-3x* +10x 1) 2(x* —)

’ 3-3x7 +10x -1 —6x+10 2x3 —=3x% +10x -1 e

f(X)=|2x In|————— |+ (X" +4 - .

9 NI ( )3(—3X2+’IOX—1) (x*=1)

Jxt—4

101. Halla los coeficientes y exponentes desconocidos para que se verifique que las funciones
y sus derivadas se corresponden.

a) f) =X+ ax? + bx + 6 0 hi) )a(_z

f'X) =3x2+4x — 3 n2 1

h(X):aX< P *7)
b) g) =alnx + bx d) /'(X):%
, 3
g'X M 5 oy — b2
3VXx
a) a= =-3 0 a=2b=1
b) a=3b=-5 d b=3
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102. Deriva las siguientes funciones trigonométricas inversas.

a) f(x) = arcsen x?

b) f(x) = arc cos (2x —1)2
o) fx) = arctg vx

d) f(x) = arc sen X
X —1

e) f(x) = arccos e®
f) fx) = arctginx

, 1 -2
, 2 d f(x)= . .
) o g S
(x=1
b) fx)— 42X =1 e) F(x)= _292;
1-(2x = 1—e
, 1 (X) = ——
) N= 5 TR 0= rx)

103. Calcula las derivadas de las siguientes funciones.
a) () = & + 1)
b) f(x) = x¥71
c) f(x) = (3 + 1)nx
d) f(x) = sen*x?

a) Inf(x)=3xIn(x*+1)

f(x) 6x*
—_3In(x? +1
() =3+
. 6x? 3x
f(x)= 3In(x2+1)+XZJr1 (x*+1)
b) Inf(x)=(3x*—7x—1)Inx
- 2
—f(X):(éx—7)|nx+—3X —rx ]
(X) X
2
F0) =[x = 7)o 2= e e
€) Inf(x)=InxIn(3x* +1)
f'(x)_ln(3x2+1) iy 6%
f(x)  x 3X7 41
In@x*+1  exinx inx
= 3x* +1
X 3x2+1( )

d) Inf(x)= xIn(sen x*)

f'(x) 2y, 2Xx° cos X*
——=In(sen x*)+ =—="
f(x) sen x
2 2
f(x)= In(senx2)+zx% sen* x>
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e) f(x) = cos*2x
f) fo) = (V=x*—15)
(X) — (7X1O + 3X5 _ «I)Senx

f
f(X) — e—5X3+AX—1
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e) Inf(x)=3xIn(cos 2x)

m:3|r1(cos 2x)+6xsen 2x
(%) COS 2X
f'(x)=|3In(cos 2x)+ 6x SEN2X| 05 2x
oS 2X
XZ
f) Inf(x)= ?In(—)ﬁ —15)
f(x)  2x s 3x*
2 n(—x® —15) + —2
f(x) 5 (= )+5(X3+15)
4 2
f(x)= 2—)(|n(—x3 —15) +§; («5/_)(3 _15)X
5 5(x° +15)

8) Inf(x)=sen x In(-x" +3x° 1)

f(x) o s o, (210x7 +15x")sen x

f(X)_cosxln( X" +3x° = 1)+ e

] (—10x” +15x*)sen x senx
f(x)=|cos xIn(—x" +3x* —1) + — T3 (—x° +3x° 1)

h) Inf(x)=-5x*+4x -1

fix) _ 2
mf—ﬁx +4

f(x)=(—15x% + 4)e o4

104. calcula a, by c en la funcion f(x) = ax? + bx + c, sabiendo que su grafica pasa por (0, —3) y (2, 5),

y la recta tangente en x = —1 es horizontal.
f(0)=c=-3 f(2)=4a+2b+c=5
f(x)=2ax+b f(-)=-2a+b

c=-3
4a+2b+c=5 t—a=1b=2c=-3
—-2a+b=0

105. ¢cCual es la ecuacion de una parabola que pasa por el punto (0, 9) y en el punto (2, 9) tiene como
recta tangentey — 6x + 3 = 0?
Sea f(x) = ax* + bx +c.
Como la pardbola pasa por el punto (0,9) - c=9
Y como también pasa por el punto (2,9) - 4a+2b+9=9—-4a+2b=0—b=—2a
Asi, resulta que: f(x) = ax* — 2ax + 9 — ['(x) = 2ax — 2a

Siy=6x — 3 es la tangente en el punto x = 2, entonces:
f'Q=6 54a—-2a=6—->a=3
La ecuacién de la paradbola es: f(x) = 3x* — 6x 4+ 9
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106. Determina los valores de a, b y ¢ para que la funcién f(x) = x® + ax? + bx + ¢ pase por el origen

de coordenadas, su recta tangente en x = 1 tenga pendiente 3 y la segunda derivada en x = —1
sea nula.
f0)=c=0
f'(x)=3x*+2ax+b f()=3+2a+b=3
f'(x)=6x+2a f(=)=-6+2a=0
c=0
3+2a+b=3}—a=3b=-6,c=0
—-6+23=0

107. Determina los valores de a, b y ¢ para que la funcién f(x) = x® + ax? + bx + ¢ pase por (3, 0)
y las rectas tangentes a su grafica en x = 2 y x = 4 sean paralelas al eje X.

f(3)=27+9a+3b+c=0
f(x)=3x>+2ax+b f(2)=12+4a+b=0 f(4)=48+8a+b=0
27+9a+3b+c=0

124+4a+b=0{ —-a=-9,b=24,c=-18
48+8a+b=0

108. Calcula a, by c en la funcion f(x) = ax* + bx + ¢, sabiendo que su grafica pasa por (1, —1), la recta
tangente en x = 1 es horizontal y la recta tangente en x = 0 es paralela a larecta y = 4x.

f()=a+b+c=-1

f(x)=4dax>+b f()=4a+b=0
La pendiente de la recta y = 4x es 4, entonces:
f(0)=b=4

a+b+c=-1

4a+ch=0 |—wa=-1b=4,c=-4
b=4

109. Determina los valores de a, b y ¢ para que la funcion f(x) = 2x° + ax? + bx + ¢ pase por (1, 6)
y las rectas tangentes a la grafica en x = 1 y x = 2 sean horizontales.

f(=2+a+b+c=6

f(x)=6x>+2ax+b f()=6+2a+b=0 f(2)=24+4a+b=0

2+a+b+c=6
6+2a+b=0{—a=-9b=12c=1
24+4a+b=0

506



Derivada de una funciéon

110. Razona si existe algin punto en el que la tangente a la grafica de la curva f(x) sea horizontal.

X—2 3x
a) f) = <—3 0 ) = ——
X2 — 2 —X
b)f(X)*ng d)f()()*m
a) F(x)=——— =0 ) (==
(x-3f (x~3f
2
b) F)= X 8K t2 o 6ENB 537 d) £ =21 o x—

k-3 2

111. Indica si alguna de las rectas tangentes de las siguientes funciones son paralelas a la recta
ry—2x+3=0.

a) fx)=x3—x+7 ) fix) = Inx?
1

— x? =
b) fx) = x*+4x + 3 d) f(x) 13

La pendiente de la recta r es 2. Por tanto, para que una recta tangente a f(x) sea paralela a r debemos encontrar
la solucion de la ecuacidn f'(x) = 2.

a) F(X)=3x"-1=2—>x=+1 c) f’(x):%:zﬁxﬂ

b) f(X)=2x+4=2—x=-1 d) fix)= - ~=2—Sin solucion.
(x+3)

112. Encuentra, en cada caso, los puntos en los que la tangente a la curva f(x) es paralela a la bisectriz
del primer y tercer cuadrantes.

a) fx) =x>—3x+1 c) f(x) =x°— x?

b) f() =—=
1—X

d) fx) =xInx
La bisectriz del primer y tercer cuadrantes tiene por ecuacidn y = x y su pendiente es 1, por tanto f'(x) = 1.

a) f(x)=2x-3=1-x=2 c) f'(X):3X2—2X:'I—>X1:—%,X2:1

b) f'(x)= >=1-Xx,=0,x,=2 d) F)=Nx+1=1-x=1

113. Encuentra, en cada caso, los puntos en los que la tangente a la curva f(x) es paralela a la bisectriz

del segundo y cuarto cuadrantes.

a) f(x) :% C) f(x) =2x° — 3x*+5

b) f(x) = x° + 2x d) f0) =— L
1—2x

La bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes tiene por ecuacién y = —x y su pendiente es —1, por tanto f'(x) = —1.

a) f'(X):f):zzf‘IHXZi‘l C) F(x)=6X*—6Xx=—1- )(:Bié\/§
, 1 . -2 1:|:\/§

b) f(x)=3x2+4x=-1-5X,=——, X, =—1 d) f(x)= =—1-X=

) F(x)=3x" +4x Xo=—30 % ) f(x) T 5
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114. considera la funcioén f(x) = In x. Calcula los puntos de la curva en los que la recta tangente tiene
la misma pendiente que las siguientes rectas.

ary—x=2 Oty+x—1=0
b) s:dy =3 —x du2y—x=—4
’ 1
f(x)_;

a) r'y—x=2—-y=x+2-—Lapendiente de larectares 1.

l:'|—> X =1
X
b) s:4y:3—xﬁy:%7%xﬁ La pendiente de la recta s es 7%.
i:71~>X:f4
X 4

c) tty+x—-1=0—y =—Xx+1-— La pendiente de la recta t es —1.

1:7'|~>X:f'|
X

d) u:2y —x=-4- y:72+%x — La pendiente de la recta u es %

i:1—>X:2
X 2

2
X+3

. : - - : —1
a) Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de la funcion cuya pendiente sea -

115. Considera la funcion f(x) =

b) (Es la grafica de f(x) tangente en alglin punto a la recta y + 2x + 2 = 0? ¢ES Unico este punto?

) :_(X +3)
2 2
a) — =—— X 4+6X+5=0-x,=-1X,=-5
) (X+3)Z 2 1 2
f 1 1
(=1)=1 )/71:77()(+1)Hy:77)(+E
f(=5)=-1 y+1:f%(x+5)ﬁy:7%xfg

b) Yy +2Xx+2=0—y=—2Xx—-2—La pendiente de la recta es 2.

2
(x+3)

=2 (X+3 ' =1-x,=—4,X, =2

Existen dos puntos donde la grafica es tangente a la recta ¥y +2x+2=0.

116. La recta cuya ecuacién es y = 9x — 14 es tangente a la funcion y = x3 — 3x + k. Determina en qué
punto son tangentes y halla el valor de k. ;Hay una sola solucion? La funcion tiene dos puntos en
los que la tangente es horizontal. Hallalos y escribe la ecuacion de esas rectas.
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flix)=3x*=3

Cuando la recta dada estangente: 3x* =3 =9 > xX* =4 s x =42
Six=2—>y—Q2+kh=9x—-2) >y=%—16+k—>k=2
Six==2->y—(24k=9x+2)>y=%+16+k—>k=-2

Luego hay dos soluciones vélidas.

Cuando la tangente es horizontal, se cumple que: 3> —=3=0—>x¥ =1 - x= =1
Six=1oy—(-24+K0=0-x—1)oy=—-2+k
Six==1->y—Q2+k=0Kx+1)>y=2+k

117. Indica en cudles de las siguientes parejas de funciones sus graficas son tangentes en algun punto.

a) fX) = x>+ 3x +2 c) fx) =1Inx
gi) =3x+ 2 g =x—1
b) f(x) = e* d) fx) = cos x
g = x gX) = x*+1
, , 1
f =2 3 =—
a) ,(X)73X+ ]H2X+3—3HX—O C)f(X) X]H’I—'IHX—'I
8 (X)_ g'(x): 1 X
Ademas, f(0) = g(0) = 2. Ademas, f(1) =g(1) =0.
Sus graficas son tangentes en el punto x = 0. Sus graficas son tangentes en el punto x = 1.
b)f,<X):e e =15 x=0 d)fgx):senxjﬁsenx=2xﬂx:0
g(x)=1 g(x)=2x
Pero f(0)=1s=g(0)=0. Ademas, f(0) = g(0) = 1.
Sus graficas no son tangentes en ninguin punto. Sus graficas son tangentes en el punto x =0.

118. Obtén la expresion algebraica de una funcion que pasa por (2, 5), sabiendo que su derivada es:
f(x) =2x%>+ 6x — 3
Sif'(x) = 2x2 + 6x — 3 > f(x) :£X3+3X2—3X—|—k
Como la funcion pasa por el pumg (2.5 2f(2) =5
3-8+12—6+k:5—>k:—£
3 3

f(x) = %)(34—3)(2—3)(—E

119. La recta tangente a una funcion f(x) en el punto de abscisa x = 2 esy = 5x — 7. Halla el valor
de la funcion y de su derivada en el punto de abscisa 2.

La de larecta es 5, por tanto f'(2)=5.

Como larecta estangenteafenx=2 —f(2)=5-2-7=3

120. Larectay = ax + b pasa por (1, 6) y (2, 8) y es tangente a la curva g(x) en x = 0. Halla el valor
de g(0) y g°(0).

6=a+b

—a=2,b=4
8=2a+b} '

La ecuacion de larectaesy =2x + 4.

8(0)=y(0)=4 g(0)=y(0)=2
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., . . 1 11
121. La funcidn derivada de una parabola es una recta que pasa por los puntos <1, 3) y (—1, —7).

Halla la abscisa del vértice de esa parabola.
Como la ecuacion de una paradbola es y = ax? 4 bx + ¢, su derivada es y' = 2ax + b.

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos es:

—2 —6 2
Igualando coeficientes, resulta:

ZCI)(:3><—>G:3

P |
2
5
. - 2 _5
La abscisa del vérticees: x = — = ——+7- = —
2a 7.3 6
2

122. Sitrazamos la recta tangente y la recta normal a la funcion f(x) = x® — 12x%> + 42x — 40,
en el punto (3, 5) se forma, con los semiejes positivos de coordenadas, un cuadrilatero.

Determina su area.

14
f(x) = 3x* = 24x + 42 1
f'3)=-3
La ecuacion de la recta tangente en (3, 5) es: 1$
y—5=-3x—-3>y=-3x+14 BEEEEIEELNE IR X
Y la ecuacion de la recta normal es: \\

y—5:%(x—3)—>y:%x+4 \

14
El cuadrildtero tiene como vértices: (0, 0), (0, 4), (3, 5) y[ 2 O].
Para calcular su &rea se descompone en tres figuras:
- Elrectangulo de vértices (0, 0), 4, 0), (3,4) y (3, 0) mide 12 U2
3
- Eltridangulo de vértices (4,0), (3,4) y (3, 5) mide — u”

25
- El tridangulo de vértices (3, 5), (3,0) y[ ];1, O] mide ? us

Luego el &rea del cuadrildtero es: 12 + % + % = ? u?

123. Considera la curva f,(x) = ¥v5 — x y la recta de ecuacion f,(x) = ax. Calcula el valor de a para que
la recta tangente a f,(x) sea:

a) Perpendicularaf()enx = 1. b) Paralelaaf(x)enx = —A4.
)= 5= fhX)=2
a) f()=-7 (1) =2 2= dfoy=txi o I gy
b) #/(~4)=—1 (-4)=3 yoa=Tra)sy=—Txsl —>a=]
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124. (Cuanto tiene que valer a para que la funcién f(x) = x In x — ax tenga, en el punto de abscisa e,
una recta tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante?

La bisectriz del primer cuadrante es: y = x
Esta rectay la recta tangente son paralelas si sus pendientes son iguales.
La pendiente de la recta tangente a la funcién, en x = e, es:
G 1 ;
f=Inxtx——a=hxtl—a—>fle=2—a
X
Entonces, tenemos que:2 —a=1—-a=1

125. considera la circunferencia de ecuacién x2 + y? = 20. Escribe la ecuacién de la recta tangente
en el punto de abscisa x = 4.

Consideramos la raiz positiva: y = /20 — x?
VYX)=——= y(4)=2 y(4)=-2

y—2=-2(x-4)—y=-2x+10

126. considera la funcién f(x) = x> — 4x + 6.

a) Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a su gréafica paralelas a las bisectrices de los cuadrantes.
b) Halla el punto de corte entre ellas y el de cada una con el eje de coordenadas X.
¢) Determina el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos anteriormente hallados.

a) f(x)=2x-4

La bisectriz del primer y tercer cuadrantes es y = x y tiene pendiente 1.

_ 5 A2122
2X*4—1~>X—2 [2] 4

Llamando r a la recta paralela a la bisectriz del primer y tercer cuadrantes:

/"y—g—x—§—>y—x—1
Yoo T2 T4

La bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes es y = —x y tiene pendiente —1.

B 3 7222
2X—4——'|—>X—2 [2} 1

Llamando s a la recta paralela a la bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes:

SRR DV
' 4 2 4
b) El punto de corte entre las dos rectas, ry s, es:
y=x—
4 —>X:2,y:z—>P[2,Z]
yo x5 4 4
4
El punto de corte de la recta r con el eje Xes: y — 0 = x ,%H X — %H p[%,o]
El punto de corte de la recta s con el eje Xes: y — o — ,X+%H X — ?H P[%,o]
c) La base mide %_%:% y la altura mide 2. Area, = Mzg u?
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127. considera la funcion f(x) = x® + 3x% + 4.

a) Calcula los puntos en que la gréfica de la funcion tiene recta tangente horizontal.
b) Escribe la ecuacion de la recta que pasa por €sos puntos.
¢) Halla los puntos de la curva que tienen por recta tangente una paralela a esa recta.

a) f(x)=3x>+6x=0—x,=0,x,=-2 f(0)=4 f(-2)=8
Los puntos son (0, 4) y (-2, 8).
b) Si la ecuacion de la recta es de la forma y = mx + n, tenemos:

4=n

—M=-2,n=4
8=-2m+n

La ecuacion de larectaes:y=—-2x+4

c) La pendiente de la recta es —2: F(X)=3Xx"+6X=-2— X1:*1+§,Xz:*1*§

2X—9
x—3"
a) Calcula los puntos de corte de esta funcion con los ejes de coordenadas.
b) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva en cada uno de esos puntos.
¢) Halla el area de los tridngulos que determinan esas rectas con los ejes de coordenadas.

128. considera la funcién f(x) =

) =—=
(x-3)
a) Corte con el eje X: ZX:; =0— X :% Corte con el eje Y: 2 O: 2.3
b) f[gJ:g y:%x—é f'(O):% y:%x+3
c) Calculamos los puntos de corte con los ejes de la recta y = gx —6:
CorteconelejeY: X=0—-y=-6 CorteconelejeX: y=0— x :%
Area del tridngulo que forman: A = b-h_96_ % u?
Calculamos los puntos de corte con los ejes de la recta y :%x+3 :
CorteconelejeY: Xx=0—y=3 CorteconelejeX: y=0—x=-9

Area del tridngulo que forman: A = b-h_39_27 .,

129. Se lanza verticalmente una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 49 m/s desde la parte
superior de un edificio de 39 m de altura. Su altura h(t) sobre el suelo después de t segundos esta
dada por h(t) = 39 + 49t — 4,9t2. Determina la velocidad media de la pelota en cada uno
de los siguientes intervalos.

a) [0,1] b) [4, 6] ¢ [11,13]
¢Qué se puede concluir acerca del movimiento de la pelota?
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a) N-h(0) 831-39 , . b) N6)—h(4) _156,6-156,6 _ o ¢ h(18)-h(1m)_o0-0_,
1-0 1 64 2 1311 2

En el primer intervalo la pelota estd subiendo, y por tanto la velocidad media es positiva; en el segundo intervalo
la pelota recorre el mismo tramo hacia arriba y hacia abajo; en el ultimo intervalo la pelota ya esta en el suelo y
no se mueve, por lo que la velocidad media es cero.

130. El espacio recorrido por un objeto, en metros, en un tiempo, t, se expresa con esta formula.
e(t) =4t2+ 2t + 1
a) ¢Qué espacio ha recorrido a los 4 segundos? ;Y a los 7 segundos?
b) ¢Cuél es la velocidad media que ha mantenido entre los 4y los 7 segundos?

a) Alos 4 segundos:e =73 m Alos 7 sequndos: e =211 m

b) TVM. (4, 7)) = y =46m/s

131. El espacio, en metros, que recorre un movil en funcion del tiempo, en segundos, viene descrito
por la expresion:

2
e(t) = =t +t
(® 3

Calcula la velocidad instantanea del movil a los 3 segundos.

f'<r>:§r+1—>f'(3>:5

La velocidad instantanea del movil a los 3 segundos es de 5 m/s.

PARA PROFUNDIZAR
132. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primavera)
La mayor inclinacién de la funcién f(x) = sen x s
1 2 3 4
en uno de sus puntos es: 2
La recta tangente a f(x) = x® — 2x2 + 1en (1, 0),
ademas de tocar a la curva en (1, 0), la corta () (=1, —4) 21 (3,10 (=2,—11)

también en:

;Cual de las siguientes rectas es tangente
;f(x)zxz—3gx+1v . y=x+1 y=2x+3 y=3—-8 y=-3 y=3x—1

Siflx) = % entonces la derivada n-ésima nl nl n! n (="
de la funcion es:

X+ X+ St S Shl

o f(x)=cosx Toma valoresentre -1y 1, por tanto la mayor inclinacién de la funcion es 1.

O f(x)=3x*—4x f(1)=-1 La recta tangentees: y = —(x—1)=—-x+1
X =2X"+1= X +1- X -2+ Xx=0— X, =0,X, = X; =1 Corta también en el (0, 1).
O f(x)=2x-3=3—-x=3-y=1 y—-1=3(x-3)—y=3x-38

La recta tangente es y = 3x — 8.

0 0=—% =3 F(x0) =7 =25
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133. Obtén la expresion algebraica de una funcion que pasa por (2, 5), sabiendo que su derivada es:
fx) =2x24 6x — 3

Si f'(X)Z2X2—|—6X—3—>f(x):%)ﬁ_;_gx?_gx_'_k

Como la funcion pasa por el punto (2,5) — f(2) =5

2 8+12-6+k=5k=-12
3 3

flx) = %)(34—3)(2—3)(—E

134. Sif(x)y g(x) son funciones inversas, es decir, (g - f )(x) = x, {se verifica que (g’ - f)(x) = x?

No se verifica. Si se consideran las funciones f(x) = x* y g(x) = 3/; se tiene que
son inversas ya que cumplen que: (g o f)(x) = x
Sin embargo, resulta que: (g' o f')(x) = g'(f'(x)) = g'(3x%) = 1 1

* X
3B 3x39x

Luego f'(x) y g'(x) no son funciones inversas.

sen x

135. Sea f(x) = arc tg ——— . Estudia si f(x) y f’(x) son constantes.
1+ cos x
Pl 1 . cos x(14 cos X) + sen’x _ cos x + 1 _
sen x (1+ cos %’ (14 cos x)* + sen* x
T 14 cos x]
cos x + 1 _ cosx+1 1

14+2cos x+cos’ x+sen’ x  2cosx+2 2

Al ser f'(x) constante y no nula, la funcion f(x) no es constante.

136. Verifica que si un polinomio tiene una raiz doble, también lo es de su derivada.
Resuelve la ecuacion 12x® — 16x2 + 7x — 1 = 0 sabiendo que una de sus raices es doble.
Si un polinomio tiene una raiz doble g, entonces: fix) = (x — a)* - p(x)
fl) =26 —a)- pl) + x—a)’ - p') = x—a2p) + (x — a)- p'K¥)]
Por tanto, a es también una raiz de la derivada.
Sea flx) = 12> —16x% + 7x — 1.

1
Como f(x) = 36x? — 32x + 7, resulta que: 36x* —32x +7 =0 — %

Y como una de las raices es doble coincide con una de las anteriores:

f[;]:0—>12x3—16x2+7x—1 [x—;] (12 =10x 4-2)

X =
12 —1x+2=0—

!
2
1

X=—

3

Las soluciones de la ecuacion son:i (doble) y i
2 3
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137. Demuestra que la recta tangente a una circunferencia en un punto es perpendicular al radio

de dicha circunferencia en ese punto.
Sea una circunferencia centrada en el origen de coordenadas de radio r: x* + y? = r?
—2x X

Y
\ Siy=~Nrrt—x* sy = =i
W — Vi —x?

/ (@ b)
La recta determinada por el radio de la circunferencia que pasa por este punto es:

J N
LI SN,

Entonces la ecuacién de la recta tangente en un punto (g, b) es: y —b = ——(x — a)

138. Demuestra que una funcién que no es continua en un punto no puede ser derivable en ese punto.
Sea una funcién f(x) que no es continua en x = xo. — /iM f(x)=f(X,)
el

Si la funcidn es derivable en x = xo, entonces existe el limite:
=1 lim (f (X, + M) = (xo))=1-lim h — {im (f (x, + h) = f(Xo))= 0 — lim f (X, + h) = lim f (x,)

- f(Xg+h)—1f(x

i 06+ 1) = F(x,)

h—0 h

Esto no es cierto porque la funcién no es continua en x = xo, y la funcién no puede ser derivable en ese punto

139. Para hallar la derivada de la funcion implicita tienes que suponer que y es una funcién derivable

con respecto a x y aplicar la regla de la cadena.
Utiliza esta técnica para calcular la derivada de las funciones implicitas que aparecen

a continuacion.
a) y° — 2xy? = 3x% b) 3xy + y3 = 2x
a) Y2y —2y? —2x2yy = 9x%y +3x°y’ b) 3y 4+ 3xy +3y’y'=2
y'(3y* —4xy —=3x°)=9x7y +2y? y'(3x +3y*)=2-3y

2-3y

X%y +2y* ,
y= 3x 4 3y?

V= 3y? —Axy —3x°
1 1 1

140. Demuestra que la ecuacion de la recta tangente a la curva xz + yz = az, siendo a un niimero real

positivo, en el punto P(x,, ¥,), se puede escribir de la siguiente forma:

X y 2
—l+_l_a2
L £

(Premio extraordinario de Bachillerato)

Derivamos implicitamente:
NA

y’(Xo):_\/X—O

1 .
— 4 V=0 Y =2
2&+2ﬁy RN W

Calculamos la recta tangente que pasa por el punto P(xo, yo) :
Wo V=Yo X=X X Y Yo X

V—Yo=—=(X—X,) — + =04+ =204 20
2 o e d W W
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Derivada de una funciéon

Yo

Comprobamos que \/y_o + \/X_o = a2
Yo Xo 7y0\/X—0+X0\/%,<y0\/Z+XOM)m, _ %
NN N X, = Por =
MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢Qué es el costo marginal de la produccion del que se habla en el texto?

El costo marginal es la derivada del costo total de produccion con respecto a la produccidn.

2. Explica qué es el término insumo que también aparece en el texto anterior.

Los insumos son todos los elementos necesarios para producir un bien.

3. ¢Por qué se puede considerar el costo marginal de produccion como una derivada?

Porque mide la tasa de variacién del coste entre la variacion de la produccién.

4. Teniendo en cuenta la funcion de costo, ;qué signo crees que tendra el parametro a?

Positivo.

5. Halla la funcién del costo marginal en el ejemplo de la manufactura de medicamentos siay b
soh humeros reales.

Funcién costo: f(x) = 3ax? + 2bx

6. ¢Qué tipo de funcién es el costo marginal?

Es una funcién cuadratica cuya representacion es una parabola cdncava; en el eje de abscisas se representa la
produccion y en el eje de ordenadas los costes.
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