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Capitulo 1

Algebra

1.1.

Sistemas lineales de ecuaciones

Problema 1 Resolver el siguiente sistema:

20—  y+ 2z=1
z+ y— z=3
Jz+ 2y+ z2z=5
Solucién:
13
TR
20— y+ 2z=1 1
T+ y— z2=3 = y=-
3o+ 2+ z=5 2
T
TR

Problema 2 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes sis-

temas:
r— y+ z=1 z+ y+ z=1
224+ y— 2z2=2 ; 2v+ y— z2=2
z+ 2y— 3z=1 2z+ z=3
Solucién:
r— y+ z=1 =1+ %z
2+ y— 2z=2 Sistema Compatible Indeterminado =—= ¢ y = %z
z+ 2y— 3z=1 z=2z
z+ y+ z=1 x="17/5
2x+ y— =z =2 Sistema Compatible Determinado = { y = —3/5
T+ z=3 z=1/5
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Problema 3 Resolver y discutir los siguientes sistemas:

Solucion:

r— y+ z=1 r+ y+ z=4
dz+ y— z2=2 r— y+ z2=2
20+ 2y— 2z=1 3z4+ y— z=1
r— y+ z=1 xr=3/4
3z+ y— z2=2 = y=-1/4+=z
224+ 2y— 2z=1 z=z

z+ y+ z=4 x=3/4

z— y+ z=2 = y=1

3x+ y— z=1 z2=9/4

Problema 4 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes sis-

temas:
Solucion:
3x— y—
T+ y+
20— 2y—
T+ Y-
3r— y+
T+ Y-
Problema 5
temas:
Solucion:
T+ 2y—
20— y—
3z+ y+

3z—  y— z=1 z+ y— =z=1
T+ y+ z=2 dr— y+ z2=0
20— 2y— 2z2=-1 4+ y— 2z=1
z=1 x=3/4
z =2 Sistema Compatible Indeterminado = ¢ y =5/4 — 2
2z =-1 z=2z
z=1 x=1/4
z =0 Sistema Compatible Determinado = { y = 3/4
2z =1 z=0

Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes sis-

z+ 2y— z=1 z+ y + z=1
20— y— z2=0 ; z+ 2y — z=2
3z+  y+ 2z=2 22+ 3y =4
z=1 x=17/20
z =0 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = 9/20
22 =2 z=1/4
z+ y + z=1
z+ 2y — 2z =2 Sistema Incompatible
2z+ 3y =4
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Problema 6 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes sis-

temas:
20— 2y— 2z=-1 z+ y— 2z=1
3z— y— z=1 ; 3z— y+ 2=0
x+ Y+ z=2 + y— z2z=1
Solucién:
20— 2y— 2z=-1 x =3/4
Jx—  y— z=1 Sistema Compatible Indeterminado = { y =5/4 —z
z+ y+ z=2 z=2z
x+ y— 2z=1 r=1/4
3z— y+ z=0 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = 3/4
x4+ y— z=1 z=0
Problema 7 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes sis-
temas:
20— y— z=0 22+ 3y =4
z+ 2y— z=1; T+ 2y — z=2
3z+  y+ 2z=2 z+ y + z=1
Solucién:
20— y— z2=0 x=7/20
x+ 2y— z=1 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = 9/20
3z+  y+ 2z=2 z=1/4
2z+ 3y =4
z+ 2y — 2z =2 Sistema Incompatible
+ y + z=1
Problema 8 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes sis-
temas:
z+ 2y— z=1 z+ y + z2=2
r— 8y+ Hz=1 ; 20— y — z=1
20— y+ z2=2 3z+ y — z=4
Solucién:
z+ 2y— z=1 aczl—%)\
x— 8y+ bz=1 Sistema Compatible Indeterminado = < y = %)\
20— y+ z=2 z=A
T+ y + z2=2 r=1
2r— y — z=1 Sistema Compatible Determinado = ¢ y =
3z+ y — z=4 z=0
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Problema 9 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes sis-
temas:

20— y+ 2z = 1 z+ y —z2 =0
T— z= 2 22+ y =
x— 2y+ Tz= —4 T+ 2y 4z =1
Solucién:
20—  y+ 2z= 1 =2+ A
x— z= 2 Sistema Compatible Indeterminado = ¢ y = 3 + 4\
T— 2y+ Tz= -4 z=A
x+ y —z =0 x=5/4
22+ gy =2 Sistema Compatible Determinado = { y = —1/2
x+ 2y +z =1 z=3/4

Problema 10 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

2r—  y+ 2z = 1 z+ y —2 =0
T— z = 2 204+ y =2
T— 2y+ Tz= —4 z+ 2y 4z =1
Solucioén:
20— y+ 2z= 1 T=24+A
T— z= 2 Sistema Compatible Indeterminado = ¢ y = 3 + 4
r— 2y+ Tz= -4 z=A
+ y —z =0 x=>5/4
2+ y =2 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = —1/2
x4+ 2y +z =1 z=3/4

Problema 11 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

z— y+ z=1 r— y— 2z =2
2z+ z=1 ; 2z+ y— =z =1
z+ 3y— z=25 z— y+ 2z =3

Solucion:

z— y+ z=1
2x+ z =1 Sistema Incompatible = No Tiene Solucién
z+ 3y— z=5

x— y— z =2 x=11/9
2x+ y— z =1 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = —10/9
x— y+ 2z =3 z=1/3
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Problema 12 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

r— 2y+ =z=1 z+ y+ z=2
204+  y— 2z2=2 ; 20— y— z=1
3z— y— z=3 z+ y— 2z=0

Solucién:

x— 2y+ z=1 xr=1+3/5\
2z+ y— 2z=2 Sistema Compatible Indeterminado = ¢ y = 4/5\
3z— y— z=3 z=A

z+ y+ z2=2 =1
2z— y— z=1 Sistema Compatible Determinado = ¢ y =1/3
x+ y— 22=0 z2=2/3

Problema 13 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

r— y— z=0 z+ y+ z=1
20+ y+ z=4 ; 3x— 2y— 2z=3
32— y+ z2=3 dr— y— z2=28
Solucién:
z— y— z=0 r=4/3
2z+ y+ z=4 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = 7/6
3x— y+ z=3 z2=1/6

x+ yt+ z=1
3r— 2y— 2z=3 Sistema Incompatible
dr— y— z2=28

Problema 14 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

x+ y+ z=5 z+ y— z=3
z— 3Jy+ z=4 ; 3z4+ y— 2z2=95
204+ y— z=2 2z— z=2
Solucién:
x+ Y+ z=5 x=13/6

x— 3y+ z=4 Sistema Compatible Determinado — ¢ y =1/4
2+ y— z2=2 z=31/12
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r=1+=-A
r+ y— z=3
3z+ y— 2z =15 Sistema Compatible Indeterminado = y=2+ -\
2r— z=2
z=A

Problema 15 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

4+ 2y— z=-1 T+ y+ z=3
rT— Y =1 ; T— Y+ 2z=2
22+  y— z=0 2z+ y— z2z=4
Solucién:
z+ 2y— z=-1 r=1/3+1/3X
x— y =1 Sistema Compatible Indeterminado = ¢ y = —2/3 4+ 1/3A
20+  y— z=0 z=A
x4+ y+ z=3 x=13/7
r— y+ 2z =2 Sistema Compatible Determinado = =5/7
2v+ y— z2z=4 z=3/7

Problema 16 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

r— y— z=0 r+ yt+ z2=2
20+ y— z=2 ; 3z— y+ 2z=3
x— 2y+ z2=3 20— 2y+ z2z=17
Solucién:
r— y— z2=0 x=12/7
2z+ y— z=2 Sistema Compatible Determinado — { y =1/7
x— 2y+ z=3 z=11/7

z+ y+ z=2
3r— y+ 2z =3 Sistema Incompatible
2c— 2y+ z=17

Problema 17 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

3rz— y— z=1 + y— z=1

r+  y+ z=2 3z— y+ z2z=0
20— 2y— 2z=-1 z+ y— 2z=1
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Solucién:
3x—  y— z=1 x=3/4
T+  y+ z =2 Sistema Compatible Indeterminado = ¢ y=5/4 — z
20— 2y— 2z=-1 z=2z
z+ y— z=1 r=1/4
3z— y+ z=0 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = 3/4
x4+ y— 2z=1 z=0
Problema 18 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:
z+ 2y— z=1 z+ y + z=1
20— y— z2=0 ; T+ 2y — z2=2
Jz+  y+ 2z=2 22+ 3y =4
Solucién:
z+ 2y— z=1 x="17/20
2r—  y— z=0 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = 9/20
3x+  y+ 2z=2 z=1/4
+ y + z=1
x+ 2y — 2z =2 Sistema Incompatible
2z+ 3y =4
Problema 19 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:
T— Y =2 r— 2y+ 2=
—z+ 2y+ 3z=-1; y— 2=
T+ y+ 6z =4 3z+ 2y+ z=-1
Solucién:
xT— oy =2 xr=3—3\
—x+ 2y+ 3z = —1 Sistema Compatible Indeterminado = { y =1 — 3\
r+ y+ b6z=4 z=A
r— 2y+ z=1 r=1
y— z =1 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = —1
3z+ 2y+ z=-1 z=—2
Problema 20 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:
T— Yy =2 r— 2y+ z=1
—z+ 2y+ 3z=-1; Y— z =
z+ y+ 6z=4 3z+ 2y+ z=-1



12 CAPITULO 1. ALGEBRA

Solucién:
T— oy =2 r=3-—3\
—x+ 2y+ 3z=—1 Sistema Compatible Indeterminado = { y =1 — 3\
x+ y+ 6z=4 z=A
T— 2y+ z=1 z=1
y—  z=1 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = —1
3z+ 2y+ z=-1 z=-2

Problema 21 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

T+ y+ z= 6 T+ y— z2=2
T — 2z= -5 ; 20— y+ z2z=0
20— y+ 2z = 6 z— dy+ oSz=1
Solucién:
r+ y+ z= 6 rz=1
T — 2z = -5 Sistema Compatible Determinado — { y = 2
20— y+ 2z= 6 z=3

z+ y— z2z=1
3z— y+ 2z =0 Sistema Incompatible
z+ y— 2z=1

Problema 22 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

z+ 3Jy— =z= 0 z+  y+ 3z= 2
20+  y+ 4z = 1 20— y+ 2z2= -1
S5y— 6z= -1 3z+ 2y+ Tz = 5
Solucioén:
z+ 3y— z= 0 x=3/5—13/5\
2z+ y+ 4z= 1 Sistema Compatible Indeterminado = y = —1/5+6/5\
S5y— 6z= -1 Zz=A
z+ Y+ 3z= 2 r=2
2r— y+ 2z= -1 Sistema Compatible Determinado = ¢ y =3
3z+ 2y+ Tz = 5 z=—1

Problema 23 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

2z+ y— 2z= 5 T— Y+ z= 2
x— y— 2z= 0 ; 2z4+ y— 4dz= -1
3z— 2y— 3z= 4 —4x— bSy+ 14z= 9
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Solucién:
224+ y— 2z= 5 z=3
xr— y— 2z= 0 Sistema Compatible Determinado = ¢ y =1
3z— 2y— 3z= 4 z=1

rT— Y+ z = 2
2¢+ y— 4z = —1 Sistema Incompatible
—4z— bdy+ ldz= 9

Problema 24 Discutir y resolver por el método de Gauss los siguientes
sistemas:

z— 2y+ =z=1 z+ y+ z2=2
20+ y— 2z2=2 ; 20— y— 2=
3z— y— z2=3 z+ y— 22z=0

Solucién:

r— 2y+ z=1 x=1+3/5\
2z+ y— 2z=2 Sistema Compatible Indeterminado = ¢ y =4/5\
3r— y— z2=3 z=2A

z+ y+ z=2 r=1

2z— y— z=1 Sistema Compatible Determinado = ¢ y = 1/3
x+ y— 2z2=0 z2=2/3
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1.2. Logaritmos y exponenciales

Problema 25 Calcular:
1. log(z? +2) —logz =1
2. 471427 —1=0
Solucién:
1. log(2? +2) —logz = 1 = x = 0,2041684766, = =9, 795831523
2. 4771427 1 =0= z=-0,2715533031
Problema 26 Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:
1. 3.227 b _gefl _2 =9
9 gT+2 _gz+l _ 1 _
Solucioén:
1.3.2227t 2ol _9=—0=z=1

2. 3572 32t 1 =0 = 2 =2 = —1,630929753

Problema 27 Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:
1. 3.220F2 27l _ 6 =
2. 577 —57Fl 4 1=0

Solucién:
1. 3.22042 _9ttl 6 =0 = 2 = —0,3303678915

2. 5571 57+ 4 1 =0 = 2 = —0, 9746358686

Problema 28 Resolver las ecuaciones:
I.Inl—2)—lnz=1
2. log(5 — 2?) —logz = 1 + log(x + 1)
3. logz —log(2? —2) =1 —logx

Solucion:

(1—x)

X

I.Inl—2z)—lnz=1=1n =Ilne =

l—r=ex = x= L = 0,2689414213.
e+1
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2

2. log(5—2?%) —logz = 1+log(z + 1) => log =logl0(z +1) =

1Hz? + 10z —5 = 0 = = = 0,3585701736, = = —1,267661082(no
vale).

2

3. logz —log(z? —2) = 1 — logz = log 75 = log10 = 922 =
l’ —
20 = x =1,490711984; = = —1,490711984(no vale).

Problema 29 Resolver las ecuaciones:
I.Inz —In(1—2z)=1
2. log(7 —2?) —logz =1
3. log(2x + 3) +logz = —1
Solucidn:

1. lnx—ln(l—a:)zlzlnizlnez

(1-2)
T=e—er— 1= —— =0,7310585786.
e+1

2

2. log(7 — 2?) —logz = 1 = log =logl0 = 2® + 10z — 7 =
x
0 = z = 0,6568542494, = = —10,65685424 (no vale).

3. log(2z + 3) +logz = —1 = log(22? + 3z) = log10™! = 2022 +
30x —1=0= z =0,03262379212; = = —1,532623792(no vale).

Problema 30 Resolver las ecuaciones:
1. log(zx+1) —logx =1
2. log(z +3) +logz = —1
3. log(3 — 2?) — log(2z) = 1
Solucién:

1. log(zx +1) —logx =1 = log =logl0 =

(x+1)

1
r=—.
9
2. log(z+3) +logz = —1 = logz(z +3) =log 10 = 102?430z — 1 =
0 = 2 =0,329, = = —30(no vale).
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2

3. log(3 — 2?) — log(2z) = 1 = log =1log10 = 2 + 202 — 3 =

0= 2z =0,149; x = —20(no vale).

Problema 31 Resolver las ecuaciones:
1. logz — log(x — 3) = log(2x)
2. logz —log(x — 1) =2

3. log(2 + 2?) —logz =1

Solucioén:
1. logx — log(z — 3) = log(2z) = log . f 3 = log(2z) = a2 — bx =
0= z=7/2.
x 100
2. logx —log(xz — 1) —2:>10g$_1 —log100:>:c—®.

2

2
3. log(2 + 22) —logz = 1 = log e =logl0 = 22 — 10z + 2 =

0= z=29,795; z=0,205.

Problema 32 Resolver las ecuaciones:
1. logz? — log(z +1) = 1+ log(x — 1)
2. log(3xz +5) —logx =2
3. log(z + 1) + log(x — 1) = log(25x) — 2

Solucion:

2
1. log2? —log(x + 1) = 1 +log(z — 1) = log

=logl0(z — 1) =

z+1
V1
22 —10(2? 1) =0 = x:TO.
3z +5 5
2. log(3z +5) — logx =2 = log Tt :logloo:m:&.
2bx

3. log(x + 1) + log(x — 1) = log(25z) — 2 = log(x? — 1) = log 10—
402 — g —4=0= 2z =1,133; = = —0, 883.



1.2. LOGARITMOS Y EXPONENCIALES 17

Problema 33 Resolver las ecuaciones:
1. log(z +1)? —logx = 1 + log(27)
2. log(2z +1) —logx =3

3. log(z+1) +log(x —1) =2+ logx

Solucidn:
1. log(x +1)? —logz = 1 + log(2z) = log (a:—;l)Q = log 20r =
x=0,288 y x = —0, 1827 que no vale.
2. log(2z + 1) —logz = 3 = log et =log 1000 = z = 998"

3. log(z 4+ 1) +log(z — 1) = 2 + logz = log(z* — 1) = log(100z) =
% — 100z — 1 =0= x = 100,01; = = —0,01(no vale).

Problema 34 Resolver las ecuaciones:
1. log(z + 3) + logxz = 2log(x + 1)
2. log(4x + 1) +log(2z) = 2
3. log(3x — 1) —log(z +2) =1+ logx
Solucion:
1. log(z + 3) 4+ logz = 2log(z + 1) = log(x? + 3z) = log(z + 1)* =
=1

2. log(4x + 1) + log(2z) = 2 = log(8z* + 2z) = log100 = z =
3,413, = = —3,663(no vale).

3z —1
3. log(3z — 1) — log(x +2) = 1+ logz = log ’

= log(10z) =
T

1922 + 172 +1=0= z = —0,061 (no vale); z = —1,639(no vale).

Problema 35 Resolver las ecuaciones:
1. log(3z — 1) +log(z — 1) =1+ logz
2. log(4z +3) —logz =1
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3. log(z —2) —log(x +3) =1+logz
Solucioén:

1. log(3z—1)+log(z—1) = 1+log z = log(3z°—z—3z+1) = log 10z =
322 — 14r+1=0= 2 = 0,0726(No vale) y = = 4,594.

4 3
2. 10g(4:L‘+3)—10g3::1:>logi =logl0 = 4z + 3 = 10r =
x

1
x _— 5.
x—2
3. log(z —2) —log(z +3) = 1+ logx = logm 5 = log(10z) =
102 +292 +2 =0 = x = —0,07; £ = —2,83(no vale ninguna de
las dos).

Problema 36 Resolver las ecuaciones:
I.Inl—2)—lhz=1
2. log(5 — 2?) —logz = 1 + log(x + 1)
3. logz —log(2? —2) =1 —logx
Solucioén:

1.Inl—2)—lnr=1=1n =lne =

(1—=)

1
l—z=ex=—=2=——=0,2689414213.
e+1

2

2. log(5—22) —logx = 1 +log(z+ 1) = log =logl0(z+1) =

1122 + 102 — 5 = 0 = z = 0,3585701736, = = —1,267661082(no
vale).

2

3. logz —log(z? —2) = 1 — logz = log 75 = log1l0 = 922 =
x J—

20 = z = 1,490711984; z = —1,490711984(no vale).

Problema 37 Resolver las ecuaciones:
l.Inz—In(l—2z)=1

2. log(7 — 2?) —logz =1
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3. log(2z +3) + logz = —1
Solucién:

1. lnx—ln(l—w)zl:lnizlnez

(=)
G =e—er — 1= ——— = 0,7310585786.
e+1

2

2. log(7 — 2%) —logz = 1 = log =logl0 = 2° + 10z — 7 =
x
0 = z =0,6568542494, = = —10,65685424 (no vale).

3. log(2z + 3) +logz = —1 = log(22% 4 3z) = log10™! = 2022 +
30x — 1 =0= 2 =0,03262379212; = = —1,532623792(no vale).

Problema 38 Resolver las ecuaciones:
1. log(2 —z) —log(x — 1) =2
2. log(3 — 2?) —logz = 1 + log(z + 2)
3. 42*~1.9z+5 _ g9+l
4. 4772 27l _3 =0

Solucion:

1. log(2—z) —log(z —1) =2 =1n i: =log 100 =

101z =102 = z = 102
T = 1‘—101.

2

2. log(3 —2?) —logx = 1 +log(z + 2) = log =log10(zx +2) =
112° 4202 —3 =0 =z = 0,139, x = —1,958(no vale).

T =2,4142

ac2—1_ z+5 _ z+1 2 _ 9 _
4 2 32 == 4dxr — 2 0:>{x——0,414

t=33,435 = x = 5,063

4 2 3=0= t"-32t—-48 =0 = { t = —1,435 no vale

Problema 39 Resolver las ecuaciones:
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1. log(5 —z) —log(z +1) =2

2. log(5 — 22) —logz = 1 + log(x — 1)
3. 2log(3—xz) —1=logx

4. 9271, gz—5 _ goz+1

5. 907t 32l _3=0

Solucidn:
d—x
1. log(b —z) —log(x + 1) = 2 = log 1 = log 100 =
x
95
101z = — -
0lx 95 == 101

2

2. log(5—2?) —logz = 1 +log(x — 1) = log =logl0(z —1) =

1z? =10z — 5 = 0 = 2 = 1,267661082, = = —0,3585701736(no
vale).

3.2log(3—z)—1=loger = 22 -~ 160 +9=0= x=0,584, = =
15,416(no vale).

x =5,772001872

22-1 42-5 _ qoz+l 2_ — =

= 27,96547614 = z= = 3,031980243

t
z—1_az+l o _ 2_ — =
9 3 3=0= t"-271-27T=0= { t = —0,9654761414 no vale

Problema 40 Resolver las ecuaciones:

1. log(z +1)? —logz = 1 + log(27)

[\]

. log(2x +1) —logz =3

3. log(z +1) +log(x —1) =2+ logx
4. 3;B2—1 . 9z—5 — 27;B+1

5. 32:1571 4 3x+1 —1=0

Solucion:
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1. log(z +1)? —logx = 1 + log(2z) = log = log 20x =

(x+1)2

x=0,288 y x = —0, 1827 que no vale.

1 1
=1logl000 = = = —

2
2. log(2z + 1) —logz = 3 = log z 998"

3. log(z + 1) + log(xz — 1) = 2 + logz = log(z* — 1) = log(100z) =
22— 100z — 1 =0 = z = 100,01; = = —0,01(no vale).

4. 37771 9r=5 — g7rtl — 22 514 = 0 = gz = 4,274917217 y
x = —3,274917217

t2
32x—1+3x+1_1:0:>§+3t_1:0:>

t =3 = —9,321825380 No Vale y t = 3" =0,3218253804 = x = —1,031980243
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1.3. Inecuaciones

Problema 41 Resolver las siguientes inecuaciones:

22 —2x—15 x—1

< —_— >0
x—1 - 2243z +2
Solucion: )
—2x — 15
%go:\,(—oo,—?,]u(m]
LL‘_

x—1
- 2> 0= (-2,-1) U]l

Problema 42 Resolver las inecuaciones siguientes:

3r—1 =z T
—_Z>1-Z=
2 3~ 2
22 —2x —15
2. ————— <0
2+x—2 ~
Solucion:

133:—1 33>1 x:>[9+>
. - = - — — . 400
2 3~ 2 10’

2_2x—15
9. L 70 0= [-3,-2)U(L,5]

2+ -2
Problema 43 Resolver las inecuaciones siguientes:

2$—1+l‘—|—1> x

1. 1——

3 2 = 2
2?4+ x—2
. —— <0
2+ 22 —15 ~
Solucion:
20 —1 xz+1 T 1
1. >1— == |[=
5 T3 173 [2’+°°)
g Wtz —2 <0= (=5,-2]U[L,3)
T 2420 —15 ’ ’

Problema 44 Resolver las inecuaciones siguientes:

L {_2x+1<1:71
2 6 - 3

2
¢ —x—2
2. ——— <0
2420 -3~
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Solucion:
r 2x+1 r—1
L= = < — |1
2 6 — 3 [1,+00)
M<0:>( 3,—1] U (1,2]
T2 422 -3 ’ ’

Problema 45 Resolver las inecuaciones siguientes:

r—1 x<m+3

1. ——<
5 10 2
22 —2x—3
2. ———— >0
2+r—2 —
Solucion:
r—1 T T+ 3 17
1. - =< — |-
5 10— 2 [ 4’+°°>
22 —2x—3
2. ——>0= (—00,—2)U[-1,1)U[3
2 0= (~0,2) UL 1) U3, o0)

Problema 46 Resolver las inecuaciones siguientes:

1.x+1_$+2<1 T

3 8§ — 12
22 —2x—35
2. ——M— >0
24+rx—6 —
Solucion:
r+1 x+2 T 22
1. — <1l-—-— —00, —
3 g = 12:>{°O’7]
22 —2x—35

Tra_g 20 (-0, —5lU(=3,2)U[T,00)

Problema 47 Resolver las inecuaciones siguientes:

3r+1 «x r—1

——-<1
2 3~ + 8
2 _ _

x 2z 3<O
T4+5 -

1.

Solucion:

3z+1 «x r—1
——<1
2 3~ +

x? —2x—3
— < 0= (—00,-5)U|-1,3
" <0= (—o0,—5)U[-L3

1. —00, —
— (-0 5]
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Problema 48 Resolver las inecuaciones siguientes:

1.§_3x+222_2x—1
2 5 10
2 _
T 5x+6<0
r+1 -
Solucion:
3 2 20 — 1
LI 2P (95, 4o0)
2 5
2
-5 6
TIOTED ) (—o0,~1)U[2,3]
x+1

Problema 49 Resolver las inecuaciones siguientes:

1'£_3x+2§1_az+1
4 3 12
2
2_%20
z—1
Solucion:
r 3x+2 r+1 19
1. = — <1- =
4 3 = 12 :>{ 8’+OO>
2
3 2
2. % <0= [-2,—1]U (1, 00)
x_

Problema 50 Resolver las inecuaciones siguientes:

ol oy e
2 3 2
22— 2z —15
> mye 2
Solucién:
1. 3$_1—$>1—x:>[9,+oo>
2 3~ 2 10

2
¢ —2x—15
— < 0= [-3,-2)U (1,5
Problema 51 Resolver las inecuaciones siguientes:

1. >1—- =

3 2 = 2
R

2. ————— <0
24+ 22 —15 —

20 —1 x+1 x
_|_
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Solucion:

24+ —2
. —————<0= (-5,—-2]U[1,3
s S0= (-5,-2U[1,3)

Problema 52 Resolver las inecuaciones siguientes:

5:B+1_3:—3<1_a:—3

1. <
3 6 2

22— 4x — 21 -0
T2 44x—12 T

:U2+6:U—7<
T x243x+2

Solucion:

5x+1_x—3< r—3
3 6 - 2

x? —4x — 21

9. L T2 5 0= (—00,—6)U[-3,2) U[7,0)

24+ 4x—12 —

22 +6x -7
3. ——7———< 0= |-7,-2)U (1,1

25
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1.4. Ecuaciones no lineales y sistemas

Problema 53 Calcular:

1. Ve+1l—yVor—-1=1

9 { 22 —2y2 =1

T+y=2
Solucién:
5
1. \/:c+1—\/x—1:1:>aczz

1 =+7+4=6,645751311
2?2 -2 =1 y1 = —/7 —2 = —4,645751311
2. —
T4y=2 xy =4 — /T =1,354248688

ys = VT — 2 =0,6457513110

Problema 54 Resolver las ecuaciones:

L Ve—1-vVzti=2

2. Ve +3—-Vr+2=1

3. V2r+1—Vz+3=1

Solucion:

1. Vo —1—+/x +1 =2 = sin solucién

2. Vz+3—-Vr+2=1= 2= -2

3. V2r+1—+Vr+3=1= z=10,29150262

Problema 55 Resolver las ecuaciones:

1. Ve —3++vVr—1=1

2. Ve +4—r—-5=2

3. V3z+1+Vr+1=2

Solucion:

1. vz — 3+ x —1 =1 = sin solucién

2. Vr+4—\r—-5=2= 2 =16,5625

3. V3r+1+Vr+1=2=2=0
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Problema 56 Resolver el siguiente sistema

-y =2
20 —y =3
Solucién:
T-y=2 r=2 y=1
20—y =3 x=-1/2, y=—4
Problema 57 Resolver el siguiente sistema
rT+y=
Solucién:
2 +y? =1 z=2, y=-L2
S

Solucion:

z-y=2~6 N r=2, y=3
z+3y =11 r=9, vy %

Problema 59 Resolver el siguiente sistema

rz+2y=0
Solucién:
{x2+y2:1 {x:—233,y:\é§
_ 2v/3 _ _ V3
T2y =0 T=0 Y=

Problema 60 Resolver el siguiente sistema

{(x+2)(y+2):9

Solucion:
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Problema 61 Resolver el siguiente sistema

{ (z+2)(y—3)=5

r-y=12
Solucién:
(x+2)(y—3)=5 x=3, y=4
e R P S
y= T=—5, Y= —3
Problema 62 Resolver el siguiente sistema
20—y =1
Solucién:
2 2
Tr 4yt =2 z=1, y=1
-1 = —_1 v 7
2 —y=1 T=—%,Y=—3

Problema 63 Resolver el siguiente sistema
z-y==06
z+2y=28

z-y==06 ] r= 2, y=3
rT+2y=28 z=6y=1
Problema 64 Resolver el siguiente sistema

-y =2
20 —y =3

Solucion:

Solucién:
T-y=2 r=2, y=1
{2x—y—3 ﬁ{ r=-1/2, y=—4

Problema 65 Resolver el siguiente sistema

z+y=0
Solucion:
2yt =1 =2 y=-¥2
z+y=0 x:_T{y:g
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Problema 66 Resolver los siguientes sistemas:

rTy=2 224+ 2y2 =6
3r4+2y=7" z—2y=0

Solucion:

Ty = N r=1 y=2
3r+2y="7 x=4/3, y=3/2

22+ 2y° =6 r=2, y=1
e
r—2y=0 r=2, y=-1

Problema 67 Resolver los siguientes sistemas:

2?4+ 2y% =19 ) z-y=10
3r—y=0 "~ br—y=5

Solucion:

2 +2y%2 =19 r=1 y=3
f—
3z—y =20 r=-1y=-3

-y =10 N r=—-1, y=-10
5T —Y =9 r=2,y=5

29
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1.5. Ecuaciones Polinémicas

Problema 68 Resolver las ecuaciones polinémicas siguientes:

z+1 x _q 1
2422 —-3 z+3 1—2
— 1 1
9 LT3 —9-
2—-—z—-2 2—=x 1+2x
Solucion:
r+1 T 1 1 N 1 1
) — =1- rT=—, r=—
2 +2xr—-3 z+3 1—2 2’
-3 1 1
2 i — =2— = =0, 2=

. =2
2 —-—xz—-2 2—=x 1+z

Problema 69 Resolver las ecuaciones polindmicas siguientes:

2x+ 3 B I B 1
"a22+20-15 3-z © a+5
2 -3r—-4 z+1 4z
Solucién:

2x+ 3 1 1

L - =2- — —4,183300132, = — 4, 183300132

P2 +2—15 33—z T~ = 4183300132, & = 4,18330013

2. S - -2 = x = —0,9437410968, = = 3,443741096

$273x74_:n+1: 4—z
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1.6. Varios
Problema 70 Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones:
I.In(2—2)—In(z+2)=1

2. 92—l _9r_ 19

3 2z — 5 1 T 2
a2 —4x—21 43 T—=x
2 _ _
n T 4x 21§O
T+ 1
5. VI +34 T =2
Solucion:
2(1—e)
n(2—z)—In(r+2) x e

2. 2221 _ 9% _ 1 =(0= z =0,4499

2¢ — 5 x 2
3, T g _ — 1= 6,2943, & = —0,79436
22 — 4z — 21 c+3 T-gz T v

2 _4r—21
4. 5T 75 o0 = (00, —3] U (~1,7]

r+1

1
.\/x+3+\/§:2:xzﬁ

ot

Problema 71 Resolver las ecuaciones:

1. V2z —1=2-2

2. log(l —x) —logz =2

3. 207 poetl 1 =9
Solucién:

I.V2r—1=2-2=2=1,2=5

2. log(l —z) —logz =2= 2= 11

3. 2071 ol ] = 0= 2 = —1,321928094
Problema 72 Resolver las ecuaciones:

1. log(z? — 1) 4+ 1 = 2log(z — 2)

2. 2214 ozt2 1

31
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rx—1 1 1
3. - —1-
2 —-2x—15 x+3 z—5
2 _
" T+ 2x 15>
2 —8x+7 ~

5. Ve +4—Vr—-1=1
6. V2r —1—+vor—-1=2

Solucion:

1. log(z? — 1) 4+ 1 = 2log(x — 2) = log 10(z* — 1) = log(z — 1)* =

922 + 4z — 14 =0 = x = 1,0446, = = —1,1231 y no vale ninguna
de ellas.

t2
2. 22”3_1+2$+2—1:0:>§+4t—1:0:>t:0,2426 t =

—8,2426(No Vale).

log0,2426

2% = (),2426 =5 1 = v ani —2,04310
A N S S S S S S S
22 —-2x—15 x+3 Tz —5
z = 6,424428900; z = —3,424428900
L :E2+2:v—15_(x—|—5)(x—3)>02>

22 —8x+7 (z—-1(x—-7) "
(=00, =5] U (1,3] U (7, 00)

Vr+d—yVr—1=1= z=5
V2 =1 o —1=2=— z=22 58300524

Problema 73 Resolver las ecuaciones:
1. log(z? — 1) 4+ 1 = 2log(z — 2)

9. 22:1571 4 2x+2 —1=0

r—1 1 1
3. - —1-
x2—-2x—15 x+3 z—5
%2 42z — 15
4, ——— >0
22 -8z +7

5. Vr+4—+vVr—-1=1
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6. V2r —1 -z —1=2
Solucion:

1. log(z? — 1) 4+ 1 = 2log(z — 2) = log 10(z% — 1) = log(z — 1)* =

922 +4x — 14 =0 = x = 1,0446, = = —1,1231 y no vale ninguna
de ellas.

t2
2. 22x*1+2$+2—1:():>§+4t—1=0:>t2072426 t =

—8,2426(No Vale).

log 0, 4494
9% = 0,2426 — 3 — 280 5 4310
log 2

z—1 1 1

- =1- — 12— 3r-22=0=
2 _9%2-15 z+3 -5 T

z = 6,424428000; z = —3,424428900

2?+2z—-15  (z+5)(z —3)

4 22 —8x+7 (z—1)(z—7)

>0 =

(—o0, —5] U (1,3] U (7,00)

Vi+d—yVer—-1=1= z=5
V20 —1—+Vr—1=2= 1z =22,58300524

Problema 74 Resolver las ecuaciones:
1. log(20x2 + 10) — 1 = 2log(z + 3)
2. 32x+1 4 3x—1 —92=0

. 1 -1 1
' 22—6x—7 x+1 x-7T
22 —6x—T
4, ————— <0
2 —z—6 —

5. Vr+3+Vr+2=2
6. V2r —1—+vVor—-1=1

Solucion:

2022 + 10
1. log(202% + 10) — 1 = 2log(z + 3) = log %

22 —6r—8=0= 2 =17,1231, z=—1,1231.

= log(z + 3)? =
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t
2. 32x+1+3x*1—2:0:>3~t2+§—2:0:>9t2+t—6:0:>t:
0,7628, t = —0,873 (No Vale).

log 0, 7628
30— (728 — 1 = -5 20 () 9465
log 3
1 -1 1 14
31— _ _ — = — 46T
2—6r—-7 z+1 z—7 T3

./,U2— T — xT xr —
1Y _6$_67: E;;;Ex_g <0— (—2,-1]U (3.7

23
5. VI +3+Vr+2=2=— $:—1—6:x:—1,4375

6. V2r —1—Vor—-1=1= x=5, z=1

Problema 75 Resolver las ecuaciones:
1. log(z? + 14z + 14) — 1 = log(x + 1)

2. 321’—1 + 3$+1 —1=0
2 1 2

_ -1
22—x—6 x+2 z—3

22 +4x +3
4, = — 7 ">
2 -5z +6 —

5. Va2 +8—xz=2

6. Vr+1—+vVr—-2=1

Solucién:
1.
log(2? + 14z + 14) — 1 =log(z + 1) =
log W =log(z + 1) = x = —2 No Vale
2.

t2

t =3% = —9,321825380 No Vale y t = 3% =0, 3218253804 = = = —1, 031980243

2 1
2—r—6 x4+2 z—3

—x =05 r=-3



1.6. VARIOS 35

22 +4z +3
————— > 0= (—o00,-3]U[—-1,2)U(3

5. Va2 +8—z=2= z=1
6. Ve+1—vVzr—-2=1= =3

Problema 76 Resolver las ecuaciones:
1. log(z +1) — 1 = log(x? — 1)

2. K2tl 5T _ 90—

3 T 1 1 1
24 —2 42 x—1

2 _
" x° + 6x 7§0
24 2x — 15

5 x—V22+15= -3
6. vV —2+Vr+3=5

Solucion:

r+1
10

1. log(x +1) — 1 = log(x? — 1) = log =log(z? — 1) =

z=11/10=1,1.

2. 5%t _57 _ 9 =0 =5t —1t—-2=0= t =5 =—0,5403124237
No Vale y t = 5% = 0, 7403124237 = 2 = —0, 1868248444.

T 1

3. — =1- = r=3V>

24+zrz—2 42 z—1 v V5
22 4+6x—7

4, ———— < 0= |-7,-5)U (1,3

5. x—vVr2i4+15=-3= =1
6. Vi—2+Vr+3=5=—= x=6

Problema 77 Resolver las ecuaciones:
1. log(2 —z) —log(z — 1) =2
2. log(3 — 22) —logz = 1 + log(z + 2)
3. 42*=1,9z+5 _ goz+1

4. 4772 27t _3 =0
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Solucién:
2—x
1. log(2—z) —log(z —1) =2=1n 7= log 100 =
102
101z =102 =z = —.
0lz 0 T =101

3— 22

2. log(3 —2?) —logx = 1 +log(z + 2) = log =log10(zx +2) =

1122 +202 —3=0= 2 = 0,139, z = —1,958(no vale).

z =2,4142

22—1 oz+5 _ goz+l 2 9 _
4 2 =32 — zr° —4x 2_0:>{33:—0,414

t = 33,435 = x = 5,063

z—=2_gz+l_ o _ 2_ — =
4 2 3=0= t“—32t—48 0:>{ t = —1,435 no vale



Capitulo 2

Geometria

2.1. Trigonometria

2.1.1. Razones trigonométricas

Problema 78 Sabiendo que tana = 2, calcular el resto de las razones
trigonométricas; teniendo en cuenta que « pertenece al tercer cuadrante.
Solucién:

1 1

tana =2 = cota = =-=0,5
tana 2

Sabemos que tan? a + 1 = sec? o y aplicando esta férmula quedarfa:
22 +1 =sec?a = sec = +/5 = £+2,24. Como en el tercer cuadrante la
secante es negativa concluimos con el resultado seca = —2, 24.

1

podemos despejar cosa y nos quedaria cosa = S — =

1
Como secao = oo

ﬁ = —0,45, es decir cosa = —0, 45.

Ahora vamos a utilizar la férmula 1 4 cot? o = csc? o y tendriamos:

1+ % =csc’a = csca = :t\/g = #£1,12. Como en el tercer cuadrante la
cosecante es negativa serd csca = —1,12.
_ 1 s 1 1 .
Como cosa = 5~ = sina= ;= 13 = 0,89 es decir
sina = —0,89
Problema 79 Teniendo en cuenta que sina = % y que « pertenece al

primer cuadrante, calcular:
sin(a + 30°); sin(a +45°); cos(a — 60°); tan(60° — «)

Solucién:
Se calcula primero cos a y tan a:

37
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1
_ /1 _ 1 _ V8. — 3 1
cosa =4/1—5 =% tanoz—@—\/g

3

sin(a+30°) = sin a-cos 30°+cos a-sin 30° = %@—1—?% = \/gz\/g =0, 7601
sin(a + 45°) = sina - cos45° 4 cos o - sin 45° = % - % + g : % = 0,9024
cos(a — 60°) = cos « - cos 60° + sin « - sin 60° = g 41 @ =0,7601

1
o _ tan60°—tana __ \/g_ﬁ _
tan<60 B Oé) T 1+4tan60%tana T 4 V3 T 0,8549

Vs
Problema 80 Hallar las razones trigonométricas de o sabiendo que sec o =

3y a € 4° Cuadrante.

Solucion:
=3 =—cosa =

sec o =

Wl

COS &

2 2v2

a=1—sina=——

3
1 3v2

sin® o + cos

CSCa:sinoz - 4
tan o = —2\5
1 V2
cotaw = ——~= = ——
2v2 4

Problema 81 Demuestra que

sindzcosz +cosd wsinr 1
sin 2x 2
Solucion:
sindzcosz + cos® rsinz  (sinzcosz)(sin®x +cos?z) 1

sin 2z 2sinxcosx 2

Problema 82 Sabiendo que csca = 3 y que « pertenece al segundo cua-
drante, calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion:

. 1
cscoz:3:>sma:§

2 2

1 8 8
§+cos a=1=>cos a:§:>cosa:—?, seca = —

Sl

1
——, cota=—8
p— 75 cot V8
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Problema 83 Simplificar:

in (27 n ™ fsin (o) +cos (BT 4
Sin 2 o COS | & 2 Sin 2 (6% COS 2 e}

Solucion:

. [ b . om Y
sin 7—04 :sm7cosa—cos?sma:cosa

™ ™ . . .
cos|a— — | =cosacos — + sinasSin — = sin «
2 2 2

AL G T
sin ?—i—a :sm?cosa—l—cos?sma:—cosa

117 117 11T .
cos T—i-a :COSTCOSQ—SIHTSIHQZSIHOJ

. (o7 T (T 117 .
sin 7—0[ + cos 04—5 + sin ?+a + cos T+o¢ = 2sin«

Problema 84 Sabiendo que csca = 2 y que « pertenece al segundo cua-
drante, calcular el resto de las razones trigonométricas.

Solucion:

cscax =2 — sina =

N —

1 5 2 2V/3

2

|G

Z—i—cos a=1=cos a:Z:M:osoz:— , seca:——\/g: 3
sin o 1 \/3
ana = —— 7 3 cota V3

Problema 85 Resolver la ecuacion trigonométrica siguiente:
sin 2z = 2cosx
Solucidn:
2sinzcosx —2cosz =0 = 2cosz(sine —1) =0 = cosx =0, sinx =1

Luego:

T
cosr=0—zx=—-, T=
2
. T
sinr=1—2x=—
2
La solucién seria:

3
x:g-i-ka’, ng—i—Qkﬂ'
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Problema 86 Resolver la ecuacién trigonométrica siguiente:

2 2

cos“r —sin“z =1
Solucién:
2 .92 20 =2m r =T
cos“r —sin“z =1= cos2z =1 = ==
20 =0 z=0
Las soluciones serfan: x = 7+ 2km y x = 0+ 2k7w
Problema 87 Sabiendo que tana = —4 y que « pertenece al segundo cua-
drante, calcular el resto de las razones trigonométricas.
Solucién:
1
tan’ o + 1 = sec? v = seca = —V17 = cosa = ———
V17
4 V17
sin?a+cos?a =1= sine = — = cscav = —
V1T 4
1
tana = —4 = cota = 1
Problema 88 Si cscaa = 3y a € [g, 7| calcula las restantes razones
trigonométricas de a.
Solucién: .
csca =3 = sina = 3
(1>2 + cos? 1 = cos 8 sec 5
—_ o= o= — o= ——
3 3 V8
i 1/3 1
tanazsmaz— / =——, cotar = —V/8
cos V8/3 V8
2 sin’ in 2
Problema 89 Demostrar que s _Sm T _
2sinx
Solucién:

2sin®x 4+ sin2zcosx  2sinx(sin? z + cos? x) 1
2sinx B 2sinx B

Problema 90 Resolver la ecuacion trigonométrica

sin2xcosx + cos2x = 2sinx + 1
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Solucion:

2sinx cos’x + cos’x — sinz = 2sinx + 1

2

2sinz(1 —sin?z) + (1 —sin® ) — sin®z = 2sinz + 1

—2sin®z(sinz +1) =0 =sinz =0 = o =0+ 2k7, = =7+ 2kn

3
sinx:—1:>x:§+2k7r

1
Problema 91 Si cota = —z y a € [g,ﬂ] calcula las restantes razones

trigonométricas de a.

Solucién: .
cota = 3 — tana = —5H
2 2 1
tan® a + 1 = sec” @« = seca = —V 26, cosa:——26
2 fon
Sin2a+(—1> :1:>sina:i, csca:ﬁ
V26 V26 5

Problema 92 Demostrar que tan o sin 2a 4 cos 2a =1

Solucion:
sin o . .
-2sinacosa + cos’a —sin®a = 1
cos &
2sin?a + cos® a — sin’a = 1
sina + cos®a =1

Problema 93 Resolver la ecuacion trigonométrica
cos2x + coszsin2x = 2sinx + 1

Solucion:
cos?z —sin®x + 2sinz cos®x = 2sinz + 1

1 —sin?z — sin®2 + 2sinz(1 — sin? x) = 2sinz + 1
—2sin’z — 2sin®z =0 = sinz =0, sinz = —1

sine=0= =04 2knr, x=m+2kn

3
sinx:—1:>a::§+2k7r
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. o T
Problema 94 Encontrar todas las razones trigonométricas de a € { ,w},

3
sabiendo que cot a = ~3
Solucion:
3 2
cota = 3 — tana = — ¢
2 2 V13 ) 2413
1+C0t o = CSC a:}CSCa:T:>Slna:173
13 3 3v13
tan2a+1:sec2a:>seca:—£:>COSO¢:—7:_£
3 V13 13

Problema 95 Resolver la siguiente ecuaccion trigonométrica

cos2x +5cosx+3=0
Solucidn:

cos2x + 5cosxz +3=0= cos’x —sin’z + Hcosx +3 =0 =
— cos?x — (1 —cos’x) + 5cosz +3=0= 2cos’+5cosz+2=0

1 { r = 120° + 2k
—_ =

2 x = 240° + 2km
cosx =

—2No Vale

1
Problema 96 Demostrar que: cot 2z = —(cot z — tan x)
Solucién:

cos 2x cos2x —sin?x 1 cos?x sin?
cot 2x = =

sin 2x 2sin x cos x 2

sinxcosx sinxcosx

= §(cotw — tan x)

37
Problema 97 Encontrar todas las razones trigonométricas de o € { } ,

o2
"2
sabiendo que tana = 2
Solucion: )
tana =2 = cota= ——
1 5
tan20¢—i-1:s.eczoc:>secoz:—\/5:>c0504:————£
V5 5
5 2 24/5
1+cot2a:c502a:>csca:—7:>sina:— ——f

S
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T
Problema 98 Encontrar todas las razones trigonométricas de « € [2, ﬂ'],

sabiendo que tana = ——

2
Solucion:
t 3:> t 2
ano = —— cotaw = ——
2 3
9 9 V13 . 3v13
1+ cot“ a0 = csc a:>csca:T:>sma:T
V13 2 24/13
tana+1=sec’a = seca = ——— =>cosQ = ———— = ————
2 /13 13

Problema 99 Resolver la siguiente ecuaccion trigonométrica
-2 2 : _
3sin“x +cos“z +sinex —2=0
Solucién:

3sin’z +cos’z +sinz —2 =0 = 2sin’z +sinx —1=0—
) 9 1
(t=sinzr) = 2t"+t—-1=0= t = —1, t:§
1 x = 30° + 2kn
) 2 x = 150° + 2km
sinx =

-1 = 2 =270°+ 2km

sin 2x
Problema 100 Demostrar que: cos? z =
2tanx
Solucion: ) )
sin2x  2sinzcosx 9
= : =cos“zw
2tanx QST

Cosx

Problema 101 Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica
2cos2x +5sine —3 =0

Solucion:

2(cos’ z —sinz) + 5sinz —3 =0 = 4sin’z + 5sinz —3 =0 =

1
(t=sinz) = 4° +5t -3 =0= t =1, t=

x = 165°31'21" 4 2k7

1 { & = 14°28'39" + 2kn
4

sinz =

1= 2 =090° + 2km
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T
Problema 102 Encontrar todas las razones trigonométricas de o € {2, 77} ,

sabiendo que tana = ——

2
Solucion: .
tana = 3 — cotaw = —2
5
14 cot?a = csc?a = csca = VB = sina = \5[
2 24/5
tan2a+1:sec2a:>seca: —— = oS = ———= = —\—[
2 V5 5

Problema 103 Resolver la siguiente ecuaccién trigonométrica
cos2x +cosx =0
Solucién:

cos’x —sin®z 4 cosx = 0 = cos’z — (1 — cos?z) + cosz = 0 =

1
2cos’rdcosz—1=0= (t=sinz) = 2% +t—-1=0=t=—1, t = 3

r = 60° + 2k
x = 300° + 2k7

W=

COST =

—1 = 2 =180° + 2km

3
Problema 104 Encontrar todas las razones trigonométricas de o € {ﬂ, 2] ,

sabiendo que tana = 2

Solucion: )
tana =2 =— cota = —5
1 5
tan2a—|—1 = sec’a = seca = —\/5:>cosa: = —£
V5 5
5 2 2v5
1+cot’?a=csc’a=csca=—— = sina= —— = — \[

2 75 5

T
Problema 105 Encontrar todas las razones trigonométricas de o € {2, 77} ,

1
sabiendo que cot o = -1

Solucion: .
cota = 1 — tana = —4
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417

7 .
1+Cot2a:c502a:>csca:Tzsma:T

1 V17
tan?a 4+ 1 =sec?a = seca = —V17 = cosa = ——— = —~——

N

Problema 106 Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica
8cos’z 4 2sinz — 7 =10
Solucidn:
8(1 —sin®z) + 2sinz — 7 =0 = 8sin’z — 2sinz — 1 =0 =
1

1
(t=sinzg) = 8t? -2t —1=0—= t=5 t=—7

} xr = 30° + 2km
2 x = 150° + 2km
sinx =

1 @ = 194°28/39" + 2k
x = 345°31'20" + 2kn

Problema 107 Demostrar que:

cos2x  sin2x -1
cosT sinx CcOos X
Solucion:
cos?z —sin®x  2sinzcosz sin? z sin? z + cos? x 1
— = —Ccosx— = — = —
CcosS T Ccos ¥ COS ¥ CcosS ¥ CcoS T

T
Problema 108 Encontrar todas las razones trigonométricas de a € [2, ﬂ'] ,

1
sabiendo que cot a = —3
Solucion:
1
cota = —3 — tana = —3
9 9 V10 . 3v10
1+ cot“a = csc azcsoa:Tzsma:TO
1 V10
tana 4+ 1 =sec?a = seca = —V10 = cosa = ——— = ————
V10 10
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Problema 109 Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica
—6cos’x +sinz+4=0
Solucién:

—6(1 —sin?x) +sinz 4+ 4 =0 = 6sin’z +sinz +2 =0 =

(t=sinz) = 6t°+t—-2=0— t:%, t:—%

1 x = 30° 4+ 2km

2 { x = 150° 4 2k7

sinx =

N { r = —41°48'37" = 318°11'23" + 2k~
3 x = 221°48'37" + 2kn

Problema 110 Demostrar que:

cos 2a 1
= —(cot a — tan o)

sin 2«

Solucion: )
cos 2 cos? a — sin? «

1
- = - = —(cot a — tan «)
sin 2« 2 sin ¢ cos & 2

3
Problema 111 Encontrar todas las razones trigonométricas de o € {7‘(‘, ;] ,

sabiendo que tana = 3

Solucion: 3 )
an o 5 cot o 3
9 9 V13 . 3v13
1+ cot“ a0 = csc a:>csca:—T:>sma:—T
V13 2 2413
tan?a+1=sec’a = seca = ——— =>cosq = ———— = — =

2 V13 13
Problema 112 Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica
6cos’z + Tsinz —8 =0
Solucién:

6(1 —sin®z) + 7sinz — 8 =0 = 6sin’z — Tsinz +2 =0 —=

1
(t=sinz) = 6t* — Tt +2=0=—= t=g, t=3
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Mﬂ,_

x = 30° + 2km
x = 150° + 2km
sinx =

GV V)

) r= 41°48'37" + 2k
x = 138°11'23" + 2kn

Problema 113 Demostrar que:

1
cot 2a = §(cot a — tan @)

Solucion:

cos 2« cos? a — sin? o 1 (cos a sinao

1
cot 2a = = = — ) :i(cota—tana)

sin 2« 2sin o cos a 2 \sina cos«
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2.1.2. Resolucién de triangulos

Problema 114 Resolver el tridngulo no rectangulo del que conocemos dos
de sus angulos A = 65°, C' = 35°, y uno de sus lados b = 15. Calcular
finalmente su area.

Solucioén:

Tenemos que A+ B+ C = 180° luego B = 180° — (A + B) = 180° — (65° +

35°) = 80°
Por el teorema del seno tenemos: —2 &

sinB ~ sinA

= q = 15-sin 65° = 13,8043

sin 80°

. _c __ b _ 15-sin35° __
Por el teorema del seno tenemos: == = "5 = c= = 8,7364

sin 80°

Por la férmula de Herén calcularemos la superficie de este triangulo:

atbie _ 138045H1548.7864 _ 18 77035

El semiperimetro sera p = %+

S=+plp—a)p—0bp-rc) =

V/18,77035 - (18,77035 — 13,8043) - (18, 77035 — 15) - (18,77035 — 8,7364) =

99, 3838.

Problema 115 Dos personas separadas por una llanura de 2K'm, observan
un globo aerostatico con angulos de 30° y 45° respectivamente. Hallar la
altura a la que vuela dicho artefacto.

Solucién:

0 45°
x 2000-x
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h
tan 30° = p h = 732,0508074m

h x = 1267,949192m
2000 — =

La solucién pedida es que el globo vuela a una altura de 732, 0508074m.

tan 45° =

Problema 116 Dado el tridngulo

1. Resolverlo sabiendo que a = 3, b =5y C' = 30°, calcular también su
area.

2. Demostrar el teorema del seno.

Solucion
1.
c2_9+25—30\g§ =8,02 = c=2,83

2

,3 _ 28 nA= 0,529 = A = 31°59'5"

sinA  1/2
B =180° — (A+ C) = 118°0'55"

_ 345+2,83

=5,415 —
2 )

S = \/5,415(5, 415 — 3)(5,415 — 5)(5,415 — 2,83) = 3,74
2. Ver teoria

Problema 117 Dado el tridngulo
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1. Resolverlo sabiendo que a =4, b =6 y C = 30°, calcular también su
area.

2. Demostrar el teorema del seno.

Solucion
1.

V3

02:16+36—487:10,43:>c:3,23

4 3,23
=20 ginA =0,619 = A = 38°15/43"
sinA  1/2
B =180°— (A+C) = 111°44'17"
44 643,23
p= % = 6,615 —>

S = \/6, 615(6,615 — 4)(6,615 — 6)(6,615 — 3,23) =6
2. Ver teoria

Problema 118 Dado el tridngulo

Resolverlo sabiendo que a =5, b =6y C = 135°.
Solucién

2 =25+ 36 — 60cos 135° = ¢ = 10, 16

10,16 5
9 _ . sinA =032 — A= 18°44'54"
sin135° sinA o0 :

B =180° — (A +C) = 26°16'

Problema 119 Acaban de colocar una antena de 7 metros en lo alto de un
edificio. Observas el extremo superior de la antena con un angulo de 85°,
mientras que su base la observamos con 80°. Calcular la altura del edificio
y la distancia que te separa de él.

Solucién:

tan 85° = xT” . Je= 6,89
tan 80° = y=1721

<8
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&5°
&°

Problema 120 Resolver un tridangulo no rectdngulo del que conocemos dos
de sus lados @ = 10, b = 16 y uno de sus angulos C' = 105°, que no es el
opuesto a ninguno de estos lados.

Solucién:

& =a®+b? — 2abcos C = ¢ = 20,498
a  c
sinA  sinC

B =180° — (A+ C) = 47°32'30"

= A = 27°27'30"

S = 1/46,9(46,9 — 10)(46,9 — 16)(46,9 — 20,498) = 77,274

Problema 121 Desde el fondo de un desfiladero observamos a Isaac en su
nuevo entretenimiento, el de equilibrista. Tratard de cruzar el desfiladero
por todo lo alto. Le observamos desde abajo con un poco de pesimismo.
Podemos ver un extremo de la cuerda con un angulo de 80° y el otro con
un angulo de 70°. Si sabemos que el desfiladero tiene 300 metros de ancho
calcular a que altura se encuentra nuestro amigo.

Solucién:
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tan10° = £ _ { [z = 97,90554642 m

h = 555, 2499477 m
o _ 300—z ’

tan 20° = ===

Problema 122 A dos puertos, separados longitudinalmente por 20 Km, se
reciben a la vez senales de socorro de un barco que se encuentra en alta
mar. El puerto A recibe la senal con un angulo de 75° mientras que el B
lo recibe con un angulo de 60°. También se sabe que el barco esta entre los
dos puertos, pero pérdido dentro del mar, y se pide calcular a que distacia
se encuentra de ellos.

Solucioén:

C = 180° — (75° + 60°) = 45°

c a 20 sin 75°
— —qg=—=27.32K
sinC sinA “ sin 45° ’ mn
c b 20 sin 60°
— —b="" =924 49K
sinC  sinB sin 45° 49 Km

Problema 123 Resolver un triangulo no rectangulo del que conocemos dos
de sus lados a = 16, ¢ = 9 y uno de sus angulos B = 115°, que no es el
opuesto a ninguno de estos lados.

Solucion:
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b? = a® + ® — 2accos B = ¢ = 21,417
a b

sinA sinB

C =180° — (A + B) = 42°36'50"

= A = 22°23'10"

S = \/23, 21(23,21 — 16)(23, 21 — 9)(23,21 — 21,417) = 65,24

Problema 124 Un paracaidista de acrobacias en una exhibicién sabe que,
en su caida libre desde el avion tiene que abrir el paracaidas cuando su
altimetro le indique que le quedan 300 m. para llegar al suelo. Suponemos
que en el momento que se lanza el avién se encuentra en suspensién (sin
movimiento) y lo observamos con un angulo de 15°, cuando abre el paracai-
das le vemos con un angulo de 5°. Se pide calcular la altura desde la que se
ha lanzado y la distancia que recorreremos para encontrarnos con él.
Solucién:

x
300 m = il
¥
tan 50 = 3%
Y r =618,8m
tan 150 — 300+z y = 3,429m

Y
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Problema 125 Dos destructores detectan un submarino, que se encuentra
sumergido en la linea que separa a ambos, y que es de 5 Km. Uno de ellos lo
detecta con un dngulo de 35° y el otro de 20°. Los tres se encuentran parados
y preparan sus torpedos, tan sélo les queda calcular la distacia hasta su ene-
migo, el primero que la calcule serd el que sobrevira. Se pide que las calcules.

Solucion:

C = 180° — (20° + 35°) = 125°

c a 5sin 20°

sinC sind — sin 125° , 0876 &m
c b 5 sin 35°

SnC ~smB 07T smizm ~ SO010Km

Problema 126 Resolver un tridngulo no rectangulo del que se conocen sus
tres lados: a =4 cm, b=3 cm y ¢ = 6 cm.
Solucién:

a’>=b>+c* —2bccos A = 16 =9+ 36 — 36cos A — A = 36°20'10"

¥ =a’>+c®—2accos A= 9 =16+ 36 — 48 cos B = B = 26°23'3"
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C =180° — (A + B) = 117°16'47"

1

P=r

— S=\/p(p—a)(p—b)(p—c) = 5,333

Problema 127 Dos barcos pesqueros que se encuentran faenando y sepa-
rados por una distancia de 100 Km empiezan a recibir una senal de socorro.
Réapidamente se ponen en contacto los capitanes de ambos barcos para si-
tuar el origen de la senal, para ello trazan una linea entre ambos, y sobre
esa linea uno de ellos recibe la senal con un dngulo de 70°, mientras que el
otro la recibe con un angulo de 60°. Calcula las distancias que separan a
estos dos barcos del origen de la senal.

Solucién:
B =180° — (A+ C) = 180° — 130° = 50°
a b a 100
snAd —smB  sin70°  smsoe = 122008Km
¢ b c 100

SnC —smB  smn6oe  smsoe ¢ H13052Km

Problema 128 Resolver un tridangulo no rectangulo del que se conocen sus
tres lados: a =10 cm, b=4 cm y C' = 35°

Solucion:

2 =a?+b? —2abcosC =100 + 16 — 80 cos 35° = 7,104 cm
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c _a 7,104 10
sinC  sinA sin35° sin A
La calculadora nos dd como resultado A = 53°50/33”, pero este resultado

no es valido dado que, el angulo A tiene que ser obtuso, lo que corresponde
al dngulo 180° — 53°50'33" = 126°9'27”

— A = 53°50'33"

B =180° — (A + C) = 18°50'33"

S\p(p = a)(p = b)(p— ) = 11,63 em?

a+b+c

donde p = 5

Problema 129 Dos aeropuertos A y B reciben la senal de un avién, que
estd pidiendo un aterrizaje forzoso por la averia de uno de sus motores. El
aeropuerto A recibe la senal con un dngulo de 35° y el B con 20°, ambos
medidos con la horizontal. Si los aeropuertos estan separados por una dis-
tancia de 200 K'm, calcular la distancia desde cada aeropuerto al avién.

Solucion:

C = 180° — (35° + 20°) = 125°

C
@ B
w 3
B A
=200 Km
200 a
- — 140, 0415 K
Sni125°  smgpe 0 @7 M0,0415Km
200 b

sin 1250 sin 20° = b =83,5059 K'm

Problema 130 Resolver un tridngulo no rectangulo del que se conocen:
a=4cm,b=6cmy C =40°.

Solucion:
A =a?+b>—2abcosC = * =16+ 36 — 48cos40° = ¢ = 3,9 em

a? =b?+c—2abcos A = 16 = 36+15,21 —46,8cos A = A = 41°1220"
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B =180° — (A + C) = 98°47'40"

= %"*C =6,95— S=/p(p—a)(p—b)(p— ) = 7,70 cm’

Problema 131 Dos amigos aficionados a la astronomia y, que se encuen-
tran separados por una distancia de 1000 Km, estdn observando un foco
de luz que, por una causa desconocida habia aparecido en el firmamento
en medio de las estrellas. Ese objeto luminoso se confunde con lo que seria
una nueva estrella desconocida, por lo que deciden investigar. Uno de ellos
apunta con su telescopio bajo un angulo de 85°, mientras que el otro lo hace
con un angulo de 87°. Calcular la distancia de cada uno de ellos al objeto
en cuestion. ;Se tratara de una estrella?

Solucion:

B =180° — (A + C) = 180° — 172° = 8°

a b a 1000

sin A sin B = sin 85° sin 8° — a 7 57, 95 Km
¢ b c 1000

00 - nB " sme ~ smge — ¢~ 7175,45Km

Esta claro de que no es una estrella.

Problema 132 Resolver un tridngulo no rectdngulo del que se conocen:
a=5cm,b=4cmy C = 40°.
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Solucion:
A =a?>+b*—2abcosC = > =25+ 16 —40cos40° = ¢ = 3,22 cm

a? = b+ —2abcos A = 25 = 16+10,36—25, 76 cos A => A = 87°34'46"

B =180° — (A + C) = 52°25'14"

a+b+c

Problema 133 Dos amigos aficionados a la arqueologia se encuentrar a
bordo de un pequeno submarino para investigar un galeotote undido en el
mar Mediterraneo. Se sumergieron con un angulo de 15° sobre la horizontal,
estubieron trabajando en el fondo, y empezaron el ascenso con un angulo de
23°. Cuando salieron a la superficie estaban a 10 Km del lugar donde ini-
ciaron la inmersion. Calcular los Kms que han recorrido tanto de descenso
como de ascenso.

Solucion:
B
4 - .
B =180° — (A+ C) = 180° — 38° = 142°
a b a 10
snA _ smB _ sn23°  snidze 6,3465 Km
¢ b c 10

SnC  snB sl smidz o ¢~ H2039Km
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Problema 134 Resolver un tridangulo no rectdngulo del que se conocen:
a=10cm,b=4cmy C = 35°.

Solucion:
& =a?+b? —2abcosC =100 + 16 — 80 cos 35° = 7,104 cm

a? =0+ c? —2bccos A = cos A = —0,59 = A = 126°15'16"
Otra manera:

c _ a 7,104 10
sinC  sinA sin35°  sin A

= A =53°50'33"

La calculadora nos da como resultado A = 53°50'33", pero este resultado
no es valido dado que, el dngulo A tiene que ser obtuso, lo que corresponde
al dngulo 180° — 53°50/33" = 126°9'27”

B =180° — (A + C) = 18°49'43"

S\/p(p —a)(p — b)(p — ) = 11,63 cm?

a+b+c

donde p = 5

Problema 135 Resolver un tridngulo no rectdngulo del que se conocen:
a=15cm, b=33 cm y C' = 28°.
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Solucién:
? = a’+b2—2abcos C = ¢® = 152+4332-2.15-33-c0s 28° = ¢ = 20,97 cm

a’? = b’ +c?—2abcos A = 152 = 33%2+4+20,972—-2-33-20,97 cos A — A = 19°36/38"

B =180° — (A+ C) = 132°23'22"

p= %HC = 34,485 = 5 = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢) = 116,128 e
Problema 136 Un barco observa la luz de dos faros de la costa, que se
encuentran separados por una distancia de 40 Km, y las luces inciden en
dicho barco con un angulo de 33°. El capitan sabe que se encuentra a 50
Km del faro méas cercano. Se pide, calcular la distancia desde el barco al
otro faro y los angulos del tridngulo formado.

Solucion:

33

c=40 Km

a c 40 50
= = A = 42°54/22"
sinA sinC = sin 33° sin A = g

B = 180° — (75°54'22") = 104°5'38"

c b 40 b
_ _ — = 71,232K
SnC  snB  sn3%  smiodmzsr o ¢~ (L232Km

Problema 137 En una llanura inmensa, Esteban y Mario se encuentran se-
parados por una distancia de 20 Km. La aparicién de un OVNI suspendido
en el aire en la direccién que los separa les sorprende de forma asombrosa.
Se comunican por sus teléfonos méviles la siguiente informacién: Esteban
observa el artefacto bajo un dngulo de 15 © y Mario lo observa con un dngu-
lo de 25°. ;A qué altura se encuentra el OVNI?

Solucion:

{ tan15° = & { z = 12,698 Km

tan 25° = 5l h = 3,4Km
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X 20-x

Problema 138 Resolver un tridngulo no rectangulo del que se conocen:
a=11cm, b=23 cmy C = 31°.
Solucién:

A =a?+bv*—2abcos C = ¢® = 1124232-2.11-23-c0s31° = ¢ = 14,7 em

a? = b+ —2abcos A = 112 = 232414, 72—2-23-14, Tcos A = A = 22°38'27"
B =180° — (A + C) = 126°21'33"

b
b= % — 924,35 — S — \/p(p—a)(p—b)(pfc) = 65,08 cm?

Problema 139 Los alumnos de 1° de Bachillerato, del colegio Villaeuropa
de Méstoles, se encuentran de excursion por Aranjuez, donde han ido a mon-
tar en globo aerostatico.

Se encuentran en una llanura enorme. Luis acaba de descender del globo
y observa a Tania con unos anteojos, que estd subiendo en otro globo en
ese momento; por la lectura de su aparato de observacion sabe que entre
ellos dos hay una distancia de 8 Km. Otro globo se encuentra en el aire,
circulando entre ellos dos rectilineamente, en él van Cintia y Cristina. Luis
lo ve bajo un angulo 20° y Tania con un angulo de 35°.

., Qué distancia hay desde el globo hasta Tania y hasta Luis?

Solucion:
o = 180° — 55° = 125°
a b c
sinA  sinB  sinC
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x ¥
o
20° 357
8 Km
8 T
- — z=56K
sinl125°  sin3se L PR
8 Yy

Sz singoe YT Sk

Problema 140 Si seguimos con el enunciado del problema anterior resulta
que en un cierto momento el globo cae verticalmente, pero con suavidad,
hasta llegar al suelo, debido a un problema técnico. Calcular la altura a la
que volaba el globo, y la distacia a la que se encuentra el globo de Luis y de
Tania, después de ese aterrizaje forzoso.

Solucion:

tan 35° = g’ __ ] #=525Kmde Luis 0 2,74Km de Tania
h=1,91Km

Problema 141 Resolver un tridngulo no rectdngulo del que se conocen:
a=12cm, b=25 cm y C' = 36°.

Solucién:
A = a?+b2—2abcos C = ¢ = 12°4252-2.12:25-c0s 36° = ¢ = 16,84 cm

a? = b?’+c?—2abcos A = 12?2 = 252416, 84%2—2.25.16, 84 cos A => A = 24°45'42"
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B =180° — (A+ C) = 119°14'18"

b
b= w =26,92= S =/p(p—a)(p — b)(p — ¢) = 88,166 e

Problema 142 El primer dia de clase después de unas vacaciones los alum-
nos de 1° de Bachillerato se cuentan sus aventuras vacacionales. Entre estas
historias hay alguna muy poco creible, pero hay que demostrarlo. La méas
sorprendente fue la de los ndufragos: Sergio y Pablo se encuentran separados
por una distancia rectilinea de 25 Km en medio del mar. Estan alojados en
balsas salvavidas. La suerte se ha aliado con ellos y han sido avistados por
una avioneta que, en estos momentos, se encuentra entre ellos y en esa linea
recta. Sergio observa la avioneta con un dngulo de 65° mientras que Pablo
la ve bajo un angulo de 55°. Para analizar la situacion se pide calcular la
distancia que, en ese momento, hay desde cada uno de ellos a la avioneta.

Solucion:

Sergio 25 km Pablo

a = 180° — 120° = 60°

a b o
sinA  sinB sinC
25 T
Sn60°  smope - L 23, 0dkm
25 ]

Sn60°  smez YT 20,16Km
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Problema 143 Seguimos con el enunciado del problema anterior y no te-
nemos en cuenta sus resultados. En un cierto momento la avioneta suelta
un paquete de supervivencia (el inico que lleva) que suponemos cae verti-
calmente entre estos dos alumnos. Para analizar la situacion se pide calcular
la altura desde la que la avioneta suelta el objeto y la distancia que tienen
que recorrer Sergio y Pablo para llegar al paquete.

Con los datos obtenidos debemos preguntarnos: ;Nos han contado una tro-

la?
Solucion:

65° 557

Sergio x 25 x Pablo

tan 65° = % ] r= 9,9916 Km de Sergio o 15,0084 Km de Pablo
tan 55° = 52 y = 21,431 Km

—T

Es una imaginativa trola.
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2.2. Geometria analitica

2.2.1. Vectores

Problema 144 Hallar todos los vectores perpendiculares a @ = (—3, —4)
que tengan modulo 20.

Solucién:

Sea U = (z,y) un vector perpendicular a W = (—3,—4). Lo primero que
pensamos es que su producto escalar debe ser cero, es decir, W - v = 0,
como el espacio es ortonormal, nos quedaria que @ - v = (—3,—4) - (x,y) =
—3r—4y=0

Es trivial comprobar que, en esta ecuacién, para cada valor que apliquemos
a una de las variables obtendriamos otro valor para la otra. Me voy a limitar
a las soluciones enteras.

Una solucién posible serfa =4 e y = —3, es decir: T = (4, —3).

Otra solucién posible serfa x = —4 e y = 3, es decir: v = (—4,3)

Claro estd, que estos vectores asi obtenidos deben ser perpendiculares al
vector W, lo que nos queda es pasarlos a médulo 20. Para ello voy a seguir
dos pasos, primero los pasaré a médulo 1 y luego los pasaré a mgdulo 20.

Para pasar ¥ a mdédulo 1 aplicamos la siguiente férmula: v/ = “ejl

Obtendriamos los siguientes vectores:

- _
v = (%7T3)
Uy = (%47%)

Para pasarlos a médulo 20 lo tinico que tendremos que hacer es multiplicar
por 20: y nos quedaria:
wi =20- (2, 32) = (16, —-12)

3
=20 (1, 2) = (~16,12)

Problema 145 Sean A(—1,—-2), B(3,1) y C(4,6), cuatro vértices consecu-
tivos de un paralelogramo. Se pide:

1. Calcular el cuarto vértice D.

2. La longitud de sus lados.

3. Los angulos que forman.

4. El centro.

5. Encontrar un vector de moédulo 7 que sea perpendicular a AB.

Solucion:

1. D=A+AD=A+BC = (-1,-2) + (1,5) = (0,3)
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. |AB| =16 +9=5, |AD| = 1+ 25 =26

AB-AD 19

— o = 41°49'12", 3 =138°10'48"

3
. Centro| —, 2
entro 2,)

AB = (4,3) = (3, —4) es un vector perpendicular a él.
3,—4 3 4
v = M = (5, —5> tiene modulo 1 y es perpendicular a AB.
3 4 21 28
w=T- (5,—5) = <5,—5) tiene médulo 7 y es perpendicular
21 28
a E; otro podria ser (—5, 5).

blema 146 Sean A(—1,—1), B(3,—2) y C(5,3) tres vértices consecu-

tivos de un paralelogramo. Se pide:

1. Calcular el cuarto vértice D.

2. La longitud de sus lados.

3. Los angulos que forman.

4. Su centro.

5. Encontrar un vector de médulo 9 que sea perpendicular a AB.
Soluciodn:

1. D=A+BC = (-1,-1)+ (2,5) = (1,4).

2. |AB| =|(4,-1)| = V17 y |AD| = |(2,5)| = V29

3. cosa = |Ai§ %‘ = \/173@ — o = 82°14'5" y 3 = 97°45'54"

—1+5 —-1+3
4, M( ; , ; ) — M(2,1)
5. Un vector perpendicular a AB = (4, —1) puede ser el vector W = (1,4)

y tendremos:

oD ()
“ T\ i)

Problema 147 Sean A(—1,0), B(2,—3) y C(4,6) tres vértices consecutivos
de un paralelogramo. Se pide:
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. Calcular el cuarto vértice D.
. La longitud de sus lados.
Los angulos que forman.

Su centro.

Encontrar un vector de médulo 7 que sea perpendicular a AB.

Solucion:

1
2

3

4

5

. D=A+BC =(-1,0)+(2,9) = (1,9).
. |AB| = |(3,-3)| = VI8 y |AD| = |(2,9)] = v/35

_ AB-AD _ -21 .
. COSx = ’E|‘E| _\/ﬁ\/g

(3

. Un vector perpendicular a AB = (3, —3) puede ser el vector W = (3, 3)
y tendremos:

wo T (22
“rw T U vR)

o =122°28'17" v B = 57°31/43"

Problema 148 Sean A(0,—1), B(5,1) y C(7,5) tres vértices consecutivos
de un paralelogramo. Se pide:

1

2.

3
4.

ot

10.

. Calcular el cuarto vértice D.

La longitud de sus lados.

. Los angulos que forman.

Su centro.
El punto simétrico de A respecto de C
Dos vectores perpendiculares al AB que tengan modulo 8.

Calcular la altura del paralelogramo sobre la base que determinan los
puntos A y B.

Calocular el area del paralelogramo.
Calcular las rectas que determinan sus lados.

Calcular las rectas de sus diagonales. ;Se cortaran en el punto que
habiamos calculado anteriormente?
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Solucion:

1. D=A+BC = (0,—1) + (2,4) = (2,3).
2. |AB| =(5,2)| = V29 y |AD| = |(2,4)] = V20 = 25

AB-AD 18
[AB|-|AD|  2V5v/29

3. cosa = — o =41°38'1" y 8 = 138°21'59"

/
5. CZA;A s A =20 — A= (14,11)
6. AB — (5,2) y \A‘B)| =29 — W = L(5,2) es un vector con la

V29

misma direccion y sentido que el A§, pero con médulo 8. Dos vectores
perpendiculares a este y con el mismo médulo seran:

7:(16 _40) v—>:<_16 40)
1 \/@7 \/E 2 \/E?\/ﬁ
_ h:|@|-sina:2,97u

. h
SN = ——=—
|AD|

8. S=|AB| - h=15,99 u?

Puntos Ay B rl:{ A0, -

. AL :(274) _
Puntos Ay D 7‘2.{ A(0, 1) = 2x—y—1=
. BE = (572) _
Puntos By C Tg.{ B(5,1) — 2x—y—9=
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DC = (5,2)

s 2 Sy 4 11=0
D(2,3) Tt

Puntos Cy D ry: {

10.

dlz{ j?(o,:—gﬁ) — bz —Ty—T=0

dg.{ (.3 — 2243y —13=0

6r—Ty—7=0 . x="7/2
2¢+3y—13=0 y=2
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Problema 149 Sean A(—1,—-2), B(3,1) y C(5,7) tres vértices consecutivos

de un paralelogramo. Se pide:
1. Calcular el cuarto vértice D.
2. La longitud de sus lados.
3. Los angulos que forman.
4. Su centro.
5. La altura sobre el lado AB.
6. Su area.

7. El punto simétrico de A respecto de C

8. Un vector con la misma direccién y sentido que AB con médulo 9.

9. Dividir el segmento AC en tres segmentos iguales.
10. Calcular un vector perpendicular a BC

Solucion:
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1. D=A+BC = (—-1,-2)+ (2,6) = (1,4).
2. |AB| = |(4,3)| = V25 =5 y |AD| = |(2,6)| = V40 = 2V/10

 AB-AD 26
COS&_|E||E|_10\/E

5
4. M (2,5
(>2)

= o = 34°41'43" y 3 = 145°18'46"

h
sina = —— => h =|AD -sina = 3,6 u

6. S =|AB|-h =18 u?

A+ A
7.0 = ; — A =20 — A= (11,16)
9
8. AC = (6,9) y |AC| = V117 = 3V/13 = @ = ——(6,9) =
(6,9) v |AC| u 3\/ﬁ( )
<18 27) . i misma diceccid ad |
—, = €S un vector con la misma dlreccion SENT1AdOo gque €
V13’ V13 Y 4
AC', pero con médulo 9.
9. ) )
gA_d=(2,3), §@:(4,6)
1
A’:A+§x4_é:(—1,—2)+(2,3):(1,1)
2
A’:A+§A_C§:(—1,—2)+(4,6):(3,4)
10.

BC = (2,6) = W = (6,-2)

Problema 150 Sean A(—1,—-1), B(2,—2) y C(4,5) tres vértices consecu-
tivos de un paralelogramo. Se pide:

1. Calcular el cuarto vértice D.

2. La longitud de sus lados.

3. Los dangulos que forman.

4. Decidir de que figura geométrica se trata.
5. Su centro.

6. La altura sobre el lado AB.
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7. Su érea.
8. El punto simétrico de A respecto de C
9. Un vector perpendicular a AB con médulo 9.
10. Dividir el segmento AC en tres segmentos iguales.

Solucion:

1. D=A+BC = (-1,-1)+(2,7) = (1,6).
2. |AB| =|(3,-1)| = V10 y |AD| = |(2,7)| = V53

AB-AD 1

cosa = — — o = 92°2022" y 3 = 87°30'38"
AB|-|AD| /530 Y

4. Se trata de un paralelogramo, pero no es una figura concreta.

h
sina = — = h=|AD| sina=7,273 u
|AD|

7. S =|AB|-h =23 u?

71

/
8.C:A;A = A'=20C-A=(9,11)
9 27
9. AB = (3,-1) L @ = (1,3 :() t .
( ) L w=(1,3)y |w| 715’ /10 es un vector per

pendicular al AB , pero con médulo 9.



72 CAPITULO 2. GEOMETRIA

10. , -
SAC =22
710 (52)
1 5
A1:A+3E:(—1,—1)+(,2):
he i 20— (2) 4

2
C:A3:A2+3R:(;,3>+<

w| ot

2.2.2. Rectas

Problema 151 Dado el tridngulo de vértices A(1,3), B(3,—1), C(—1,3)
halla la ecuacion de sus tres mediatrices y comprueba que se cortan en un
unico punto, llamado circuncentro.

Solucioén:

Si queremos calcular la mediatriz que separa a dos puntos podemos pen-
sar de la siguiente manera: la mediatriz entre dos puntos es el conjunto de
puntos (x,y) tales que equidistan de los dos. Es decir , entre los puntos Ay B
la mediatriz serd el conjunto de puntos P(z,y) tales que d(P, A) = d(P, B).
Partiendo de este concepto es bastante sencillo la obtencién de estas rectas.

Calculamos la mediatriz que hay entre A y B, es decir, d(P, A) = d(P, B):

V@ =12+ (y—3)2 = /(2 —3)2 + (y + 1)2
(=124 (y—3)% = (z—3)>+ (y + 1)2
2 =2+ 149y —6y+9=2—62+9+1y*+2y+1

4 —8y=0 = 2—-2y=0
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Calculamos la mediatriz que hay entre By C, es decir, d(P, B) = d(P,C):

V@ =32+ @+ 12 = /(x+ 1)+ (y - 3)2
(z—32+w+1)2=@+1)%+ (y—23)>
22 —6r+94+1y2+2y+1=a’+2r+1+y>—6y+9
—8r+8y=0 —2—-—y=0

Calculamos la mediatriz que hay entre C'y A, es decir, d(P,C) = d(P, A):

V@ + 12+ (y—32= /(e - 1)+ (y - 3)?
(+1)°+(@y—-3°=(-1)%+(y—3)°
42 +14+9y2—6y+9=a>-22+1+y>—6y+9
dr=0 = x=0

Es decir, las mediatrices serfan: z — 2y =0, z —y = 0 y = 0. Ahora bus-
camos el punto de interseccion. En este caso es bastante sencillo encontrarle
ya que una de las ecuaciones es x = 0, y por simple sustitucién comprobamos
que el punto buscado(el circuncentro) es el origen de coordenadas O(0,0).

Problema 152 sean A(—2,—2), B(5,1) y C(1,5) los vértices de un tridngu-
lo, se pide:

1. Las ecuaciones de las rectas que unen sus lados.
2. La longitud de sus lados.

3. Las ecuaciones de sus mediatrices.

4. El circuncentro.

Solucion:

10

Wy e
mw 4 Sl [
o) <5
-5 _____,.,—'-'—"_ﬂ_ﬂ-r \ e .-.\.":J_I;'JT_J%‘
T A2 Tetdy-put

ri-dyrtes |73




74 CAPITULO 2. GEOMETRIA

—
£l

I
Zw
3

s:{ s = (7,3)

7 = (—
t:{ut_( 44) = t:z+y—6=0
Py

2. |AC| = V9T 49 = V58
AB| = 19+ 9 = v/58
|BC| = /16 + 16 = /32

3. La mediatriz del segmento AC es:

V@ +22+(y+22=/e-1)2+(y-52=3c+Ty—9=0

La mediatriz del segmento AB es:

V@ +22 4+ (y+22= /(e -52+(y—1)2= Tz +3y—9=0

La mediatriz del segmento BC es:

\/($*1)2+(y—5)2:\/(x—5)2+(y—1)2:>x—y20

4. El circuncentro serd la solucién del sistema
3z+ Ty —-9=0 9 9 >
e _—
{ T— Yy =0 <10’ 10

Problema 153 Calcula la distancia del punto P(2,3) a la recta r en los
siguientes casos:

1.r: y=3z -2

9 x= 14+ 2t
o y= 2- t

3.7r: 3z+4y—5=0

Solucion:
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1. y=3x—2 = 3z —y — 2 =0 (Ecuacién general de la recta)

A+ By +C|  [2:3+3-(-1)-2[ 1 10

d(P,r) = — —
(Brr) VAT 1 B? 32+ (—1)2 V10 10
=0,3162
2.
x= 1+ 2t r—=1 y—2 B
{y: 9. ¢ == t= 5 = 1 = <+ 1=2y—4 =

x + 2y — 5 = 0 (Ecuacién general de la recta)

A- B - 2.1 -2 —
d(m):l 0+ B-y+Cl _ [2-1+3 5|:i:3¢5

VA2 4+ B? V12 + 22 5 o
=1,3416

3. 3z + 4y — 5 =0 (Ecuacién general de la recta)

d(P.r) = [A-wo+B-y+C| _[2:3+3-4-5] 13
’ VA?+ B? V32442 5 7

Problema 154 Calcula el dngulo formado por las rectas:

1.
r: 3r—y+1=0
s1: 20 +3y+4=0
2.
- {X— 24+ A ry :E—1:y+2
= 2- 3X 3 2
Solucién:

1. Como las rectas estdn definidas por su ecuacién general, ya estamos
en condiciones de aplicar la férmula:

lug - u) +ug-uhl 132+ (—1)- 3] B 3
\/U%+U§'\/u'12+u’22 V3 (-1)2-v22 432 V10 V13

=0,2631 = a = 74°44'42"

Ccosx =
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) x= 2+ A =2 y—2 B

(Ecuacién general de la recta)

1 P
ro : x3 :%:>2x—3y—8:0

(Ecuacion general de la recta)

lup-uf +ug-upl 0 [3-241-(=3)] 3

cosox =

=0,2631 = a = 74°44'42"

Problema 155 Los puntos A(—2,—1), B(1,4) y C(3, 1) forman un tridngu-
lo, se pide:

1. Calcular el circuncentro (punto en el que se cortan las mediatrices).
2. Calcular sus angulos y la longitud de sus lados.
3. Calcular la altura del vertice B.

Solucion:

1. Calculamos la mediatriz del lado AB:

V@ +22 4y +12= /(e 1)+ (y - 4> = 32 +5y 6 =0

Calculamos la mediatriz del lado BC":

V=124 @y -42=/(z -3+ (y—1)2 =z — 6y +7=0

El circuncentro sera la solucién del sistema:
3z +5y—6=0 1 45)
e _— —
{4:1:—6y+7—0 (38’38
2. a) Ahora calculamos sus lados:

AB = (1,4) — (=2,-1) = (3,5) => BA = (-3, -5)

AC =(3,1) = (=2,-1) = (5,2) = CA = (-5,-2)
BC = (3,1) — (1,4) = (2,-3) = BC = (-2,3)
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La longitud del lado AB:

AB| = o725 = V3
La longitud del lado AC:

|AC| = V25 +4 = v2%u
La longitud del lado AB:

|BC| = V4+9 =V13u
b) Ahora calculamos los dngulos: Sea « el dngulo que forman BAC:
AB-AC 15+ 10

cosa = = =0,7961 = a = 37°14'5"
|AB|-|AC| /3429

Sea (3 el angulo que forman ABC:

BA-BC  —6+15

cos B = = =0, 428086 = 3 = 64°39'14"
v |BA|-|BC|  V34V13 o

Sea «y el angulo que forman BCA:

sy CB-CA _ 106
"7 \CB||CA] ~ Vi3v29

=0,2060 = v = 78°6'41"

3. La altura serd la distancia del punto B a la recta r que pasa por los

puntos Ay C:
 AC=(3,1) = (-2,-1) = (5,2) -
7q'{C(3,1) = 2r—-5y—1=0
d(B,r) = |Azg 4+ Byo +C|  [2-1+(=5)4+ (-1)] 19v/29
’ VAZ L B? Vit 25 29

Problema 156 Calcular el angulo que forman las rectas

) z—1 y+1
a)r: =—
-2 3

s:2x4+y—1=0
r=1—-2A
b)r.{y:2+/\ s:3r+y+1=0

Solucion:

a)r:3z+2y—1=0,s:2x4+y—1=0

642
cosa = bt=2_ 0,992277 = o = 7°7'32"

V65
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b)r:x+y—-3=0,s:3x+y+1=0
3+1

coso = —— = 0,894427 = a = 26°33'54"
v20
Problema 157 Calcular la distancia del punto A(3,—1) a las rectas:
z—1 y+2
a) r: =
3 2

r=1-—2A
b)r.{ y = 22
c)r:2x+3y—3=0
Solucion:
a)r:2r—3y—8=0

2:3-3-(-1) -8 1
N 449 V13

d(A,r)

b)r:2c4+y—2=0
C2-341-(-1)=2] 3

d(A, —
(4,7) 1 V5
c)r:2x+3y—3=0

(A ) = 2-34+3-(—1) 3| —0

V4+9

Problema 158 Expresa de todas las maneras que conozcas la ecuacién de
la recta que pasa por los puntos A(1,0) y B(4,5), calcula después el angulo
que forma con el eje de abcisas.

Solucién:

Sea AB = (4,5) — (1,0) = (3,5) tendremos:
» 7 (z,y) = (1,0) + A(3,5) ecuacién vectorial
= ecuacion paramétrica

{xz 143\
VAN
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» FEcuacion continua

a:—liy
3 5

5z — 3y — b = 0 ecuacién general.

5
» y = -2 — - ecuacién explicita.
3 3
5 s .
"y = 5( — 1) ecuacién punto pendiente.

5
m=tano = 3 — o = 59°2/11”

Problema 159 Se pide:

r=1-X

1. Calcular la distancia del punto A(3,7) a la recta r : { J= 24\

2. Calcular el angulo que forman las rectas

1 y-2
x_+1 :yT, s:3x+y—1=0

r:

Solucion:

3473 W2
V2 2
2.r:2x+y=0,8:3x+y—1=0

l.r:x4+y—3=0,d(A,r)

6+ 1 7
cosq = —— = —— =—> o = 8°7'48"
VEV10 /50
r—3 y+2

Problema 160 Dada la recta

que distan 3 unidades del origen de coordenadas.

encontrar los puntos de ella

Solucion:

r—3 y+2 {x:3+)\
T 2

y=-—24+2X\

La circunferencia de centro el origen y radio 3 es 22 + 3% = 9.

12
B+ +(2+420)"=9=A=-2, A=+
27 14
Los puntos son (—1,6) y <57; 5)
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Problema 161 Sean A(—1,-2), B(3,1)y C(4,6), los vértices consecutivos
de un tridangulo. Se pide:

1. Las ecuaciones de las rectas que determinan sus lados.

2. Las ecuaciones de dos de sus mediatrices.

3. El circuncentro.
Solucién:

1. rune Acon Br:3x—4y—5=0
sune AconC s:8x—5y—2=0

tune Bcon Ct:5z—y—14=0

2. Entre Ay B8 +6y—5=0
Entre Cy Bx+5y—21=0

Entre Ay C 10x + 16y — 47 =0

101 163>

3. El ci t —
circuncentro es ( 31 34

Problema 162 Se pide:

1. Calcular la distancia del punto A(2, —5) a la recta r : z=1+2
y=-1+2A
2. Calcular el dangulo que forman las rectas

-1 1
r:x :&ys:aj—Zy—{—l:O

2 -1
Solucidn:
1. r:{ yx::_ll—:_)\/\ — rz—y—2=0
A ) = |Azo+ Byo +C| _ [245-2 _5V2
VA? + B2 V2 2
2. Tenemos r:x+2y+1=0ys:z—2y+1=0
AB-AD 3

—— = a = 126°52'11"

COSO = ————— =
|AB|- |AD)| 5
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Problema 163 Sean A(—1,0), B(3,—1) y C(0,5), los vértices consecutivos
de un tridngulo. Se pide:

1. Las ecuaciones de las rectas que determinan sus lados.

2. Las ecuaciones de dos de sus mediatrices.

3. El circuncentro.
Solucién:

1. rune Acon Br:5x—y+5=0
sune AconCs:z+4y+1=0

tune BconCt:2x+y—5=0

2. Entre Ay B8 —2y—9=0
Entre Cy B 6x —12y+15=0

Entre Ay C 204+ 10y —24 =0

23 29)

. El ci T T
3 circuncentro es ( 1414

¥

c(0,5)

5 x+dy+1=0,

2x+10y-24 = 0

CircuRcemtro(2S 4 20/14)
+

t:2x4y—5=0

A(-1,0)

7 5x-y+5=0|
B(3,-1)
8x-2y-9=0

Problema 164 Se pide:

1 -2
1. Calcular la distancia del punto A(—1, —4) a la recta r : % = yT

2. Calcular el dngulo que forman las rectas

r=14+2A
r.{ y=—1+A ys:z—2y+1=0

Solucion:
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x+1 y-—2

2 1

1. r:

— r—-2y+5=0

A ) = |Azo + Byo +C| | —1+8+5] 125
! VAT B2 V5 5

2. Tenemosr:{ ;_:_11_:_)\)\ — x—y—2=0ys:x—2y+1=0
v 3
cos o = = — a = 18°26'1"
@)1V V10

Problema 165 Sean A(1,1), B(4,0) y C(2,5), los vértices consecutivos de
un tridngulo. Se pide:

1. Las ecuaciones de las rectas que determinan sus lados.
2. Las ecuaciones de dos de sus mediatrices.

3. El circuncentro.

s
Solucién:
¢ g
& 5x+2y-20-0 A
a
51 4x9-3=0 pa
&
23 P
/
/
\\
e 2x+8y-27=0 /
ook g / =
S A . e
AL
oz o -
—— Circuncentro(83/26,67/26)
.
w aclopas=0___f— /
ol B P
PR 7
i ALY P,
P B(4,0)
3x9-7=0

l.rune Acon Br:zxz+3y—4=0
sune AconC s:4x—y—3=0

tune Bcon C't:5x+2y—20=0

2. Entre Ay B3r—y—7=0
Entre C'y B 4z — 10y +13 =0

Entre Ay C 2x+8y—27=0
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5 o)
26 26

3. El circuncentro es (

Problema 166 Sean A(—1,1), B(5,0) y C(3,4), los vértices consecutivos
de un tridngulo. Se pide:

1. Las ecuaciones de las rectas que determinan sus lados.
2. Las ecuaciones de dos de sus mediatrices.
3. El circuncentro.

Solucion:

1. rune Acon Br:z+6y—5=0
sune Acon C s:3x—4y+7=0

tune BconCt:2x+y—10=0

2. Entre Ay B 12z —2y —23=0
Entre Cy Bx—2y=20

Entre Ay C 8z + 6y —23 =0

23 23)

3. El circuncentro es (11, ﬁ

()

o ~ rac+y-5=1 B0

Problema 167 Encontrar todas las ecuaciones de la recta que pasa por los
puntos A(—1,3) y B(5,2). Y calcular el dngulo que forma esta recta con el
eje de abcisas.

Solucion:
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» Vectorial: (z,y) = (—1,3) + \(6,—1)

oo ) x=—-1+6A
. Parametrlca.{ y=3-)
1 -3
= Continua: T = yil
s General: x + 6y — 17 =0

1 17
= Explicita: y = —656 + 3

1
» Punto pendiente: y — 3 = —g(cc +1)

) 1
= Angulo con el eje de abcisas: m = tana = 5 — o = 170°32'16"

Problema 168 Dadas las rectas r : 3z —y+2 =0y s : { iii\_/\ ,

calcular el dangulo que forman.

Solucion:
r:3r—y+2=0= (3,-1) 2 ol
{s:x—ky—l:Oz(l,l) :>cosa—m:>a—63261

Problema 169 Calcular la distancia desde el punto A(3,1) a la recta r :
3xr—8y—5=0

Solucion:
— 8- 44/
d(A,r):|9 8 5|: 73
V9 + 64 73

Problema 170 Encontrar el punto simétrico de A(1,—1) respecto de la
rectar:z+3y—2=0.

Solucion:

» Calculamos una recta s perpendicular a r y que pase por A:

3—y+m=0= 34+1+m=0= m=-4= 3z—y—4=0

s Calculamos el punto de corte entre r y s:

r:x+3y—2=0 (71
{s:3x—y—420 = 4 (5’5
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\
%
An‘.

» El punto A’ calculado es el punto medio entre el punto A y el punto
A" que tenemos que calcular:

A+ A 14 2 9 7
7:14/ Al/:2A/_A: - 4 ~(1.-1) = J

2
Problema 171 Si los puntos A(1,0), B(5,—2) y C(4,6) tres vértices con-
secutivos de un triangulo, encontrar su circuncentro.

Solucion:

= Mediatriz entre A y C:

\/(:L‘—l)2+y2= \/(:E—4)2+(y—6)2:> 6x + 12y —51=0
= Mediatriz entre A y B:

\/(x—1)2+y2:\/(x—5)2—|—(y—|—2)2:> 2 —y—7=0
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s Circuncentro:
6+ 12y —51 =0 9
{2x—y—7:0 :><2’2)

Problema 172 Sean las rectas r : 3z —y+3 =0y s:z—3y—1=0.
Comprobar que se cortan y, en caso afirmativo, calcular las rectas bisectrices
de sus angulos.

Solucion:

+ hiveciriz
s : B
H{x I. .___,-"'-f
e : P
T b Y
hisectriz. ... : ;:,{f\ R £\ .

3z —y+3| |z —3y—1]
V10 V10

w3 —y+3=2x—-3y—1=—= x+y+2=0

d(P,r) =d(P,s) =

2 3r—y+3=—(r—-3y—1)= 2x—-2y+1=0

Problema 173 Encontrar todas las ecuaciones de la recta cuya ecuaciéon
general es 3z +y — 1 = 0. Y calcular el dngulo que forma esta recta con el
eje de abcisas.

Solucion:
re m = (L _3)
"1 A(0,1)

» Vectorial: (z,y) = (0,1) + A(1,—3)

e Jx=A
L] Parametrlca.{ y=1-3\
y—1

x
» Continua: — = ~——
ontinua: 4 3
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General: 3r+y—1=0

Explicita: y = =3z + 1

Punto pendiente: y — 1 = -3z

. 1
Angulo con el eje de abcisas: m = tana = 5 = o = 108°266"

Problema 174 Si los puntos A(—1,0), B(7,2) y C(3,6) tres vértices con-
secutivos de un tridngulo, se pide calcular:

1. Su circuncentro.

2. La altura de C sobre el lado AB. (Distancia de C' a la recta determi-
nada por los puntos A y B.

Solucion:

1. Calculamos dos de sus mediatrices:

= Mediatriz entre A y B:

V@12 4y = Jz-7)2+(y-2)2 = 4o +y-13=0

= Mediatriz entre A y C:

\/(:U+1)2+y2:\/(:L‘—3)2—|—(y—6)2:> 2+ 3y —11=0

= Circuncentro:

2 +3y —11=0 55
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2. Calculamos la recta que une A con B:

) =(82) o _
T'{A(—l,o) — r:z—4y+1=0
Calculo la distancia de C(3,6) a la recta r:

d(cr)—‘?’_%H'—QO‘/ﬁu
Y T

Problema 175 Sea el punto A(3,6) y la recta r : x — 2y + 5 = 0. Se pide
calcular:

1. Una recta paralela a r que pase por el punto A.

2. Una recta perpendicular a r que pase por el punto A.

3. El punto A” simétrico de A respecto de la recta 7.
Solucioén:

1. z—2y+ X = 0y como pasa por el punto A = 3—124+A=0= A =09.
La recta buscada es x — 2y +9 =10

2. 2z+y+ A =0y como pasa por el punto A = 6+6+A=0= A=
—12. La recta buscada es 2z +y — 12 =0

3. Calculamos A” simétrico de A respecto de la recta r:

= Calculamos una recta s perpendicular a r y que pase por A,
calculada en el apartado anterior.

» Calculamos el punto de corte entre r y s:
r:x—2y+5=0 , (19 22
{ siowty—12=0 A (5’5

» El punto A’ calculado es el punto medio entre el punto A y el
punto A” que tenemos que calcular:

"
A*;A —A = A =24~ A= (358,454)—(3,6) = (23 14)

r=1+ A\

Problema 176 Dadas lasrectasr: x+5y—2=0y s: { Y= 2\

pide calcular:

1. Su punto de corte.
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2. Angulo que forman.
3. Sus bisectrices.

Solucioén:

1. (1+)\)+5(2)\)—2:0:>)\:1:>(12 2)

11 1711
2.
riedby—2=0=(L5) o T3 - 105°1519”
s:20—y—2=0= (2,-1) V2615
!: Bisectriz
e, : o
H{x I. .___,.-""f
o : ,.-"'
\\\, ,-r’*f 'i}-"{ )
hisectriz ... S Y Y
._.-""--' II \ d'Z
_.-'/l‘// ; Ex
.
3.

|z +5y—2 _ [22—y—2
V26 V5

o+ 5y —2=2282r—y—2) = 89x — 182y =64

» 45y —2=-2282z —y—2) = 139z + 68y = 164

d(P,r) =d(P,s) =

Problema 177 Encontrar todas las ecuaciones de la recta cuya ecuacion
general es 2z — 3y +6 = 0. Y calcular el angulo que forma esta recta con el
eje de abcisas.

Solucion:
o 171") = (3’ 2)
1 A(0,2)
» Vectorial: (x,y) = (0,2) + A(3,2)
e ) =23
s Paramétrica: =242\
-2
= Continua: g _Y 5

General: 2z —3y+6=0
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;. 2
s Explicita: y = ga: +2
) 2
= Punto pendiente: y — 2 = gx

. 2
= Angulo con el eje de abcisas: m = tana = —= = o = 33°41'24"

Problema 178 Si los puntos A(—1,2), B(4,—1) y C(1,6) tres vértices con-
secutivos de un tridngulo, se pide calcular:

1. Su circuncentro.

2. La altura de C sobre el lado AB. (Distancia de C' a la recta determi-
nada por los puntos A y B.

Solucion:

1. Calculamos dos de sus mediatrices:

» Mediatriz entre A y B:

V@ +12 4 (y-22= /(e 42+ (y+12 = 52-3y—6=0

» Mediatriz entre A y C":

V@124 (y—22=/(e—1)2+(y - 6> = 2 +2-8=0

s Circuncentro:

5r —3y—6=0 . (36 34>
xr+2y—8=0 13713
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2. Calculamos la recta que une A con B:

—
) = (5,-3) ' L
T'{A(—l,Z) = r:3x+5y—7=0

Calculo la distancia de C(1,6) a la recta 7:

e )_y3+30—7y_13\/32
RV R T

Problema 179 Sea el punto A(5,1) y la recta r : 3x —y + 2 = 0. Se pide
calcular:

1. Una recta paralela a r que pase por el punto A.

2. Una recta perpendicular a r que pase por el punto A.

3. El punto A” simétrico de A respecto de la recta 7.
Solucién:

1. 3x —y+ A =0y como pasa por el punto A — 15— 14+ =0 —=
A = —14. La recta buscada es 3z —y — 14 =0

2. +3y+A = 0y como pasa por el punto A = 54+34+A=0=—= \ = —8.
La recta buscada es x + 3y —8 =0

3. Calculamos A” simétrico de A respecto de la recta r:

\
L]
A”\'

= Calculamos una recta s perpendicular a r y que pase por A,
calculada en el apartado anterior.

= Calculamos el punto de corte entre r y s:

r:3x—y+2=0 (113
{s:x+3y—8=0 — 4 (5’ 5
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» El punto A’ calculado es el punto medio entre el punto A y el
punto A” que tenemos que calcular:

"
A+ A :A,:>A,,:2A/_A:<2 26)_(571):< 23 21)

2 55 575
Problema 180 Dadas lasrectasr: 2 +y—2=0y s: { §:i+2)\ , se
pide calcular:

1. Su punto de corte.
2. Angulo que forman.
3. Sus bisectrices.
Solucién:
1 51
L (I420)+(N)-2=0= A== (,)
3 3°3
2.
rex+y—2=0= (1,1) -1
J ) — cosa = ——= —> a = 108°26'6"
stx—2y—1=0= (1,-2) V25
!; biseciriz
., H -~
'\\\‘ .____.-"'f I.“.Id]
_ bispetric . /f T L
P E: \dz
__..-'/l'/ .E"x
s
3.

v +y—2]  |z—2y—1|
V2 V5

2 +y—2=0,63(x—2y—1) = 37x 4226y — 137 =0

d(P,r) =d(P,s) =

»r+y—2=-0,63(x—2y—1) = 163z — 26y — 263 =0
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2.3. Conicas

Problema 181 Calcula la ecuaciéon de la recta tangente a la circunferencia
3224+ 3y> +2 — 5y — 2 =0 en el punto P(—1,0)

Solucién:

Primero calculamos el centro de la circunferencia, ya que si obtenemos este
punto, podremos calcular el vector que partiendo de este punto llega al pun-
to donde queremos hallar la tangente, y este vector serd perpendicular a la
recta tangente:

1 5 2
3x2+3y2+x—5y—2:0:>x2+y2+§-x—g-y—g:0:>
2 :>1 2-0a = L
m = — - Qa _——= - -Qa a = ——
3 6
5 5
" 3 6

Luego el centro de la circunferencia serda C (—%, %)

Esto quiere decir que un vector perpendicular a la recta que nos piden sera el

15 5 _5
vector CP = W = (=1,0) = (=5.3) = (=5,—%)
Luego la ecuacion general de la recta serd de la forma —%:c — %y—k Cte=0,y
teniendo en cuenta que esta recta pasa por el punto P(—1,0), sustituyendo
obtendriamos —% < (=1) — % 04+ Cte=0= Cte = _%

La recta pedida serfa, por tanto,—%x - %y + (—%) =0=2x+y+1=0

Problema 182 (2 puntos) Calcular la ecuacién de la elipse de excentrici-

dad e = R cuya distancia focal es 4.
Solucién:

Tenemos que 2c =4 = c =2

1 c:>1_2:> _3
6’_4 a 4 a “=

=0+ =64=0"+4=— b>=60
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Luego la ecuacién de la elipse es:

N

64 60
Problema 183 Calcula la ecuacién de la circunferencia que pasa por los
puntos A(0,1), B(2,0) y C(2,2), y las ecuaciones de las rectas tangente y

normal en el punto C.
Solucién:

La ecuacién general de una circunferencia es 22 + y> + max +ny +p = 0,
sustituyendo los puntos tenemos:

n +p=20 m:—%
4+ 2m +p=0 = ¢ n=-2
8+ 2m +2n +p=0 p=1

La ecuacion queda de la siguiente maneras:

2 2

5
P24yl — S —2y+1=0=222+2y  —bx—4dy+2=0

2

Calculamos la recta tangente y normal en C(2, 2):

dxdzr + dydy — bdx — 4dy = 0 = (4= — 5)dx + (4dy — 4)dy =0

(4y — 4)dy = — (4o — 5)dz = 3 = Z—i :—ij;:i = m = _2
La recta tangente serd: y — 2 = —%(x -2)
La recta normal serd: y — 2 = %(x -2)
Problema 184 Encontrar el centro y el radio de las posibles circunferen-

cias:
1. 224+ 9y?> - 102 +8y—4=0
2. 22 +y? —2x -2y +15=0
Solucién:

l. m=-2a=-10=a=5
n=-2b=8=0b=-4
p=a’+b?—r2=r=+45

2. m=-2a=-2—7a=1
n=-2b=-2=5b=1
p=a’®+b> —r> = r = \/—13. Luego no es una circunferencia.
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Problema 185 Calcular la ecuacién de una circunferencia que pase por los
puntos A(—1,1), B(2,2) y C(2,0).

Solucién:
2— m+ nt+ p=0 m=—3
84+ 2m+ 2n+ p=0 — ¢ n=-2
4+ 2m+ p=20 p= —%

Problema 186 calcular la ecuacién de una elipse de centro C(0,0), cuyos
focos son F'(—4,0) y F(4,0), y tiene una excentricidad de 0, 8.

Solucion:

c 4 5
e=— = Q= g

a 0,8
=P+t =0=a>-*=9
2 2
x Yy 2 2
—+Z>==1=—9 25y“ = 225
25 9 T2y

Problema 187 Calcular el lugar geométrico de los puntos P(z, y) que cumplen
que, la distancia de él al punto A(1,1) es igual a la distancia de él a la recta
z+1=0.

Solucidén:
d(P,A) = \/(z —1)2 + (y — 1)?
d(P,ry=z+1
2 15 1 1
d(P,A)=d(Pr) =y —2y+l=de= o=y —y+

Problema 188 Calcular las rectas tangente y normal a la curva
2?4y —dr—y+3=0
en el punto A(1,1).

Solucion:

d 2 — 4
2xdw+2ydy—4dm—dy:0:>y’:7y:_ x
dx 2y — 1

La recta tangente serd: y — 1 = 2(x — 1)

1
La recta normal serd: y — 1 = —i(m -1)
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Problema 189 Calcular la ecuacién de la circunferencia que pasa por los
puntos A(1,0), B(5,1) y C(0,3).

Solucion:
I+ m + p=0 m= -5
26 + 5m + n + p=0 = n=-5

La circunferencia serd: 13z2 + 13y? — 672 — 57y + 54 = 0.

Problema 190 De una hipérbola se conoce su eje principal que vale 10 y
tiene una excentricidad e = 1,4. Encontrar sus focos, su ecuacion general,
sus asintotas y su dibujo aproximado.
Solucién:
a=5, ¢=7, b*=24, b=+24
2 2

TV 1 — 242 + 2547 = 600

25 24
Nz VY

5 0 YT
Problema 191 Encontrar el lugar geométrico de los puntos P(zx,y), que
cumplen que, la distancia de ellos a la recta * —y — 1 = 0 y la distancia
de ellos al punto A(—1,0), es siempre la misma. Identifica por definicién de
que figura geométrica se trata y encuentra una las rectas tangente y normal
a ella en el punto (—8,1).

Solucion:
r—y—1
V2

Por definicién seria una parabola.

(x+1)24+y2= — 2?4y 42y —62—2y+1=0

dx 23{:—1—23/—1—6:> 1
o __avresre m
dy 2z 42y — 2 2

1
y—1= —i(w + 8) tangente, y — 1 = 2(x + 8) normal

Problema 192 Dada una elipse de focos (—3,0) y (3,0) con una excentri-
cidad e = 3/5, encontrar la ecuacién de una circunferencia cuyo didmetro
coincida con el eje mayor y su centro es el el punto en el que corta esta elipse
y el eje de ordenadas (OY).

Solucion:

ezféa:5:b:4
a
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El centro sera: C(0,4) y el radio r =5
2 +y?—8y—9=0

-1 1
Problema 193 Dada la recta z Y + encontrar los puntos de ella

que distan 5 unidades del origen de coordenadas.
Solucién:

La ecuacién de una circunferencia de centro (0, 0) y radio 5 es x2+y?—25 = 0.
x =142\
y=—-1-X"
tenemos A2 + 6\ — 23 = 0 = \ = 1,627105745 y \ = —2,827105745.
Sustituyendo estos valores en la recta obtenemos los puntos:

Ademsés r : sustituyendo estos valores en la circunferencia

(4,254211490, —2,627105745) vy (—4,654211489, 1,827105744)

Problema 194 Calcular la ecuacién de una circunferencia que pase por los
puntos A(—1,—1), B(2,0) y C(0,5)

Solucion:

Dada la ecuacién general de una circunferencia: 22 + y? + ma —ny +p = 0,
imponemos que pase por los puntos dados y nos queda

!

ST

m4+n—p—2=0 67
2m+p+4=0 —=>({ n=-——
5n+p-+25=0 17
90

P="17

11 67 90
La circunferencia buscada es: z? + y? + 7 T — YT =

Problema 195 Dada una elipse de focos (—4,0) y (4,0) con una excentri-
cidad e = 4/5, encontrar la ecuacién de una circunferencia cuyo didmetro
coincida con el eje mayor y su centro es el punto en el que corta esta elipse
y el eje de abcisas (0OX).

Solucion: c
e=— = q = 5
a

El centro sera: C(5,0) y el radio r =5

(x—5)2+1y°=26= 22 +¢y*— 102 =0
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Problema 196 De una hipérbola se conoce su eje principal que vale 8 y
tiene de excentricidad 1,5. Encontrar sus focos, su ecuacién general, sus
asintotas y su dibujo aproximado.

Solucion: c
a=4, e=—-—=— ¢c=6
a

A=ad>+b = b>=20, b=2V5
2 2

TV 1 — 2022 — 16y% = 320

16 20
, 5
Asintotas : y = j:\g

Problema 197 Encontrar el lugar geométrico de los puntos P(z,y), que
cumplan que, la distancia de ellos a la recta x +y = 0 y la distancia de
ellos al puntoA(2,0), es siempre la misma. Identifica de que figura se trata
y encuentra las rectas tangente y normal a ella en el punto (1,/5).

Solucion:

Por definicién se trata de una parabola

d(P,r) = ‘”j;’ AP = /(z — 22 + 2

:c—i—yz (x —2)2 +92 = x2—|—y2—2xy—8x+8:()

V2
0 20 — 2y — 8
(2y—27)0y = —(22—2y—8)dz = ¢ = G _ 2770 = VB2
Oz 2y — 2x

Tangente : y — V5 = (V54 2)V5(z — 1)
1

Vb 42

-2 1
Problema 198 Dada la recta v _yt encontrar los puntos de ella

Normal : y — V5 = —

(z—1)

que distan 5 unidades del origen de coordenadas.
Solucién:

La ecuacién de una circunferencia de centro (0, 0) y radio 5 es x2+y*—25 = 0.
, =2+ . . .
Ademds r : v + , sustituyendo estos valores en la circunferencia
y=—14+2X\
tenemos 202 +2XA —20 =0 = A =2 y A\ = —2. Sustituyendo estos valores
en la recta obtenemos los puntos:

(473) y (07_5)



2.3. CONICAS 99

Problema 199 Calcular la ecuacién de una circunferencia que pase por los
puntos A(2,2), B(1,0) y C(0,3)

Solucion:

Dada la ecuacién general de una circunferencia: 22 + y? + ma —ny +p = 0,
imponemos que pase por los puntos dados y nos queda

2m+2n+p+8=0 m=—1
m+p+1=0 = 4q n=-3
n+p+9=0 p=0

La circunferencia buscada es: 22 + 9% — 2 —3y =0

Problema 200 De una elipse horizontal y centrada en el origen se conoce
su excentricidad 0,5 y el semieje mayor que es 2 cm. Calcular sus focos,
vértices, ejes, distancia focal y ecuacién.

Solucion:

c
e=—-——c=1
a

2=+ = b=3
Vértices: A(2,0), A'(—2,0), B(0,v3) y B'(0,—/3).

Focos: F(1,0) y F'(—1,0), y distancia focal= 2 cm

Eje mayor= 4 cm. y eje menor= 2v/3 cm.

JCZ y2
Tr3-1=— 322 +4y* —12 =0

Problema 201 De una hipérbola horizontal y centrada en el origen se
conoce su excentricidad 1,5 y el semieje real que es 2 cm. Calcular sus focos,
vértices, ejes, distancia focal, asintotas y ecuacion.

Solucion: .
e=——c¢=3
a

F=d®4+0 = b=+5
Vértices: A(2,0), A'(=2,0), B(0,4/5) y B'(0,—/5).

Focos: F(3,0) y F'(—3,0), y distancia focal= 6 cm

Eje real= 4 cm. y eje imaginario= 2/5 cm.
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5 5
Asintotas:y:Qxey:—\gm
22 2 )
- =1= 52— 4y’ -20=0
1 5 o

Problema 202 Encontrar el lugar geométrico de los puntos P(z,y), que
cumplan que, la distancia de ellos a la recta z —y = 0 y la distancia de
ellos al punto A(1,0), es siempre la misma. Identifica de que figura se trata
y encuentra las rectas tangente y normal a ella para x = 1.

Solucion:

Por definicién se trata de una parabola

"”J;, AP = /(@ — 1)2 +¢?

x y_ 2 2 2 2 _
—\/x—l + — x° + +2zy—4x+2=0
\/5 ( ) Yy Yy Yy

r=1= > +2y—1=0= y=—-2,41, y=0,41

y 2z + 2y — 4 T+y—2
2u+2x)0y = —(224+2y—41)0xr — i = -2 = — — _
(2y+2z)0y (2z+2y—4)0x V=3, FGE o

d(P,r) =

En el punto (1;—2,41): m = 2,41
Tangente : y + 2,41 = 2,41(x — 1)
Normal : y + 2,41 = —0,41(z — 1)
En el punto (1;0,41): m = —0,41
Tangente : y — 0,41 = —0,41(z — 1)
Normal : y — 0,41 = 2,41(x — 1)

Problema 203 De una elipse horizontal y centrada en el origen se conoce
su excentricidad 0,25 y el semieje mayor que es 8 cm. Calcular sus focos,
vértices, ejes, distancia focal y ecuacion.

Solucion:

c
e=——c¢c=2
a

=0+ = b=160
Vértices: A(8,0), A’(—8,0), B(0,v/60) y B'(0, —/60).
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Focos: F(2,0) y F'(—2,0), y distancia focal=4 c¢cm

Eje mayor= 16 cm. y eje menor= 24/60 cm.

TV 15 4 1657 — 960 — 0

N = = €T —_ =

64 " 60 Y

Problema 204 De una hipérbola horizontal y centrada en el origen se
conoce su excentricidad 1,5 y el semieje real que es 4 cm. Calcular sus focos,

vértices, ejes, distancia focal, asintotas y ecuacién.

Solucion:

c
e=——=1c¢=6
a

E=d>+ = b=2V5
Vértices: A(4,0), A'(—4,0), B(0,2v/5) y B'(0, —2v/5).

Focos: F(6,0) y F'(—6,0), y distancia focal= 12 cm

Eje real= 8 cm. y eje imaginario= 41/5 cm.

V5 V5

Asintotas: y=-5rey=-——451
2 2
€z Yy 2 2
— —=1=b5x"—4y*—-80=0
16 20 o

Problema 205 Encontrar el lugar geométrico de los puntos P(z,y), que
cumplan que, la distancia de ellos a la recta x — 2y = 0 y la distancia de
ellos al punto A(1,0), es siempre la misma. Identifica de que figura se trata
y encuentra las rectas tangente y normal a ella para x = 1.
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Tangente: y-0,236=0236(x-)

Normal: y+4,236=0,236(x-1)

Solucién:
Por definicién se trata de una parabola

d(P,r) = x\_/;y AP = \/(z — 1)2 + ¢

-2
x\/gy =\/(z—1)2+y2 = 422 + y? + dozy — 10z +5=0

r=1= 1’ +4y—1=0= y=—4,236, y=0,236

oy 8xr + 4y — 10 dr 4+ 2y — 5
2y+42)0y = —(8a+4y—10)0r = ¢y = == = — = —
(2g+42)0y (Ba-+4y=10)0e V'~ 0w 2y +4x 2z +y

En el punto (1;—4,236): m = —4,236
Tangente : y + 4,236 = —4,236(x — 1)

Normal : y + 4,236 = 0,236(x — 1)
En el punto (1;0,236): m = 0,236

Tangente : y — 0,236 = 0,236(z — 1)
Normal : y — 0,236 = —4,236(x — 1)

Problema 206 Un cuerpo extrano a nuestra constelacién ha irrumpido de
forma violenta en ella, penetrando con una velocidad vertiginosa. Diferentes
organismos internacionales dedicados al estudio de la astronomia se pusieron
en contacto con el observatorio de las Islas Canarias (en el Teide) , desde
donde se dio la alarma de este suceso. Dos jovenes astrénomos , antiguos
alumnos del colegio Villaeuropa, era los guardianes del cielo. La comuni-
cacién que dieron a la NASA fué bastante precisa; se trata de un cometa
que arrastra en su cola un gran cantidad de meteoritos de diferentes tamanos.
No existiria ningtin riesgo para la Tierra si pasase a un distancia mayor de
2 (unidades astrondémicas). También han comprobado que los puntos que
recorre este cometa equidistan de la recta r : x + y = 0 y del punto F(1,0).
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Precisan también que cuando la Tierra se encuentre en el punto P’'(2,1)
serd cuando estaremos mas cerca del cometa.

La situacion ya la tenian clara, el estudio de cénicas de 1° de Bachillerato les
bastaba para hacer un primer célculo de aproximacién. Su antiguo y pesado
profesor les preguntaria:

1. ;Que curva describe el cometa?
2. Calcular su ecuacién general.
3. Calcular las rectas tangente y normal a esta curva en x = 2
4. ;La Tierra se encuentra en peligro?
Solucién:
1. Se trata de una pardbola.

2.
r+y

V2

d(P,r) = |FP| = = /(z —1)2 412 = 22ty —4x—22y+2=0

Y —dy—2=0= y=4,45, y=-045
y = @ __ Ty~ 2
dx Yy—x
En el punto (2;4,45) = m =1,8:
Recta Tangente: y — 4,5 = 1,8(z — 2) y la recta Normal: y — 4,5 =
0,56(z — 2)

En el punto (2;-0,45) = m =0, 18:
Recta Tangente: y + 0,45 = 0,18(x — 2) y la recta Normal: y + 0,45 =
—5,56(z — 2)

4. En el punto de abcisa xz = 2 la Tierra se encuentra en la ordenada
y = 1, es decir, cuando el cometa pase por el punto (2;—0,45) la
distancia serd 1 — (—0,45) = 1,45 < 2 y, por tanto, en peligro.

Problema 207 Calcular la ecuacién de una circunferencia que pasa por los
puntos A(3,—1), B(1,0) y C(0,2). Obtener su centro y su radio.

Solucién:
2+ +mr4+ny+p=0
3m—n+p=-10 m=—7
T m+p=-—1 —={ n=-5 = 22+’ —5x—-Ty+6=0

2n+p=-4 p==06
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—2a=-5= a=5/2
—2=-T= b="7/2
6=(5/2)?+(7/2)* -1’ = r=

ot
w%
o

Problema 208 De una elipse horizontal centrada en el origen se conoce su

1
excentricidad e = 3 y su eje mayor de 24 cm. Se pide:

1. Calcular la longitud de sus ejes, la distancia focal, sus vértices y sus
focos.

2. Calcular su ecuacién general.

Solucion:
1. a =12
e 3
8 12 2
a2:b2—|-c2:> b2:%7:>b:$:§ﬁ

Eje Mayor: 24 cm, Eje Menor: 94/7 cm, Distancia Focal: 3 cm

- , 9 , 9
Vértices: A(12,0), A'(—12,0), B (0, §\ﬁ y B' (0, _i\ﬁ
Focos: F(3/2,0) y F'(—=3/2,0)

z? 49/

—+—=—=1 dy” = 2

144+567 —> 632? + 64y = 907
Problema 209 Sea la recta r : 2z +y — 3 = 0 y sea el punto P(1,1). En-
contrar los puntos de la recta r que se encuentran a una distancia igual a 5
del punto P.

Solucion:

Construimos una circunferencia de centro P y radio 5 y luego calculam-
os los puntos de corte de esta circunferencia con la recta r.

):> =2
") y=3-2x

(1,
»(0,3)

S

(x—1)*+ (y —1)* = 25, r-{

A1 = 3,236

_1)\2 o 2 _ 2 A —
A=1)24+(2-20)"=25= X -2X—4 ():>{A2:_17236

Mi=3,236 [ P'(3,236;,-3,472)
Ay = —1,236 P"(—1,236;5,472)
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1 -1
Problema 210 Sea la recta r : % = yil Encontrar los puntos de la
recta r que se encuentran a una distancia igual a 3 del origen de coordenadas

0.
Solucion:

Construimos una circunferencia de centro O y radio 3 y luego calculamos
los puntos de corte de esta circunferencia con la recta r.

2, .2 ) ur=(1,-1) Jr=—1+2A
54y —9,7’.{PT 11) = 7

A1 = 1,870828693

12 2 o 2 _
A=D1+ 1 =2)"=9= 2A 7:>{)\2:—1,870828693

A1 = 1,870828693 P’(0,8708286929; —0, 8708286929)
A2 = —1, 870828693 P’ (—2,870828693; 0, 8708286930)

Problema 211 De una elipse horizontal centrada en el origen se conoce su

1
excentricidad e = 5 ysu distancia focal 4 cm. Se pide:

1. Calcular la longitud de sus ejes, la distancia focal, sus vértices y sus
focos.

2. Calcular su ecuacién general.
Solucion:

1. 2c=4=— c=2 ] 5
e=—=—-—=—=a=4
2 a

=+ ==12= b=2V3
Eje Mayor: 16 cm, Eje Menor: 4y/3 cm, Distancia Focal: 4 cm

Vértices: A(4,0), A'(~4,0), B (0,2v3) y B' (0,-2V3)

Focos: F(2,0) y F'(—2,0)

2 2
z Yy 2 2

= =1= 4y =4
TR 3x° + 4y 8

Problema 212 Sean los puntos A(1,0), B(5,—2) y C(4,6) tres vértices
consecutivos de un triangulo. Se pide:

1. La ecuacién de la circunferencia circunscrita.
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2. El circuncentro.

Solucidn:
1.
P+ +mr+ny+p=0
-m—-n+p= -2 m = —19/11 L, 19 1 42
T 3Im+p=-9 — < n=-1/11 = z+y TR AR =0=
n+p=—4 p=—42/11

1z +11y° =192 —y — 42 =0
2. Tenemos:

s Mediatriz entre A y B:

Ve+12+ @ +12=/(z-32+y? = 8c+2-7=0

s Mediatriz entre A y C"

V@t 12+ (y+12= /a2 +(y-22= z+3y—2=0

» Circuncentro:
{8x+2y—7—0 (19 1)

— (=, =

x+3y—2=0 227 22
Problema 213 Se estd trazando una autovia y Luis se encuentra preocu-
pado porque su casa se encuentra en la zona de construccién. Para resolver
su incertidumbre se dirige a la oficinas del ingeniero de caminos que lleva el
proyecto. Ante un mapa topografico le ensena el proyecto, la carretera se ha
dibujado teniendo en cuenta que cualquier punto de la curva equidista de la
casa de Luis, que se encuentra en el punto F'(1,2), y larecta r: o —y = 0.

También se informa de que su casa tiene que tener una separacion de la
autovia superior a 500 metros por los ruidos.

Su antiguo y pesado profesor le preguntaria:
1. ;Que curva describe el autovia?
2. Calcular su ecuacién general.

3. Calcular las rectas tangente y normal a esta curva en z = 1

W

. Hay algiin motivo de preocupacion?



2.3. CONICAS 107

(Nota: los valores de los puntos y representacion de las rectas viene dado en
kilémetros)

Solucién:
1. Se trata de una parabola.

2.

d(P,r) = |FP| = x\;iy =@ -1+ (-1 =

2 +y? —4dx—8y+2zy+10=0

Yy —by+7=0= y=4,41, y=1,59
;o @ B _J:+y—2

S dr y+ax-—4

En el punto (1;4,41) = m = —2,42:

Recta Tangente: y — 4,41 = —2,42(z — 1)

Y

Recta Normal: y — 4,41 = 0,41(x — 1)

En el punto (1;1,59) = m = 0,42:
Recta Tangente: y — 1,59 = 0,42(z — 1)

Recta Normal: y — 1,59 = —2,39(x — 2)

4. La casa estd en el punto F(1,2) y la carretera pasa por el punto
(1;1,59), la distancia entre estos dos puntos es de 0,41 kilémetros,
luego hay motivos de preocupacion.

Problema 214 Calcular la ecuacién de una circunferencia que pasa por los
puntos A(0, —1), B(2,0) y C(1,3). Obtener su centro y su radio.

Solucion:
> +y +mr+ny+p=0
r: 2m+p=—4 =< n=-15/7T =
m+3n+p=-10 p=—22/7
3 15 22
x2—|—y2—?x—7y—7:0:> 722+ Ty? — 3z — 15y — 22 =0

—2a=-3/7T= a=3/14
—2b=—15/7 = b=15/14
22/7 = (3/14)2 + (15/14)2 — 2 = 7 = 3Y34



108 CAPITULO 2. GEOMETRIA

Problema 215 De una elipse horizontal centrada en el origen se conoce su

1
excentricidad e = 3 y su eje mayor de 6 cm. Se pide:

1. Calcular la longitud de sus ejes, la distancia focal, sus vértices y sus
focos.

2. Calcular su ecuacién general.

Solucion:
1l.a=3
7873 ~ 3
a? =0+ = bzz%zﬂazgzgﬁ

Eje Mayor: 6 cm, Eje Menor: Z\ﬁ cm, Distancia Focal: 2 cm
9 9
Vértices: A(3,0), A'(—3,0), B (0, 4\ﬁ) y B’ (07 _4\ﬁ)

Focos: F(3/8,0) y F'(—3/8,0)

2 2
x” 64y 2 2
adl =1=— 63 64y“ = 567
9 © 567 S
Problema 216 Sea la recta r : 3z —y + 2 = 0 y sea el punto P(0,1). En-
contrar los puntos de la recta r que se encuentran a una distancia igual a
V7 del punto P.

Solucion:

Construimos una circunferencia de centro P y radio v/7 y luego calculamos
los puntos de corte de esta circunferencia con la recta r.

7= (1,3) :r.{m
(0, 2) "l y=2+3)\

S g

2?4+ (y—1)2 =7, r'{

M4 (14302 =7T= b\ +30-3=0= A =0,53
Ao =—1,13

M =05 [ P'(0,533,59)
Xo=—1,13 P"(—1,13; 1, 39)
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Problema 217 Calcular la ecuacion de una circunferencia que pasa por los
puntos A(0,—2), B(3,0) y C(1,4). Obtener su centro y su radio.

Solucion:
24y +mr+ny+p=0
r: 3m+p=-9 = n=-17/8 =
m+4n+p=—17 p=—33/4
6 17 45
2% + 32 —?x—7y—7—0:> T2+ Ty? — 62 — 17y — 45 =0

m=-2a=—-1/4= a=-1/8
n=-2=-17/8 = b= —17/16

==
V2405
p=-33/4=a’+b —r’ = r= 5~ 3065
117 /2405
Centro = [ ——, —— = = 3,065
entro ( % 16)’ r 16 ,
rz—1 y—3

Problema 218 Sea la recta r : =7 Ysea el punto P(3,3). En-

2
contrar los puntos de la recta r que se encuentran a una distancia igual a 5

del punto P.
Solucién:

Construimos una circunferencia de centro P y radio v/7 y luego calculamos
los puntos de corte de esta circunferencia con la recta r.

Jw=(21) fa=1+2)
(m—3)2—|—(y—3)2:25,7’{ P(L3) :>r.{y:3+A

A =3

(=24 202 + X2 =25 — 5)\2—8)\—21—0:>{
Ao =—1,4

A =3 _. [ P
Xo=—1,4 P"(-1,8;1,6)

Problema 219 Calcular la recta tangente a la circunferencia 22 +y? — 4z —
— 6 =0 en el punto P(3,1).

Solucion:

La circunferencia tiene de centro C(2,2) y radio » = v/2. El vector CP =
(1,—1) es perpendicular a la recta tangente, luego:

r—yYy+A=0=3 -1+ A=0= A= -2
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La recta tangente es: x —y —2 =0

2 2
Problema 220 Sea — + vo_ 1 la ecuacién de una elipse horizontal. En-

contrar todos los datos que la definen y su ecuacién general.
Solucién:

A?=3=a=V3, V¥=2= b=12

c
=P+t =c=1 e=-=
a

Sl

Eje Mayor= 2a = 2v/3
Eje Menor= 2b = 2v/2
Distancia Focal= 2¢ = 2

Excentricidad= ¢ = —
V3

Vértices: A(v/3,0), A'(—+/3,0), B'(0,v/2), B(0,v?2)
Focos: F(1,0), F'(—1,0)
Ecuacién general: 222 + 3y? = 6

Problema 221 De una elipse horizontal conocemos su eje menor que mide

1
4 cm y tiene una excentricidad e = 1 Calcular los datos que la definen, su

ecuacién general y las tangentes a esta cénica en los puntos de abcisa z = 1.
Solucién:
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Eje Mayor= 2a =
Eje Menor= 2b = 4
Distancia Focal= 2

Sz
ot

gl
ot

Excentricidad= e =
Vértices: A <16 0], A (
' 2\/15 2\/1
Focos: F | —— 0) F’(
(750 7 (-7

Ecuacion de la elipse:

\/%‘,_. H

> B(0,2), B(0,~2)

641;215+f:1:> 125 +y42:1
Ecuacién general: 1522 + 16y = 64
Siz=1= y==+7
30zdz + 32ydy = 0 = ¢/ = Zg - igz

En el punto P, <1, Z) = m= —%

Tangente : y — Z = —%(1‘ -1)
En el punto P <1, —Z) == m= %

Tangente : y + Z ;Z (x—1)

Problema 222 Nuestro amigo Pablo ha pasado una temporada con los
aborigenes australianos. Dice que es un auténtico experto en el lanzamiento
del bumerang. Quiere hacer una demostracién lanzandolo alrededor de Glo-
ria, su companera de clase. Gloria se habia situado alejada de él en el punto
A(2,1) (hace falta tener mucho valor, yo no me pondria). El boomerang
lanzado sigue una trayectoria curva, de forma que la distancia desde Glo-
ria al boomerang es siempre igual a la distancia del boomerang a la recta
r:xz —y=0. Se pide:

1. Identifica de que curva se trata.
2. Calcular la ecuacién de esta curva.

3. ;Se encuentra Gloria en peligro de ser golpeada por este artefacto
sabiendo que las aspas del boomerang miden 50 cm? La escala del
plano en las que hemos tomado las medidas esta determinada por
cuadrados de 50 x 50 cm.
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Solucién:
1. Se trata de una parabola por definicién.

2. Sea P(x,y) un punto de esa pardbola, se tiene que cumplir:

¥ |2.2844
1.9037
1.53
1.1422
A2,1)

0.76148

0.3807

0.75 145 2.25 3 EH 4.5 5.25
-0.38074

2

AP = d(P.r)
Va2 =El o o o= 50

= 22+ + 22y —8x —4y+10=0

3. Gloria se encuentra en peligro ya que la parabola tiene que pasar entre
ella y la recta directriz::

2.1 1
d(A,r) = | 7 | _ 75~ 0, 7071067811

En centimetros seria: 0, 7071067811 x 50 = 35,35533905 cm, por lo que
las aspas la golpearian.
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2.4. Numeros complejos

Problema 223 Halla todas las raices de la raiz cibica de 27.
Solucién:

Primero escribimos 27 como si fuese un niimero complejo, es decir, z = 27 =
2740 - 4, y calculamos su médulo y su argumento:
r=+va2+b =272 4+02=27, r=27

tana:g:%:() — a=0

Luego el nimero complejo en forma polar serd z = 27g0, v a partir de él
vamos a calcular sus raices cubicas:
€/ﬁ?::(¢*27)g%¥ﬂ,::3gigmh donde n =0,1,2

Cuandon =0 = 2z = 3go = 3(cos0° + i -sin0°) = 3
Cuandon =1 = 29 = 31900 = 3(cos 120° + 7 - sin 120°) = —

Cuando n =2 = z3 = 39400 = 3(cos240° + i - sin 240°) = —

.

+

NGO Do

[\~ [N}
Sl
.

Problema 224 Calcular:

1. (2—44)(1+1)
3—1

© 5424

3. (4+1)?

Solucion:
1. 2—49)(14i)=6—2i
3—1 13 11

=2

5427 29 29
3. (4+i)2=15+8i

Problema 225 calcular y pasar a forma polar y paramétrica

L 2600

3150

2. 4400 '3800

3. (5400)5
Solucion:
2 2 2 2 2
1. 28 — <) :f(cos45°+isin45°):£+£i
3150 3/450 3 3 3

2. 4400 - 3gg0 = 121900 = 12(c0s120° + i sin 120°) = —6 + 6/3

3. (5a00)® = 55g00 = 5°(cos 200° + i sin 200°) = —2936,5 — 1068, 8
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Problema 226 Calcular {/z donde z =1 — 3

Solucién:
z=1—-31= V10288,43
- /1 1/4
V1-3i= ( 10) 2é8,43+k-3600
4
k=0=— 10% 0 = 10/8(cos 72,11° + i sin 72, 11°) = 0,409 + 1,27
k=1= 10155 ;0 = 10"/%(cos 162, 11° + i sin 162, 11°) = 1,27 + 0,41

k=2— 10%52‘ Lo = 101/8(c0s 252, 11° + 4 sin 252,11°) = —0,41 — 1,274

k=3— 10;{2 110 = 101/8(cos 342, 11° + i sin 342,11°) = 1,27 — 0,41
Problema 227 Resolver la ecuacién: 22 — 2 +2 =10

Solucion:

L VT

=

L4 V=T _

222 42=0— z="T" 5

L\D\»—t

Problema 228 Resolver la ecuacién: z2 + 1 = 0.

Solucion:

3 3/ 3/
z = _1 — 2z = —1 = 11800 - 11800+k-3600
3

k=0 = lgp0 = cos 60° + i sin 60° = L + @z
k=1= 11800 = cos 180° + 7 sin 180°) =
k =2 = 13000 = cos300° + i sin 300°) = % i

Problema 229 Calcular:

5+1

L (=14 (2430), —

2. 8121 =2—14, 29 =5+4+2iy 23 =341 son tres numeros complejos,
calcular z = 221 — 3Z3 + bz3

3. (2—4)10
Solucién:
541
(—1+41)- (24 3i) 5—1, Y 3i

2. 8121 =2—14,29 =542y z3 =341 son tres nimeros complejos,
calcular z = 2z1 — 323 + 523 =4+ 9i
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1
3. 2910 = |z|] = V5 ytana = —5 al estar en el cuarto cuadrante

serd o = 333°26'5”. Por tanto tenemos que 2 — i = v/533309¢/5

(2—i)'% = (V/B333006'51) = Hogo00/58n = 5° (cos 94°20'58"+i sin 94°20/58")

Problema 230 Resolver la ecuacién z* 4+ 16i = 0 donde z es un nidmero
complejo.

Solucion:
A= 16i = 2= V/—16i
: — 16¢| = 16

sik=0= 2= 27030 = 2(cos67°30 + isin 67°30°) = 0,765 + i - 1,848

sik=0= z=25030 = 2(cos 157°30' + isin 157°30') = —1,848 + i - 0, 765
sik=0= 2= 27030 = 2(cos 247°30' + isin 247°30') = —0, 765 — i - 1,848
sik=0=> 2= 253703 = 2(cos337°30’ + isin 337°30) = 1,848 — i - 0, 765

Problema 231 Si z =3 —4i, y w = —2+ i calcular:
l.z4w, z-wy z/w.
2. 2°
3. las raices de /w
Solucién:
1 z4+w=1-3, z-w:—2+11iy%:—2+i.
2. z = Bgpeos2r120 = 20 = BYyj049450 = ° (COs 241°49'45" i sin 241°49'45")
3. w = Vbis3006767 :

V/Bago01/30n = v/5(cos 38°21'32" 4 4 sin 38°21/32")

V/5 1280917307 = /5(cos 128°21/32" 4 i sin 128°21'32")
/59180917307 = v/5(cos 218°21'32" 4 i sin 218°21'32")
/53080917327 = /5(cos 308°21'32" 4 i sin 308°21'32")

o =

Problema 232 Si z =2 —4i, y w = —1+ 1 calcular:
L. z4w, z-wy z/w.
2. 2°

3. las raices de {/w
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Solucion:
1 24w=1-36,2-w=2+6iy > =—3+4i.
w
2. 2 = V20996033507 = 27 = (V20){,00567 = (v/20)°(cos 149°5'6" +
isin 149°5'6")
3. w= \/?1350 :

V233045 = V/2(cos 33°45' 4 i sin 33°45)
Vo= /2123045 = V/2(cos 123°45' + i sin 123°45')
) V2913045 = v/2(cos 213°45 + isin 213°45")
V23030450 = V/2(cos 303°45' + i sin 303°45')

Problema 233 Sean z; = 3—2iy zo = —1+44. Calcular: z1+29, z1-20 y ﬂ.
z2

Solucion:
" 21+ =2+2

m 2129 =5+ 144
21 11 10

T AT &
Problema 234 Resolver la ecuacién z® — 2i = 0

Solucion:

/2300 = ¥/2(cos 30° + i sin 30°)
B2=0= 2=V2i= (2)rj2 = V21500 = v/2(cos 150° + i sin 150°)
V29700 = V/2(cos 270° + 4 sin 270°)

Problema 235 Sean z; =2+ y 20 = —1+2i. Calcular: z1+292, 21-22 ¥ ﬁ.
z2

Solucion:
m 21 +2=1+3
m 21 -20=—4+4 3¢

nm — = —

<2

Problema 236 Resolver la ecuacién z*+1—i =0

Solucion:

Atl—i=0= z2=V-1+i= {(2)1350 =
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V21350 +0° = V/2(cos 33°45' + i sin 33°45')
S
\8/51350 13600 = \8/5(008 123°45" 4 i sin 123°45")
S
V21350 1 7900 = V/2(cos 213°45' + i sin 213°45)
S
V21350 4 10800 = V/2(cos303°45 + isin 303°45')
S

Problema 237 Dados los niimeros complejos z1 =34 2iy 29 =5 —¢. Se
pide calcular:

Lzai+zyz—2

2. Z1 %9

<1
3. —
22

Solucion:
1. 21+20=8+1y 21 —20=—2+4+3%

2. 21'Z2:17+7i

Z1 1 1,
3 2L _ L4 -
» 2139

Problema 238 Resolver la siguiente ecuaciéon de segundo grado:

24 z24+2=0
Solucién:

1+
—— 4+ 1

) 2

22+ 2+2=0= z=
1 VT,
— — 1
2 2

Problema 239 Calcular las raices de /3 — 4i

Solucién:

2 = 3 — 4i = Byogosar12 = H(cos 306°52'12" — i sin 306°52'12")
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/5 30605012 103600 = V/D10201724n = V/5(cos 102°17/24" — i5in 102°17'24")

3

Yz = VBaeosoizrirsse = V529017724 = V/5(cos 222°17'24" — i sin 222°17'24”)
3 -
%306052’12”+243600 == \3/5342017/24// = \3/5(COS 342017,24” — ¢sin 342017,24”)
3



Capitulo 3
Analisis

3.1. Representaciones graficas

Problema 240 Calcular

Sea la funcién ,
@)= o 15

1. Estudiar el dominio, puntos de corte, intervalos de crecimiento y de-
crecimiento, y determinar sus extremos relativos.

2. Calcular sus asintotas.

3. Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibujar la grafica
de la funcién.

Solucién:
1. Consta de varios apartados:
a) Dominio: Domf(x) = R — {-5,3}
b) Puntos de Corte:
» Con el gje OY: z =0= f(0) = 0= (0,0)
» Con el eje OX: f(z) =0=(0,0)
¢) Simetria: La funcién no es ni par ni impar

(o)’ !

f(=z) = (—x)2 +2(—2) — 15 T2 _2r-15

7 £f(x)

d) Monotonia:

o 2 (x? + 4z — 45)
fla) = (22 4 22 — 15)?

=0=z=0,2=-9, =5

119
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Para estudiar el signo de f’(z) observamos que tan sélo basta
con estudiar el signo de x2 + 4z — 45 pues los otros factores estdn
elevados al cuadrado y, por tanto, son siempre positivos.

(—00,—9) | (—9,5) | (5,400)
x+9 — + +
T—95 - — +
f'(z) + — +
crece | decrece | crece

e) Extremos relativos: A la vista del apartados anterior observa-
mos que en el punto de abcisa x = —9 la funcién pasa de crecer
a decrecer y, por tanto, se trata de un maximo, que corresponde
al punto (—9;—15,19). Si observamos ahora el punto de abcisa
x = 5 la funcién pasa de decrecer a crecer y, por tanto, estamos
ante un minimo, que corresponde al punto (5;6,25)

2. Asintotas:

s Verticales:

7 'ZS
lIlm ——m—— =-
t——5—- 12 + 22 — 15
= r = -5
3
lim v 400
t——5+ 2 + 22 — 15
I x?
im ——— = -0
e—3— 2 + 2z — 15
— =3
3
lim v 400
e——3+ 22 + 220 — 15
= Horizontales:
3
lim ————— = oo = No hay Horizontales

a—00 22 4+ 22 — 15

= Oblicuas: La recta y = mz + n es una asintota oblicua si

. flz) ) z?
m = hm _— = llm — 5 .- =
rT—00 T r—>00 3 —+ 222 — 15z
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) , a?
n= lim fe) —na) = lim, (mx_w )T

; —222 + 15
lim

AT
a—o0 x2 4+ 22 — 15

La recta y = x — 2 es una asintota Oblicua.

3. Representacién Grafica de la funcién: Con los datos obtenidos
hasta ahora es suficiente para hacer una representacion grafica bas-
tante precisa de la funcién que nos ocupa.

-
20
10
il
-10 x=3
Mibsimo (9;-15,(9)
.
.

Problema 241
Dada la funcién f(z) = 2% — 20 + 1 y la recta y = 2z + 1
1. Calcular los extremos relativos de f(z).

2. Estudiar la concavidad de f(z).

3. Dibujar las gréaficas de la funcién, de la recta, y senalar el recinto que
encierran.

4. Calcular el area de dicho recinto.

5. Calcular la recta tangente y la recta normal a f(z) en el punto de
abcisa x = 2.

Solucion:

1. Extremos relativos:

f/(x):3$2_2:0:>x:_\26’ sz\gé
f// (—@) = _2\/5< 0= Minimo (_@7 9+3\/6>

f(x) = 62 =

() = 2v6 > 0 = Maximo (¥, 236
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2. Concavidad:
Observando la derivada f”(x) = 6z nos damos cuenta que f”(z) >
0 en el intervalo (0,+00) y, por tanto, en este intervalo la funcién
serd convexa. Por el contrario, f”(x) < 0 en el intervalo (—o0,0) vy,
por tanto, en este intervalo la funcién es concava.

3. Dibujo de las graficas:
De la funcién f(z):

a) Dominio: Domf(x) = R

b) Puntos de Corte:
» Coneleje OY: 2 =0= f(0) =1= (0,0)
» Con el gje OX: f(z) =0 =

= (—1,618033988;0), (0,6180339887;0), (1,0)
¢) Simetria: La funcién no es ni par ni impar
f(=2) = (~2) = 2(—2) +1 = —2® + 20+ 1 £ +f(x)

d) Monotonia: No es necesaria

e) Asintotas: No hay

De la recta y = 2x + 1:

Con dos puntos de ella tendremos suficiente, por ejemplo el (0,1) y
el (—1/2,0).

4. Calculo del area:
Para calcular el area de este recinto calculamos los puntos de corte de
las dos funciones:

P —2r4+1=2z4+41=2=-2,0=2 2=0
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Tendremos que calcular el drea en el intervalo [—2,0] y luego en el
intervalo [0, —2]. Calculamos la integral

4
/($372£+172$71)d$:/($374$)d$:%*21‘2+C

En el intervalo [—2,0]:

0 4 0
/ (:1:3—43:)dx:z—2x2 =4
-2

En el intervalo [0, 2]:

2 24 2
/ (2% — 4x) do = Z—QmQ =—4
0 0

La razén por la que el area en este caso es negativa es porque la recta
estd por encima de la funcién, tendremos que coger su valor absoluto
y nos queda:

Area= [4] + | — 4| = 8 uZ.

5. Calculo de la tangente y la normal: Para calcular la pendiente de
la recta tangente a f(x) calculamos su derivada primera

fliz) =322 -2=m=f(2)=10

Por otra parte f(2) = 5 y tendremos que la ecuacién de la recta
tangente es
y—5=10(x —2)

y la ecuacién de la recta normal es

1
= ——(p—2
y—>5 10(5C )
Problema 242
Sea la funcion
23
@)= 24z —12

1. Estudiar el dominio, puntos de corte, intervalos de crecimiento y de-
crecimiento, y determinar sus extremos relativos.

2. Calcular sus asintotas.

3. Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibujar la grafica
de la funcion.
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Solucién:
1. Consta de varios apartados:

a) Dominio: Domf(x) = R — {—4, 3}
b) Puntos de Corte:
» Conel eje OY: 2 =0= f(0) =0=(0,0)
» Con el gje OX: f(x) =0=(0,0)
¢) Simetria: La funcién no es ni par ni impar
(o
(—x)? 4+ (—x)—12 22—z

f(=x) =

d) Monotonia:

22 (2? 4 22 — 36)
(22 4+ 2 —12)?

fl(x) = =0=2=0, z=-7,08, z=25,08
Para estudiar el signo de f’(x) observamos que tan sélo basta

con estudiar el signo de x2 + 2z — 36 pues los otros factores estdn
elevados al cuadrado y, por tanto, son siempre positivos.

(—o0, —7,08) | (—7,08,5,08) | (5,08, +00)
7+ 7,08 - T +
Z—5,08 - - ¥
() + — +
crece decrece crece

e) Extremos relativos: A la vista del apartados anterior observa-
mos que en el punto de abcisa z = —7, 08 la funcién pasa de crecer
a decrecer y, por tanto, se trata de un maximo, que corresponde
al punto (—7,08;—11,43). Si observamos ahora el punto de ab-
cisa x = 5,08 la funcién pasa de decrecer a crecer y, por tanto,
estamos ante un minimo, que corresponde al punto (5,08;6,94)

2. Asintotas:

= Verticales:

Ii z
im = —00
t——d- T2+ —12
=z =4
3
x
+oo
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, 23

BN ST Sl
== =3

, 3

L T e T

» Horizontales:

, z?
lim

Jm e = — No hay Horizontales

= Oblicuas: La recta y = mx + n es una asintota oblicua si

3
m = lim @: im $
r—00

A
r—o0 13 + 22 — 122

T G =
o \22 vz —12 1)

La recta y = z — 1 es una asintota Oblicua.

3. Representacién Grafica de la funcién: Con los datos obtenidos

hasta ahora es suficiente para hacer una representacion grafica bas-
tante precisa de la funcién que nos ocupa.

LY

B
e

" Asirtota OBlicxa y=x-T

18

Lz Asiitota Vastical x=3

|I lsintota Verticalc=d

1-38

Problema 243 Sea la funcién

Se pide:
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1. Calcular el area que encierra esta funcién el eje OX, las rectas x = 0
yax=1.

2. Calcular Las rectas tangente y normal a la funcién en el punto de
abcisa z = 1.

Solucién:
1.
/ T 4 11n|x2—|—4]+C’
Y dr ==
2+ 4 2
1 g 1 L1 /5
—~—dr=—Injz® +4|| =21
/0x2+4 x 2m|1: + ]]0 n(4>
2.
flay= S =)= 2 f) =L
€Tr) = : m = —_ — - —
(22 + 4)2’ 25’ 5
1 3
Larectatangenteesy—g:%(:c—l)sz—2y+2:0.
1 25

La recta normal es y — — =
YT57 73

Problema 244 Dada la funcién

(z —1) = 125z + 15y — 128 = 0.

fz) =

1. Calcular su dominio

2. Calcular sus asintotas.
Solucion:

1. Por ser una raiz, tiene que ser

2-1 (z+1)(z—1)

21 Gt )@= ="
(Coo,—2) [ (=2, - 1) [ (L1 [ (1, 2) [ (2 1o0)
z+2| - T NR T
z+1| - . NE s T
r—1] - - — | 7 T
T —2 — — — — +
z -1 + - + - +

Luego Domf = (—o0,—2) U [—1,1] U (2, 00)
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2. Asintotas verticales:

If v -1 = S| + =2
miIng 2 —4 07+ ST = =

It x2 -1 3 oo s 5

im = — | = 4o T =—

r——2— $2 —4 0+
Asintotas horizontales:
21
im (|20 =1 —y=1

T—00 .’E2 —4

Asintotas oblicuas: No hay, ya que hemos encontrado horizontales.

Problema 245 Representar graficamente la funcién f(z) = @1
T —
Solucién:

1. Dominio: Domf = R — {1}
2. Puntos de Corte:

= Con el gje OY:

f(—z) = — 1)2 = — ot 1)2 = ni par ni impar

4. Asintotas:

= Verticales:

T a3 _ 1 _
e @12 lov) T T
— =1
VAN I IS
a—1- (. —1)2 0+




128 CAPITULO 3. ANALISIS

» Horizontales:

3

lim = h
xinoom—+00:>n0 ay

s Oblicuas: y =mz +n

lim f@) — lm oD

m =
r—00 T—>00 €

z—1 — + +
r—3 — - +
f'(z) + - +

crece decrece crece

27
En el punto (3, 4) la funcién tiene un minimo.

6. Dibujo de la grafica:

2
Problema 246 Dada la funcién f(z) =

7 Calcular:

1. Dominio.
2. Puntos de corte con los ejes.
3. Simetrias.
4. Asintotas.

5. Representacion grafica aproximada.
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Solucion:
1. Dom f=R—{1}

2. Con el eje OY : x = 0= (0,0)

Con el eje OX : f(x) =0= (0,0).

3.
212
Luego ni es par ni es impar.
4. = Verticales: r =1
Ii 2
A J) = Gy = oo
lim_f(x) =
im f(r)=—=—-0
r—s1— 0~
= Horizontales:
Jim f(z) = oo
Luego no hay
s Oblicuas: y =mz +n
2 2
T ACI = —2
r—00 T—00 4 — I
, , 222
y=2x+2
5.

129
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2 —

3 Calcular:
72 —

Problema 247 Dada la funcién f(z) =

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Representacion gréafica aproximada.

8. Calcular el drea encerrada por f(x), las rectas x = 1, x = 2 y el eje
0X.

9. Calcular la recta tangente y normal a f(x) en z = 2
Solucién:
1. Dom f =R —{0,3}

2. Con el eje OY : No tiene

Con el eje OX : f(x) =0 = (3/2,0).

3.
—2r—3
f(==) (—x)? + 3z
Luego ni es par ni es impar.
4. s Verticales: x =3y z=0
lim f(z)= 3 —00
z—3t N 0+ a
ln f()= ==+
im r)=— =400
r—3~ 0~
lim (o)== =+
im r)=—=4x
z—07F 0~
ln_f(r) =
im T)=—=—00
r—0~ 0+

= Horizontales:
lim f(x)=0=y=0

r——00
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= Oblicuas: No Hay

5.
—222 4 62 — 9
(x? — 3x)
La funcién es siempre decreciente y por tanto no tiene ni maximos ni
minimos.
6. No tiene.

7. Representacion:

ES

=0

y=0 4 6 8

8.
3/2 90 _ 2 —
/ - 3dx+/ 205 gy =
1 x4 —3x 3/2 % — T
3/2 2 9
In |z? — 33:” / + In |2% — 3x|] =2In () =0, 2355660712
1 3/2 8
9.
) 1
2)=-2, f(2)=-=
P =2 f@)=-
1 5
tangente : y — =71 (x—2)
1 4
l: y——=—-(x—2
normal : y—5 = ¢ (x —2)
. 22 -1
Problema 248 Dada la funcién f(z) = Calcular:

2 —

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.
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Simetrias.

Asintotas.
Monotonia.

Maximos y Minimos.

Representacién gréafica aproximada.

© N e o s w

Calcular el area encerrada por f(z), las rectas z = 2, x = 3 y el eje
0X.

9. Calcular la recta tangente y normal a f(x) en z = 2
Solucidn:

1. Dom f=R—{0,1}

2. Con el eje OY : No tiene

Con el eje OX : f(x) =0= (1/2,0).

3.
—2r—1
f(—l') - (—$)2 —r
Luego ni es par ni es impar.
4. = Verticales:z=1yxz =0
Ii _ L
A0 T0) = g = e
ln f(@) =
im f(r)=—=-o
r—1~ 0~
lin_ fz)= % =+
im f(x)=— =+
z—07F 0~
i f(x) =
im f(r)=—=—-
r—0~ 0+

s Horizontales:
lim f(x)=0=y=0

r—>00

s Oblicuas: No Hay

222+ 2z —1
!/
r)=——5———<0
La funcidén es siempre decreciente y por tanto no tiene ni maximos ni
minimos.
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6. No tiene.

7. Representacion:

8.
32¢ -1 3
/ 325 d:c:ln\a:2—xﬂ =1In3
2 I —X 2
9.
) 3
"2) = —= 2) = =
F) =2 f@)=]
3 5
L y— = (-2
tangente : y 5 1 (x —2)
3 4
normal : y—g—g(x—Q)
3
Problema 249 Dada la funcién f(z) = — 1 Calcular:
x [R—

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Curvatura y puntos de inflexion

8. Representacion gréafica aproximada.
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Solucion:
1. Dom f=R—{-1,1}

2. Con el eje OY : (0,0)

Con el eje OX : f(x) =0 = (0,0).

Luego es impar.

4. » Verticales: x =1y z=—1

, 1
zlirﬂ*' f(l') - 0+ =t
lim f(z) = —
im )= — = —00
r—1— 0—
lim  f(w) = —
im )= — = —00
r—s—17+ 0~
lm  f(z) = — =+
im r) = — = 400
r——1— 0+
= Horizontales:
Jm f(z) = oo
Luego no hay
= Oblicuas: y =mz +n
3
m= lim x =1

CAPITULO 3. ANALISIS

y=x
5.
2/..2
/ _ x (JU - 3) _
f(.%')— (1,2_1)2 =0
(—OO,—\/g) (_\/ga \/g) (\/gv OO)
+ — +
creciente decreciente | creciente
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3
6. Maximo en el punto (—\/g, - (\/25) )
3
Minimo en el punto <\/§, (\/5) )
7.
neoy _ ©(22% +6)
f ('CC) (1)32 _ 1)3
(_007_1) (_170) (071) (1700)
— + — +
concava | convexa | concava | convexa
En x = —1 y en x = 1 la funcién tiene asintotas y, por tanto, no

pueden ser puntos de inflexién.

¥

422

Problema 250 Dada la funcién f(z) =

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Curvatura y puntos de inflexién

8. Representacion gréafica aproximada.

Solucion:

5 Calcular:
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1. Dom f=R—{2}
2. Con el eje OY : (0,0)
Con el eje OX : f(x) =0= (0,0).
3.
2
T
Luego no es ni par ni impar.
4. = Verticales: © =
16
i 10 = g =4
16
1 = — = —
iy ) =g = e
= Horizontales:
Jim f(z) = oo
Luego no hay
= Oblicuas: y =mz +n
2
m = lim 2430 =4
T—00 % — 2T
42
y=4xr +8
5.
, x(4x — 16)
= " = 0
(—OO, 0) (O’ 4) (4’ OO)
+ - +
creciente | decreciente | creciente

6. Méximo en el punto (0,0)

Minimo en el punto (4, 32)
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,, _ 32
fi(z) = @—2p

(_ 0, 2) (2a OO)
— -
céncava | convexa

Enz = —1 y en £ = 1 la funcién tiene asintotas y, por tanto, no
pueden ser puntos de inflexién, si lo serd = = 0.

&
60

40

-80

Problema 251 Dada la funcién f(z) = 32*—2023 — 622 +602 — 1 Calcular:

1. Monotonia.
2. Méaximos y Minimos.

3. Curvatura

Solucion:
1.
f'(x) = 1223 — 6022 — 122+ 60 = (z — 1)(z + 1)(z — 5)
(—OO,—l) (_171) (1¢5) (5700)
— + — +
decrece crece | decrece | crece
Méximo en x = 1, Minimosen x = -1y x =5

2.

f"(x) = 3622 — 120z — 12 = = = 3,43; = = —0,09

(=00, —0,09) | (—0,09,3,43) [ (3,43, )
+ — +
convexa CénC&V& convexa
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" (z) = 722 — 120 = f"'(—-0,09) #0, f"(3,43) #0 =
z=—0,09 y x = 3,43 son puntos de inflexién.
Problema 252 Dada la funcién f(x) = z* — 1423 + 242 — 1 Calcular:
1. Monotonia.
2. Maximos y Minimos.
3. Curvatura

Solucion:

1.
fl(z) =42® — 282424 = (z + 3)(z — 1)(z — 2)

(_007 _3) (_37 1) (172) (2700)
- + — +
decrece crece | decrece | crece

Maximo en = 1, Minimos en x = -3 y & = 2

f'(x) =1222 - 28 = £ =1,53; =z = —1,53

(—00,—1,53) | (—1,53;1,53) | (1,53;00)
+ — +
convexa céncava convexa

F"(x) = 24z = f"(—1,53) #£0, f"(1,53) #£0 =

x=—1,53 y x = 1,53 son puntos de inflexién.

Problema 253 Estudiar la monotonia, maximos y minimos de las sigu-
ientes funciones

2
L fla)=

¢ —x—2
T+ 2
2. f(z)=a3—-322 - 92+ 7

Solucion:
1.
@t d)
(_007 _4) (_47 O) (07 OO)
f(z) + - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

Luego en el punto (—4,—9) la funcién tiene un méximo, y el punto
(0, —1) la funcién tiene un minimo.
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fllx) =322 -6 —-9=0=2z=—1, =3

(—OO,—l) (_173) (3700)
f'(z) + - +
f(x) | creciente | decreciente | creciente

Luego en el punto (—1,12) la funcién tiene un méximo, y el punto
(3,—20) la funcién tiene un minimo.

f"(=1) = —12 > 0 = Maximo

" _ _ ,
fi(z) =6z —-6= { f"(3) = 12 < 0 = Minimo

2
Problema 254 Dadas la curva: y = %, calcule:
T —

1. Corte con los ejes y domino de definicién.
2. Simetria.

Asintotas.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Extremos.

IE A

Curvatura y puntos de Inflexién.
7. Representacion aproximada.

Solucion:
1.

2?4+ 1
x—2
= Corte con el eje OX hacemos y = 0 y no hay.

» Corte con el eje OY hacemos x = 0 = (0,—1/2).
- Dom(f) = R — {2}

2. Asintotas:

s Verticales: £ = 2

2
1
lim Tt = 400
—2 T — 2
; 2 +1
lim = —00
r—2- T — 2
2
x4+ 1
lim =400
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= Horizontales: No hay
; 2+ 1
lim = 00
r—00 T — 2
= Oblicuas: y =mz +n
2
; e+ 1
m7x11—1>nooa:2—2x =1
2+1
n= lim (:1: + —xz| =2
z—00 \ T — 2
y=x+2
3.
2 _4x—1
Y= 0= 2=2-V5 2=2+V5
(z —2)?
(—00,2—v5) [ (2= 5,24+ V5) [ 2+ V5, +0)
Yy + - +
Y crece decrece crece
4. La funcién tiene un maximos en el punto (—0,23, —0,47) y un minimo
en (4,23,8,47).
/! 10 .z . . .,
5.y = (72)3 # 0 La funcién no tiene puntos de inflexién.
x J—
(_007 2) (25 +OO)
y// — +
y | convexa | concava
6. Representacién
///// sssss o 3

Problema 255 Dadas la curva: y = T , calcule:
x

+2
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1. Corte con los ejes y domino de definicién.
2. Simetria.

3. Asintotas.

4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
5. Extremos.

6. Curvatura y puntos de Inflexién.

7. Representacion aproximada.

Solucion:
1.

= Corte con el eje OX hacemos y = 0 y no hay.
= Corte con el eje OY hacemos z =0 = (0,1/2).
« Dom(f) = R~ {~2}

2. Asintotas:

s Verticales: £ = —2
2
im z+1 =400
r——2 x + 2
; 2 +1
lim = —00
r——2— T + 2
2+ 1
1im = 400
r——2+ T + 2
= Horizontales: No hay
2 +1
=0
z—00 T + 2
= Oblicuas: y =mz+n
2+ 1
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3.
2
, xf+4r—1
=——— =0=z=-2—-Vb x=-2 )
Y @+ 2)2 T NG +5
Y + - +
Y crece decrece crece

4. La funcién tiene un maximos en el punto (—4,236, —8,472) y un minimo
en (0,236,0,472).

" 10

= (x +2)3 70

La funcién no tiene puntos de inflexién.

(—OO, _2) (_27+OO)
y// — T
y | convexa | céncava

6. Representacion

32.031

yex-2

—14.107 9.4p48 —4.7024 Hinimol 05236, 0. 700, 9.4048 14.107 18.81

» 8 47878
16,016

-24.023

2 +3

Problema 256 Dadas la curva: f(z) = —5—, calcule:
x

1. Corte con los ejes y domino de definicién.

2. Simetria.
3. Asintotas.

4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.



3.1. REPRESENTACIONES GRAFICAS 143

Extremos.
Curvatura y puntos de Inflexién.

Representacion aproximada.

® N e o

Area encerrada entre la funcién, el eje de abcisas y las rectas t =1y
r = 3.

9. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a esta grafica
en el punto de abcisa z =1

Solucion:
1.

_:E3+3
=

f(x)

= Corte con el eje OX hacemosy =0 = 2°4+3 =0 = 2 = — /3.
= Corte con el eje OY hacemos x = 0 = No hay.
- Dom(f) = R - {0}

2. f(—z) # f(z) = No es PAR.

f(=z) # —f(z) = No es IMPAR.
3. Asintotas:

» Verticales: x =0

3
3
lim z —; = F00
z—0 X
” 3 +3 3 .
1m —_— = = o0
r—0~ .’IJ2 0+
3
i z° +3 3
a:li%‘*‘ 2 N 0t = oo
= Horizontales: No hay
3 —1
lim =0
r—00
s Oblicuas: y =mz +n
343
m = lim vt =1
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4.
, 2 —6 5
J@)="——=0=a=1V6
(—00,0) | (0,V6) | (V6,+00)
f'(z) + - +
f(x) | crece | decrece crece

Crece: (—00,0) U (V/6,00)

Decrece: (0, v/6)

5. La funcién tiene un minimo en el punto (1,817120592,2,725680889)
donde pasa de decrecer a crecer, en el punto donde x = 0 la funcién
pasa de crecer a decrecer, pero no es ni maximo ni minimo, ya que la
recta x = 0 es una asintota.

18
f(z) = — 70
x
Luego no hay puntos de inflexién.

Como el numerador es siempre positivo, y el denominador es siem-
pre positivo, la segunda derivada es siempre positiva. En conclusién,
la funcioén es céncava en todo su dominio.

Convexa: (—00,0) U (0,00)

7. Representacion

decrece
p +
céncava czec

y=x
imo(1.8, 592,2,725680889)

x=0
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r=1= f(1)=4, m=f'(1)=-5

1
y—4=—5(x —1) tangente, y —4 = 5(:10 — 1) normal

22 +3
Problema 257 Dadas la curva: f(x) = o calcule:
1. Corte con los ejes y domino de definicién.
2. Simetria.
3. Asintotas.
4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
5. Extremos.
6. Curvatura y puntos de Inflexién.
7. Representacién aproximada.

Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a esta grafica
en el punto de abcisa z = 2

Solucion:

1.

2.

3.

2 +3
2 -1

fz) =

= Corte con el eje OX hacemos y = 0 = 22+ 3 = 0 = No tiene
soluciéds, luego no hay puntos de corte con el eje de abcisas.

» Corte con el eje OY hacemos x = 0 = (0,-3) .
- Dom(f) = R—{-1,1}

f(—z) = f(z) = Es PAR.

Asintotas:
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= Verticales:

r=—1:
i 2 +3 [ 4 } N
m ——=|— 00
r—s—1— .%'2 -1 0+
2 +3 [ 4 ]
= _— = —0
r——17+ ZC2 —1 0_
r=1
i 2 +3 [ 4 }
im =|—| =—-
r—1— 562 —1 (O
i 22 +3 4 L
i =|—| =4
r——17+ fI:Q —1 0+
]
» Horizontales: y =1
2
3
im Z 2y
z—00 = — 1
= Oblicuas: No hay al haber horizontales
4.
8x
/

(—00,0) | (0,400)
fiz) |+ -

f(x) | crece | decrece

Crece: (—o0,—1) U (-1,0)

Decrece: (0,1) U (1, +00)

5. La funcién tiene un maximo en el punto (0, —3) donde pasa de crecer

a decrecer.

y _8(3:1}2+1)
f(x) = @2 o1)p #0

Luego no hay puntos de inflexién.

Como el numerador es siempre positivo, tendremos que estudiar el
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signo del denominador.

(—o0,—1) | (=1,1) | (1,400)
f"(z) + - +

f(x) | céncava | convexa | concava

Convexa: (—1,1)

Céncava: (—oo, —1) U (1, 00)

7. Representacion

8.
7 16
r=2=f2)=5, m=[f(2)=—-+
3 9
7 16 7
y-g= —a(x — 2) tangente, y — 3= 1—6(x — 2) normal
2 —1
Problema 258 Dadas la curva: f(r) = —5—, calcule:
x

1. Corte con los ejes y domino de definicién.
2. Simetria.

3. Asintotas.

4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
5. Extremos.

6. Curvatura y puntos de Inflexién.

147
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7. Representacién aproximada.
Solucién:
1.

2 —1

2

y:

» Corte con el eje OX hacemos y = 0= (1,0), (—1,0) .
s Corte con el eje OY hacemos x = 0 = No hay.
Dom(f) = R —{0}

v f(—x) = (*(ff)gl = % = f(x) = la funcién es par, simétrica
respecto al eje OY'.
2. Asintotas:
= Verticales: z =0
21
lim z 5— = oo
r—0 X
i ?—-1 [-1
im =|—| =-00
rz—0~ 1'2 0+
i 2—-1 [-1
im =|—| =—00
o0+ x2 0+
» Horizontales: y = 1, ya que
21
m S = =1

T—00

= Oblicuas: No hay, ya que existen asintotas horizontales.

2
y/:*g?éo
z

No hay ni méximos ni minimos

(=00,0) | (0,+00)
y | - +
y | decrece | crece

Crece en el intervalo (0,00) y Decrece en el itervalo (—o0,0).

4. La funcién no tiene ni méaximos ni minimos.
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—6
y//zﬁ#o
T

La funcién no tiene puntos de inflexién y es siempre negativa. La fun-
ci6én es Convexa en el intervalo (—oo,0) U (0, 00)

6. Representacion

rz+1

Problema 259 Dadas la curva: f(x) = , calcule:

1. Corte con los ejes y domino de definicién.
2. Simetria.

3. Asintotas.

4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
5. Extremos.

6. Curvatura y puntos de Inflexién.

7. Representacion aproximada.

Solucion:
1.

r+1
T

Corte con el eje OX hacemos y =0 = (—1,0) .

Corte con el eje OY hacemos x = 0 = No hay.
Dom(f) = R — {0}

f(=z) = %‘gl ==—> la funcién no es par ni impar.

2. Asintotas:
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s Verticales: ¢ =0

1
lim T =+00
z—0 X
IM1x+1—{1}——w
r—0~ T o 0— -
r+1 1
1/ = | — | =
;L’ir(lﬁ x 0+ +oo
= Horizontales: y = 1, ya que
1
im T g

r—00 I

= Oblicuas: No hay, ya que existen asintotas horizontales.

-1
Z//:T#()
T

No hay ni méximos ni minimos. Como la primera derivada es siempre
negativa, la funcién decrece en todo el dominio de f, es decir, en el
intervalo (—o0,0) U (0, 00)

2
y”:*g?éo
x

La funcién no tiene puntos de inflexién. La funcién es Convexa en el
intervalo (—o0,0) U (0, c0)

(_ o0, 0) (07 +OO)
y | - +
y | convexa | céncava

La funcién es Convexa en el intervalo (—oo,0)

La funcién es Céncava en el intervalo (0, 00).

5. Representacién




3.1. REPRESENTACIONES GRAFICAS 151

Problema 260 Sean la funcién real de variable real

I — 9)2
fla) = E=2°

r—1
Se pide estudiar:
1. Dominio de f.

2. Puntos de corte.

Signo de la funcién en las distintas regiones en las que esta definida.
Simetria.

Asintotas.

Monotonia y extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién.

Representacién grafica.

© ® N o W

Calcular las rectas tangente y normal a la gréfica de f en el punto de
abcisa x = 3.

10. Calcular el area del recinto limitado por la curva el eje de abcisas y
las rectas =2 y z = 4.

Solucién:
1. Dominio de f: Dom(f) = R — {1}

2. Puntos de corte:
Con el eje OY hacemos x =0 = y = —4 = (0, —4)

Con el eje OX hacemos f(z) =0= = =2 = (2,0)

3. Signo de la funcién: f(x) = (:;__21)2 > 0=
(_007 1) (17 OO)
flr)| = +

4. Simetria:
(—x —2)? (z +2)?

=) = =

f=x) # f(2) y f(-z) # —f(z)

La funcién no es ni par ni impar
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5. Asintotas:

s Verticales: x =1

—2)2 1
lim = lim (x):{}:oo

r— 1~ z—1—- x—1 0~
o (@=22 1
AT M T TR T
» Horizontales: No hay
— 9)2
lm f(z) = tim 22 o
T—00 r—o0 g — 1
= Oblicuas: y = mx +n
—9)2
m = lim @: lim (27):1
r—00 T—00 4 —

_ oy (@27 _

o= i (0) - ma) = i, (22 ) -
y=x—3

6. Monotonia y extremos relativos:

/ _x(ac—2)
f(ﬂf)—m

=0= =0, =2

(_0070) (07 2) (27 OO)
f'(z) + — +
f(x) | creciente | decreciente \ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo: (—oo,0) U (2, 00)
La funcién es decreciente en el intervalo: (0,1) U (1, 2)

La funcién presenta un Maximo en el punto (0,—4) y un Minimo en
el (2,0).
7. Curvatura y puntos de inflexion:
2

f(x) = @—1)p #0

Como f”(x) es distinta de cero para cualquier valor de z no hay puntos
de inflexidn.

(—00,1) (1, 00)
f" () - +

f(z) | convexa —~ | céncava —
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8. Representacién gréfica:

9. Calcular las rectas tangente y normal a la gréifica de f en el punto de
abcisa x = 3:

Como f(3) = 1/2 las rectas pasan por el punto (3,1/2).

Como m = f(3) = 3/4 tenemos que

1 3
Recta Tangente : y — 5= Z(x -3)
1 4
Recta Normal: y — - = —=(z — 3)
2 3
a y ﬁg;” =

10. Calcular el area del recinto limitado por la curva el eje de abcisas y
las rectas c =2y ¢ = 4:
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4 _22 2 4
S:/ dez m——?)x—l—ln]x—l] =In3
9 x—1 2 )

Problema 261 Sean la funcién real de variable real

2?41

flx) = 22— 1
Se pide estudiar:

1. Dominio de f.

2. Puntos de corte.

3. Signo de la funcién en las distintas regiones en las que estd definida.

4. Simetria.

5. Asintotas.

6. Monotonia y extremos relativos.

7. Curvatura y puntos de inflexion.

8. Representacion gréfica.

9. Calcular las rectas tangente y normal a la gréfica de f en el punto de
abcisa x = 3.

Solucion:
1. Dominio de f: Dom(f) = R —{-1,1}
2. Puntos de corte:

Con el eje OY hacemos =0 = y = -1 = (0,—1)

Con el eje OX no tiene

3. Signo de la funcién: f(z) = >0=

4. Simetria:

La funciéon es PAR.
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5. Asintotas:

= Verticales: x =1

m = lwm LTl {1} —
r—1— r—1— $2 -1 07
) 2?41 1
xli%*::ci1+$2—1: OT = oo
r=-1
) ) 241 1
xirzll— B xi@r 22—1  [0T] oo
B 22 +1 1
i =t S =[] = e

= Horizontales: y =1

o241
lim =

e—o0 g2 — 1

lim f(z) =

r—00

= Oblicuas: No hay

6. Monotonia y extremos relativos:

, —4
(=00,0) (0, 00)
f'(x) + -
f(x) | creciente | decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo: (—oo, —1) U (—1,0)
La funcién es decreciente en el intervalo: (0,1) U (1,00)

La funcién presenta un Méximo en el punto (0, —1).

Curvatura y puntos de inflexién:
4(32% 4+ 1)
" _ 2ot T

Como f”(x) es distinta de cero para cualquier valor de x no hay puntos
de inflexién.

£0

(—OO, _1)

(_1> 1)

(1,00)

f"(x)

+

+

f(x)

céncava —

convexa —

céncava —
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8. Representaciéon gréfica:

9. Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abcisa x = 3:

Como f(3) = 5/4 las rectas pasan por el punto (3,5/4).

Como m = f'(3) = —3/16 tenemos que

5) 3
Recta Tangente : y — 1= —E(x -3)
1
Recta Normal : y — Z = ;(1‘ -3)

Se pide estudiar:
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1. Dominio de f.
2. Puntos de corte.
3. Signo de la funcién en las distintas regiones en las que esta definida.
4. Simetria.
5. Asintotas.
6. Monotonia y extremos relativos.
7. Curvatura y puntos de inflexién.
8. Representacion gréfica.
9. Calcular las rectas tangente y normal a la gréifica de f en el punto de

abcisa x = 3.

Solucién:

1. Dominio de f: Dom(f) = R
2. Puntos de corte:

Con el eje OY hacemos r =0 = y=—-1 = (0,—1)

Con el eje OX hacemos f(z) =0 = ;z;} = 0 y tenemos los puntos

(=1,0) y (1,0)

22 -1
3. Signo de la funcién: f(z) = 21 > 0=
(—o0,—1) | (=1,1) | (1,00)
f(z) + - +
4. Simetria: a1
floa) = mog = @

La funcién es PAR.

5. Asintotas:

= Verticales: No tiene

» Horizontales: y =1

2
, , ¢ —1 _
th f(z) = mhm o



158 CAPITULO 3. ANALISIS

= Oblicuas: No hay
6. Monotonia y extremos relativos:

, 4
f(m):ﬁ:O:a}:()

(_007 0) (07 OO)
/(=) - +
f(x) | decreciente “\, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo: (—oo,0)
La funcién es creciente en el intervalo: (0, 00)

La funcién presenta un Minimo en el punto (0, —1).

7. Curvatura y puntos de inflexion:

4(1 — 32?) V3
" —)— = = - _ ‘"
F@) = sy T3 YT
(=00, —v/3/3) | (=v/3/3,v/3/3) | (v/3/3,00)
f'(=) - + -
f(z) | convexa —~ céncava — | convexa —
3 1 3 1
Tenemos dos puntos de Inflexién en i, — |y —l, —=
3 2 3 2
8. Representaciéon gréfica:

9. Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abcisa x = 3:
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Como f(3) = 4/5 las rectas pasan por el punto (3,4/5).

Como m = f'(3) = 3/25 tenemos que

4 3
ta Tangente: y — — = —(z —
Recta Tangente : y E 25(:1c 3)
4 25
Recta Normal:y—gz—?(x—S)

|Normal

y=1

Deczrece : Tangaente

Crece
Convexa

Convexa

Pto de Inflexisn ;
contava ~ Pto Inflexién

Crece
Min(-1,0)

Decrecs

Problema 263 Sea la funcién f(z) = Ll Se pide:
T —

1. Dominio.

2. Puntos de corte.

3. Signo.

4. Simetrias.

5. Asintotas.

6. Monotonia y extremos.

7. Curvatura y puntos de inflexién.

8. Representacién aproximada de la gréfica.

9. Rectas tangente y normal a la gréifica en x = 2.
Solucién:

1. Dominio de f: Dom(f) = R — {1}
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. Puntos de corte:

Con el eje OY hacemos x =0 = y =0 = (0,0)

Con el eje OX hacemos f(r) = 0 = %5 = 0 y tenemos el pun-
to (0,0)

. Signo de la funcién: f(z) = Ll >0 =
o
(—OO, O) (Oa 1) (17 OO)
f(x) + - +
. Simetria:

f(=2) # f(z) f(-2)# —f(z)
La funcién no es ni PAR ni IMPAR.

. Asintotas:

= Verticales: x = 1

1
Ii = 1If — | = = _
Jm_ flz) = lm M >
lim f(2) o -
1m = 1m = |— | =
r—s1t t $—>1+$—1 0+ o0

» Horizontales: y =1

lim f(z)= lim

T—00 r—o0 p — |
= Oblicuas: No hay

Monotonia y extremos relativos:

5 <0 siempre

La funcién es decreciente en el intervalo: (—oo, 1) U (1, c0)

La funcién no tiene ni maximos ni minimos.

. Curvatura y puntos de inflexién:

(z) = @_21)3 # 0 siempre
(_007 1) (17 OO)

U -

f(x) | convexa —~ | céncava —

No hay puntos de Inflexién.
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8. Representacién gréfica:

Decrece (0,0)

Convexa

Dgerece

9. Calcular las rectas tangente y normal a la gréifica de f en el punto de
abcisa x = 2:

Como f(2) = 2 las rectas pasan por el punto (2,2).
Como m = f’(2) = —1 tenemos que
Recta Tangente: y—2=—(z—2) = x+y—4=0

Recta Normal: y—2=2—-2=— 22—y =0

becrece co70)

Convexa Tangente an x=2

Normal en x=2

Dicrsce‘

Problema 264 Dadas la curva: f(x) = (2::2;2, calcule:
x

1. Corte con los ejes.
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2. Dominio de definicién.

3. Signo de la funcién.

4. Simetria.

5. Asintotas.

6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
7. Extremos.

8. Curvatura y puntos de Inflexién.

9. Representaciéon aproximada.

10. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a esta grafica
en el punto de abcisa z = 2

Solucion:
1.
2¢ —1
= e

s Corte con el eje OX hacemos y =0 = 2xr — 1 =0= z =
1/2 = (1/2,0).

» Corte con el eje OY hacemos z =0 = (0,—1/4) .

2. Dom(f)=R—{-2}

(—00,1/2) | (1/2,400)
f(z) - +

4. f(—z) # £f(z) = No hay simetrias.
5. Asintotas:

= Verticales:

T=—-2
T 2 — 1 )
im =|—| =—x
rT——2— (.T =+ 2)2 0+
2¢ — 1 -5
= || = —&
r——21 (.’I} + 2)2 0+
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= Horizontales: y =0

2¢ —1

LN s ER
= Oblicuas: No hay al haber horizontales
6.
2(3—x)
/ = - = =
fl(x) = CEDE 0= =3

(—00,-2) | (—2,3) | (0,+0)
() N

f(x) | decrece | crece | decrece

Crece: (—2,3)
Decrece: (—oo, —2) U (3, 400)

7. La funcién tiene un maximo en el punto (3,1/5) donde pasa de crecer
a decrecer.

Como el denominador es siempre positivo, tendremos que estudiar el
signo del numerador.

(—00,11/2) | (11/2,+00)
eI =

f(x) convexa céncava

Convexa: (—oo, —2) U (—=2,11/2)
Céncava: (11/2, 00) Hay un punto de inflexién en el punto (11/2,4/45).

9. Representacion

||/

7‘hximn(3,1/5)
M\

\ Punto de Inflexién(11/2,4/45)

il o
s / IS S Cnea
) Decre

S / \Recta Normal en x=2
% /




164 CAPITULO 3. ANALISIS

10.
3 1
=92 = f(2) = — = f(2) = —
B J@) =15 m=12 =5
——3——1( —2) tangente ——3——32( —2) normal
Y 16—32:6 ngente, ¥y 6= T norm

1:2

Problema 265 Dadas la curva: f(x) = 7_21, calcule:
Tz —

1. Corte con los ejes.

2. Dominio de definicién.

3. Signo de la funcién.

4. Simetria.

5. Asintotas.

6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
7. Extremos.

8. Curvatura y puntos de Inflexién.

9. Representacién aproximada.

10. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a esta grafica
en el punto de abcisa x = 3

Solucion:
1.

_x2—1

fla) ==

= Corte con el eje OX hacemos y = 0 = 22 -1 =0 = z =
Fl = (-1,0), (1,0).
» Corte con el eje OY hacemos z =0 = (0,1/2) .
2. Dom(f) =R — {2}
3.

(—oo,—1) [ (=1,1) | (1,2) | (2 + o0)
f(z) - + - +

4. f(—z) # £f(z) = No hay simetrias.
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5. Asintotas:

s Verticales:

T =2
i 22 -1 3 ]
im =|—|=-©
z—2— T — 2 O+
i z2—1 [ 3 n
m =|—| =400
xLTF T — 2 0+
» Horizontales: No Hay
o2 —1
lim =00
z—0o0  — 2
= Oblicuas: y =mz +n
2
-1
m= 1 @ = lim J; -1
r—00 T—00 14 — 21

y 2 —dx+1 9
f(a:):W:Oﬁx —dz4+1=0= z=2+V3=3,732, z=2—/3=0,268

(—00,2—V3) | (2—V3,2+V3) | 2+ V3,+)
f'(x) + — +
f(z) Crece Decrece Crece

Crece: (—00,2 —v/3) U (2 4+ /3, +00)

Decrece: (2 —/3,2) U (2,2 +V/3)

7. La funcién tiene un maximo en el punto (0, 268;0,536) donde pasa de
crecer a decrecer y un minimo en el punto (3,732;7,464) donde pasa
de decrecer a crecer.

6
3 7 0 = No hay puntos de inflexién
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Como el numerador es siempre positivo, tendremos que estudiar el sig-
no del denominador.

(—00,2) | (2,4+00)
ol - [+

f(x) | convexa | concava

Convexa: (—00,2)

Céncava: (2, 00)

9. Representacién

\ decrece

% eoneava crece

yxt2

minimo(3,732;7,

ixinio(),268;0,536)
(0,0)

convexa \
crece

decrece

x=2

10.

r=3= f(3)=8, m= f'(3)=-2

1
y—8=—2(x — 3) tangente, y — 8 = 5(:17 — 3) normal

2 +2
7 calcule:

Problema 266 Dadas la curva: f(z) = —5—
22—

1. Corte con los ejes.

2. Dominio de definicion.

w

. Signo de la funcién.

4. Simetria.
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5. Asintotas.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Extremos.

Curvatura y puntos de Inflexién.

© %» N o

Representacién aproximada.

10. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a esta grafica
en el punto de abcisa z = 3

Solucioén:
1.

_3:2+2
24

f(z)

= Corte con el eje OX hacemos y = 0 = 22 + 2 = 0 = no hay.
» Corte con el eje OY hacemos r =0 = (0,—1/2) .

2. Dom(f) =R — {£2}

3.

(—00,—2) | (—=2,2) | (24 0)
fx) + - +

4. f(—x) = f(z) = Es PAR.

5. Asintotas:

= Verticales: z =2y xz = -2
! 242 [ 6 ]
m =|—| =—-0
1;2— 112 —4 0—
?4+2 (6] N
r—2+ x2 —4 o 0+ o >
” 2?42 { 6 } N
i =|—| =400
r—s—2— 1'2 —4 0+
2 +2 [ 6 ]
_= _— = —0
r——21 ZE2 —4 ()
= Horizontales: y =1
2
2
m L2
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= Oblicuas: No hay por haber horizontales.
6.
122
/ = - = =
fi(x) = (@2 — 1) 0= 2=0

(—OO, 0) (07 +OO)

flla)|  + -
f(z) | Crece | Decrece

Crece: (—o00,—2) U (—2,0)
Decrece: (0,2) U (2, +00)

7. La funcién tiene un méximo en el punto (0, —1/2) donde pasa de crecer
a decrecer.

v 12(32? +4)
fi(z) = T2 — 43

Como el numerador es siempre positivo, tendremos que estudiar el
signo del denominador.

# 0 = No hay puntos de inflexion

(—00,—2) | (—=2,2) | (2,400)
@+ - T
f(x) | céncava | convexa | concava
Coéncava: (—oo, —2) U (2, 00)
Convexa: (—2,2)
9. Representacién
Tangente:y - 11/5 = \3;/1\5; I~ - \
T \
Concava / =18 \\\\ Conea -
P e
—— ==
/'/lgm;;fu/s=25/36-(x 3 // Conpex 3 T
- 1=
10.
11 36
=3= f(3) = —, = f(3) = -
r=3= f(}) =5, m=F@)=-o
11 36 11 25
Y- = —%(x — 3) tangente, y — 5= %(az —3) normal
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3

Problema 267 Dadas la curva: f(x) = % calcule:

Ll

10.

© »® N oo«

(x+1)2’
Corte con los ejes.
Dominio de definicién.
Signo de la funcién.
Simetria.
Asintotas.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Extremos.
Curvatura y puntos de Inflexién.
Representacion aproximada.

Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a esta grafica
en el punto de abcisa x =1

Solucidn:

1.

2.
3.

4.
O.

3

(@+1)?

= Corte con el eje OX hacemos y =0 = =z =0= (0,0).

fz) =

= Corte con el eje OY hacemos z = 0 = (0,0) .

Dom(f)=R—{-1}
(—OO, 0) (O, +OO)
f(z) - +
f(—z) # £f(r) = No hay simetrfas.
Asintotas:

= Verticales:

r=-1
0 x5 -1
1m = |—| = —&
r——1" (SU + 1)2 0+
z3 -1
= —_— = —0
r——1+ (x + 1)2 0+
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= Horizontales: No Hay

I v’
M e =
= Oblicuas: y =mz +n
3
me tm 29 o Ty
z==00 g z—o0 13 4 202 4+ 1

.ZL'S
n= lim (f(x)—mz)= lim ( x>:—2

&—00 oo \ 22 422 +1
y=x—2
6.
2
oy T (x+3) _ _
f(x) @ 1) 0 r=0, v=-3
(—OO, _3) (_37_1) (_17+OO)

f(z + — +
f(zx) Crece Decrece Crece

Crece: (—o00, —3) U (—1, 00)

Decrece: (—3,—1)

7. La funcién tiene un méaximo en el punto (—3,—27/4) donde pasa de
crecer a decrecer, en x = (0 no hay ni maximo ni minimo, porque no
cambia la monotonia.

6x

"

r)=+——5=0= 2=0

f@) (x+1)*

Como el denominador es siempre positivo, tendremos que estudiar el
signo del numerador.

(—00,0) | (0,400)
f(z) - +

f(z) | convexa | céncava

Convexa: (—oo,—1) U (—1,0)

Céncava: (0, 00)
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9. Representacién

Crece

Céncava =2
Punto de Inflexidn (0,0)

ixinio (-3,-27/4) Comvexa

A\\
\

Crece

Decrece Cree

10.
1 , 1
r=1= f(1)=-, m=f(1)=3
4 2
L 212 1) tangent L oo 1
= _(p— ngen — -~ =-2(x—1) norm
y—3 5(@ angente, y — - x orma
x? —
Problema 268 Dadas la curva: f(r) = —5—, calcule:
x

1. Corte con los ejes.

2. Dominio de definicion.

3. Signo de la funcién.

4. Simetria.

5. Asintotas.

6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
7. Extremos.

8. Curvatura y puntos de Inflexién.

9. Representacién aproximada.

10. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a esta grafica
en el punto de abcisa x =1

Solucion:
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22 —1
flx) = T2
= Corte con el eje OX hacemos y = 0 = 22 -1 = 0 =
(—=1,0), (1,0).
= Corte con el eje OY hacemos z = 0 = No Hay.
2. Dom(f) =R — {0}

3.

(—o0,—1) | (=1,1) | (14 o)
f(z) + - +

4. f(—z) = f(x) = Es PAR.
5. Asintotas:

= Verticales:

xz =0:

i 2?2 —1 —1

im =|—| =—-00
r—0~ 1'2 0+

. 2?2 —1 -1

im =|—| =-
-0+ 22 0+

» Horizontales: y =1
2
-1
lim 2 —1

T—00 I

= Oblicuas: No hay por haber horizontales.

2
fl(x) = 3 # 0 = No hay extremos

(—00,0) | (0,400)
f'(x) - +

f(z) | Decrece | Crece

Decrece: (—0,0)

Crece: (0, +00)
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7. No hay ni maximos ni minimos.

8.
14 6 . .,
f"(z) = ——; # 0 = No hay puntos de inflexién
x
Tenemos que f”(z) < 0 siempre, luego es convexa en todo el dominio.

Convexa: (—00,0) U (0, 00)

9. Representacién

x=0 K
» T angente: y=2(x-1)
- Normal: y=1/2(x-1)

=t

10.
r=1= f(1)=0, m= f'(1) =2
1
y=2(x — 1) tangente, y = —§(x — 1) normal

3

Problema 269 Dada la funcién f(z) = 1 Calcular:

22—
1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Su signo.

4. Simetrias.

5. Asintotas.

6. Monotonia.
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7. Méaximos y Minimos.
8. Curvatura y puntos de inflexién
9. Representacién gréafica aproximada.
10. Rectas tangente y normal en el punto de abcisa z = 2

11. Area comprendida entre la funcién y las rectas © = —1/2, z = 1/2 e
y=0.

Solucion:
1. Domf=R—-{-1,1}

2. Con el eje OY : (0,0)
Con el eje OX : f(x) =0= (0,0).

(—o0,—1) | (=1,0) | (0,1) | (1,00)
— + — +

flew) = ———
Luego es impar.

5. s Verticales: z =1y z=-1

, 1
i J(@) =G5 = Fo
lim f(z)= - —00
r—1~ 0-
lim  f(x) = -1 +o0
r——11 0~
lim  f(x) = - —00
r——1" 0+
= Horizontales:
Jim_f(z) = oo
Luego no hay
s Oblicuas: y =mz +n
m = lim « =1
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6.
20..2
/ T (J} _3)
= ——:T_T 0
(=00, —V3) | (=V3,V3) | (V3,)
+ — +
creciente decreciente | creciente
3 3
7. Méximo en el punto | —v/3, — (\g)
3 3
Minimo en el punto (\/g, (\g) )
8.
v z(222 + 6)
f (1:) - (:UQ _ 1)3
(—OO,—l) (_LO) (Oa 1) (1700)
— + — +
convexa | concava | convexa | céncava
En x = —1 y en x = 1 la funcién tiene asintotas y, por tanto, no

pueden ser puntos de inflexién.

9. Representacion:

7]
x
-8 -5 -4 -2 2 4 6 e
Max
-5
x=1
x=-1

10.

r=2= f() =5, m=f@) =

8§ 4
Recta Tangente: y — 3= §(x -2)

Recta Normal: y — 5_ —g(m —2)

3 4
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11. Area:

x=12

3 2 2
x z®  In(z®—1)
F(x)_/:ﬂ—ldgc_?Jr ;¢
U 22 In(z?—-1)]° 1 1 5
do = = + =2 201 = = Zn2 =0,018841
/1/2:52—15” 2 T 2 e B2

S =2-0,018841 = 0,03768207 u*

Problema 270 Sean la funcién real de variable real

(z —3)?
T — 2

flz) =
Se pide estudiar:
1. Dominio de f.
2. Puntos de corte.
3. Signo de la funcién en las distintas regiones en las que esta definida.
4. Simetria.
5. Asintotas.
6. Monotonia y extremos relativos.

7. Curvatura y puntos de inflexion.

8. Representacion gréfica.
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9. Calcular las posibles rectas tangentes a f que sean paralelas a la recta
y=-3z+1

10. Calcular las rectas tangente y normal a la gréafica de f en el punto de
abcisa x = 0.

11. Calcular el area del recinto limitado por la curva el eje de abcisas y
las rectas x =3y ¢ = 4.

Solucion:
1. Dominio de f: Dom(f) = R — {2}
2. Puntos de corte:

Con el eje OY hacemos r =0 = y = —-9/2 = (0,-9/2)

Con el eje OX hacemos f(z) =0= =z =3 = (3,0)

3. Signo de la funcién: f(z) =

flx)| - +

4. Simetria:
(—x —3)? (x +3)2

f(=2) = —z-2  z+2

f(=x) # f(x) y f(=z) # —f(z)

La funcién no es ni par ni impar

5. Asintotas:

s Verticales: x = 2

—2)2 1
lim = 1m G2 [] = —oo
r—2— xr—2— x —1 0
, . (v —2)? 1
1 = 1 —_— —_— =
a:irg“' xi{%'*' r—1 ot +oo
= Horizontales: No hay
—3)2
lm f(z) = tim 0 o

r—00 T—00 I —
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= Oblicuas: y = mx +n

Y
m= tim L%~ i LQ ) _
r—00 I r—00 ¢ — Qx

r—00 r—00

r— 3)2
n= lim (f(z) —mz)= lim <(3)—:p>:—4

6. Monotonia y extremos relativos:

, z—1)(zx—3
(_007 1) (173) (3700)
f'(z) + — +

f(x) | creciente | decreciente \ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo: (—oo,1) U (3, 00)
La funcién es decreciente en el intervalo: (0,2) U (2, 3)

La funcién presenta un Médximo en el punto (1,—4) y un Minimo en
el (3,0).
7. Curvatura y puntos de inflexion:
2
1!
=———=0
f'@) = o #

Como f”(x) es distinta de cero para cualquier valor de x no hay puntos
de inflexién.

(—0,2) (2, 00)
f" () - +

f(x) | convexa —~ | céncava —

8. Representacion gréfica:

(0,0)

7 Mix(1,4)
S

A \
L

" creciente deuecienle\ ‘
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, a—1)(a—3 3 5
m:f(a):>_3:((az<2)2):>a:2’ a:§

Siazgtenemos:f(g>:—9:> y+9:—3(x—3) Sia:g

5 1 1 5
tenemos: f 5 :§:>y_§:_3 T3

10. Calcular las rectas tangente y normal a la gréafica de f en el punto de
abcisa x = 0:

Como f(0) = —9/2 las rectas pasan por el punto (0,—9/2).
Como m = f'(0) = 3/4 tenemos que

9 3

Recta Tangente: y+ - = -z
2 4
9 4

Recta Normal : y + 5= —gzv

(0,0) i

recta normal en x=0- / B

Tecta tangente en x=0
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11. Calcular el area del recinto limitado por la curva el eje de abcisas y
las rectas t =3y o = 4:

4 _ 2 2 4 1
S:/ ud:v: x——4x+ln]a:—2[ = —— +In24?
3 x—2 2 3 2
\
\
\
b
\
\\
X 40
x=2 yx-4
(z—2)°
Problema 271 Dadas la curva: f(z) = ~——5——, calcule:
x

1. Dominio de f.

2. Puntos de corte.

3. Signo de la funcién en las distintas regiones en las que esta definida.
4. Simetria.

5. Asintotas.

6. Monotonia y extremos relativos.

7. Curvatura y puntos de inflexion.

8. Representacion gréfica.

9. Calcular las posibles rectas tangentes a f que sean paralelas a la recta
y=x+1

10. Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abcisa x = 1.

11. Calcular el area del recinto limitado por la curva el eje de abcisas y
las rectas x =1y o = 3.

Solucion:
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1. Dominio de f: Dom(f) = R — {0}
2. Puntos de Corte

» Corte con el eje OX hacemos y =0 = (r —2)3 =0 = z =
2 = (2,0).

= Corte con el eje OY hacemos © = 0 => No hay.

3. f(—z) # f(z) = No es PAR.

f(—z) # —f(z) = No es IMPAR.

4. Asintotas:

= Verticales: x =0

lim ———~— =
r—01 X

= Horizontales: No hay

T—00 T

= Oblicuas: y =mz +n

_ 9\3
m = lim (z-2) =
r—00 x3

) 23— 622+ 122 —8
n = lim —x)=—-6

T—00 2

(=00, —4) | (=4,0) | (0,400)
f'(z) + - +
f(x) crece decrece | crece

Crece: (—o0, —4) U (0, +00)
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Decrece: (—4,0)

La funcién tiene un maximo en el punto (—4,—27/2), en el punto
donde z = 2 la funcién pasa de crecer a crecer, luego no es ni maximo
ni minimo, y en el punto x = 0 hay una asintotata, luego tampoco
puede ser ni maximo ni minimo.

24(x — 2)

1 =0= =2

1'(z) =

xT

Como el denominador es siempre positivo, bastara con estudiar el nu-
merador

(_ 00, 2) (27 +OO)
y// — +
Yy convexa Céncava

Convexa: (—00,0) U (0,2)

Céncava: (2,400)

En el punto (2,0) la grafica pasa de ser convexa a ser concava y hay
continuidad en ese punto, por lo que estamos ante un punto de in-
flexion.

Por el criterio de la tercera derivada seria

() = 2B 30)

x5

— "(2) =5 #0

Luego en x = 2 hay un punto de inflexién.

7. Representacion

y
x=0
crece
z e
Pto.Inflexion(2,0) concava =
convexa
Mix(-4,-27/2)
\
e convexa \
crece
decrece
2
_ g _(a+4)(a—2) _4
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4
Sia= 3 tenemos:

4 1 1 4
f<3> 6:>y+6 (a: 3>:> x y—3=0

9. Calcular las rectas tangente y normal a la grifica de f en el punto de
abcisa x = 1:

Como f(1) = —1 las rectas pasan por el punto (1,—1).
Como m = f’(1) = 5 tenemos que

Recta Tangente: y + 1 =5(z — 1)

1
Recta Normal : y +1 = —g(m -1)

T angente: y+1=5(x-1)

s 4 / Normal: y+i=-1/5(x-1)

10. En el intervalo [1, 3] hay un punto de corte de la funcién con el eje de
abcisas en x = 2 y, por tanto, tendremos que integrar entre [1,2], que
saldrd un valor negativo y entre [2, 3] donde saldra positiva.

— 3 _ 62 —
F(a;):/(x 2)3 dw-/x 6x* + 12z de:

x2 x2
8 x2 1
—/ —6—|—f——2 de = — —6x + 12In|z| +8— 4+ C
€T 2 €T
) 1 2
Area = |F(2)=F(1)|+|F(3)—F(2)| = ‘—27 412102 +‘—69 +12In @)‘ _
11
5 T 121n (i) =0,2144817972 u?
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(2,0

3,0)

.%'2

—1
Problema 272 Dadas la curva: f(x) = — calcule:

—_

. Dominio de f.
2. Puntos de corte.

Signo de la funcién en las distintas regiones en las que estd definida.

- W

Simetria.

Asintotas.

Monotonia y extremos relativos.
Curvatura y puntos de inflexién.

Representacién grafica.

© %® 3 o o

Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abcisa x = 1.

10. Calcular la integral de esta funcién.
Solucidn:
1. Dominio de f: Dom(f) = R — {0}
2. Puntos de Corte

» Corte con el eje OX hacemos y = 0 = 22 -1 =0 = 2z =
+1 = (-1,0) y (1,0).

= Corte con el eje OY hacemos x = 0 = No hay.

(—o0,—1) | (—=1,0) | (0,1) | (1,+00)
signo — + — +
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4. f(—x) = —f(x) = Es IMPAR.
5. Asintotas:

s Verticales: x =0

2
-1
lfm ©—— = 400
z—0 X
o2 —1 [—1}
lim = |—| =+00
z—0~ X 0~
y -1 [-1
im =|—|=—-x
z—0t X 0+
= Horizontales: No hay
o2 -1
lim =00
T—>00 €T
s Oblicuas: y =mz+n
2
-1
m = lim v =1

2
1
6. f'(z) = % =0= 2241 = 0 =no tiene solucién. Como
x

ademds f’(z) > 0 podemos asegurar que la funcién es creciente en
todo el dominio de la funcién (R — {0}) y no tiene ni méximos ni
minimos relativos.

fw) = #0

Luego la funcién no tiene puntos de inflexién.

(=00,0) | (0,40)
y// ¥ —
y | concava | convexa

Céncava: (—o0,0)
Convexa: (0, 400)

8. Representacion:
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Crecientj x=0

yx
Céncava /
7 Creciente
(18]

(-L0)

Creciente L

/ Convexa

Creciente

9. Calcular las rectas tangente y normal a la gréfica de f en el punto de
abcisa x = 1:

Como f(1) = 0 las rectas pasan por el punto (1,0).
Como m = f’(1) = 2 tenemos que

Recta Tangente : y = 2(z — 1)

1
Recta Normal : y = —5(:1: —1)

Cyecient7 =0 Tangente: y=2(x'-1 )Y
Céncava /
- // / . Creciente
(0 E o
/ (1)
Creciente ] / Normal: y=-1/2(x-1) ~

/ Convexn

Creciente

10.

21 1
/a: da:z/(x—) de =22 —Inz +C
X o

2 +1

Problema 273 Dadas la curva: f(x) = , calcule:

1. Dominio de f.
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o N

10.

. Puntos de corte.

Simetria.

. Asintotas.

Representacion grafica.

abcisa x = 1.

Solucion:

—_

. Dominio de f: Dom(f) =R

. Puntos de Corte

Monotonia y extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién.

Calcular la integral de esta funcion.

—{0}

187

Signo de la funcién en las distintas regiones en las que esta definida.

Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de

» Corte con el eje OX hacemos y =0 = 22 + 1 =0 = No hay.

= Corte con el eje OY hacemos x = 0 = No hay.

(_0070)

(0, 4+00)

signo

_l’_

. Asintotas:

» Verticales: x =0

f(—z) = —f(z) = Es IMPAR.

z—0 21

lim

2+ 1

r—0— 2x

lim

a:2+1_

z—0t 2%

= Horizontales: No hay

3-
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= Oblicuas: y =mz +n

_ oy x2+1_1
el S =
22+ 1 T
1
= —x
Y73
6.
2 -1

sa 0= - 1=0= z=4+l
x

(—o0,—1) (-1,1) (1,+00)
Y + - +
y | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién es creciente en: (—oo, —1) U (1, 00)

La funcién es decreciente en: (—1,0) U (0,1)

La funcién presenta un méximo en el punto (—1, —1) y un minimo en
el punto (1,1).

7. f"(z) = — # 0 Luego la funcién no tiene puntos de inflexién.
T

(_ 00, O) (07 +OO)
y// — ¥
y | convexa | cdncava

Convexa: (—00,0) y Céncava: (0, +00)

8. Representaciéon
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9. Calcular las rectas tangente y normal a la gréifica de f en el punto de
abcisa x = 1:
Como f(1) =1 las rectas pasan por el punto (1,1).
Como m = f’(1) = 1/4 tenemos que

1
Recta Tangente: y — 1 = Z(x -1)

Recta Normal : y —1 = —4(x — 1)

i

x=0| Decreciente

Creciente
Céncava

Minimg.

Tt uhgenre: y-1=1/4(x-1)

Convexa \ \Normal: y-1=-4(x-1)

Crecienfe

Decreciente

10.

22 +1 T 1 22 Inz
IS dm_/(2+2x)dx_4_2+c

Problema 274 Hallar una funcién polinémica de tercer grado tal que pasa
por el punto (0,1), tenga un extremo relativo en (1,2) y un punto de in-
flexién en z = 2

Solucion:

fx)=az® + b2’ +cx+d, f(z)=3ax®+2bx+c, f'(z)=6ax+2b

F0)=1= d=1 a=1/4

fl)=2= a+b+c+d=2 b=-3/2
F(1)=0= 3a+2b+c=0 ) c=9/4

£7(2) =0 = 12a+2b =0 d=1

1 3 9
flz) = sz - 53:2 + Za:—k 1,

f"(1)=6a+2b=3/2—3=-3/2<0=> el extremo en el punto (1,2) es

un maximo.

22+ 2

, calcule:
1

Problema 275 Dadas la curva: f(z) = ———
$ —_—
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1. Dominio de f.
2. Puntos de corte.
3. Signo de la funcién en las distintas regiones en las que estd definida.
4. Simetria.
5. Asintotas.
6. Monotonia y extremos relativos.
7. Curvatura y puntos de inflexion.
8. Representacion gréfica.
9. Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abcisa x = 2.
10. Calcular una recta tangente a la grafica de f paralela a la recta de
9
ecuacion: y = ——x — 1
32
11. Calcular el drea encerrada por la funcién, el eje OX y las rectas x = 2
vr=3
Solucioén:
1. Dominio de f: Dom(f) = R — {1}
2. Puntos de Corte
» Corte con el eje OX hacemos y = 0 = 22 + 2 = 0 = No hay.
» Corte con el eje OY hacemos z =0=— z = -2 = (0,—-2).
3.
(—OO, _1) (_L 1) (07 +OO)
signo + — +
4. f(—z) = f(x) = Es PAR.
5. Asintotas:

» Verticales: z = 1:
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” 22 +2 3]
xirﬂ+$2—l N OT =t
r=—1
2
442
r——1 1,‘2 —1 +o0
i ?+2 [37
z—l>r£11*$2—1 N OT = oo
2+ 2 3
lim = {} = —00
-1t x2 =1 0~
= Horizontales:
2
1
lim Z AL l=y=1
r—00 €T
= Oblicuas: No hay por haber horizontales.
6.
f’(:p)——L—Oz —6r=0= 2=0
(22 -1)2 N N

(—00,0) (0, +00)
Y + -
y | Creciente | Decreciente

La funcién es creciente en: (—oo, —1) U (—1,0)
La funcién es decreciente en: (0,1) U (1, 00)
La funcién presenta un maximo en el punto (0, —2).

18z% + 6
7. f(x) = Sr o # 0 Luego la funcién no tiene puntos de inflexion.

(2 —1)

(_OO¢_1) (_171) (O,+OO>
y" + - +
y | céncava | convexa | céncava

Convexa: (—1,1)
Céncava: (—oo, —1) U (1, 400)

8. Representacion
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¥, \ P
; N\ /
crecient N Ylu'm‘imle i
% 24
\ #
IN recta normal
\. S
concava,
creciente P i) decreciente
¥ % \
P \\
0,0)
pd \mm tangente
// \
oA N
A Mif(0,-2) N
/ X
N
e / B
\
7 x=-1 conyexa| x=1 \
2
//,/ \\
A \” \
#Z ; i B
, recieitte ecreciente \
. creciepte] k N
y ’/
/
— /
T lemcimtz /
T Jrecta normal
Ty \ /
/
\\ f
/
\ /
concava
~ X /
- /
— /
e i
creciente /\w
= 7T // =
/ recta nngr?\\\‘\ .
0,0) /
/
/
/
/
oo
Miy(0,-2) /
/
/
/
/
x=1 fconvexa| |x=1 /
/
/
/
x-wrimru/ rcw/v‘wm
I 1

9. Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de

abcisa r = 2:

Como f(2) = 2 las rectas pasan por el punto (2, 2).

Como m = f'(2) = —4/3 tenemos que

4
Recta Tangente: y —2 = —g(:z: -2)

3
Recta Normal : y —2 = Z(x -2)

9 9
—xrx—1= m=—-——

10, y = —
0-y=-3 32

6a
(@17

m = f'(a)

32

9
=——=a=3= b=

f3) =2



. REPRESENTACIONES GRAFICAS 193

Una recta tangente seria:

vmml"/ decreciente /
[recta normal

= /
S / /

| |

7 Ty \cincava |

céneava/ . -
S »7/
creciente — decreciente
= | / =
/ =y

=1
/ P S
/ recta tangente ™~

0,0) /

w1 Jeonpeal |xe1 |
/

/
decrefiente

11.

2 +2 3 3
F($)_/aj2—1dx_/ (1—|—:E2_1) dx—aj+§(ln|x—1|—ln|x+1|)—i—0

32242 2+3In(3/2)
/2 A= FE) - F(2) = Ry

2 +1

Problema 276 Dada la curva: f(x) = —— calcule:
:E —_—

1. Dominio de f.

2. Puntos de corte.

3. Signo de la funcién en las distintas regiones en las que esta definida.
4. Simetria.

5. Asintotas.

6. Monotonia y extremos relativos.

7. Curvatura y puntos de inflexién.

8. Representacion gréfica.
9. Calcular las rectas tangente y normal a la gréafica de f en el punto de

abcisa z = 1.
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10. Calcular el area delimitado por la funcién, el eje OX y las rectas x = 0
vyr=1

Solucion:
1. Dominio de f: Dom(f) = R — {2}

2. Puntos de Corte

= Corte con el eje OX hacemos y = 0 => 22> + 1 = 0 = No hay.

1
» Corte con el eje OY hacemos z =0 = f(0) = —=

5"

(_007 2) (2a +OO)
signo — +

4. f(—z) # £f(z) = No es ni PAR ni IMPAR.

5. Asintotas:

s Verticales: z = 2

2
1
im Tt =+00
r—2 T — 2
i 22 +1 [ 5 ]
im = = —00
z—2- T — 2 0~
i 22 +1 5 n
im = = 400
—2t T — 2 0t
» Horizontales: No hay
, 2+ 1
lim =
z—00 x — 2
= Oblicuas: y =mz +n
2
1
m = lim el 1
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22 —4x—1

_ 2 _
(x—2)2 = 0= 2"—-4r-1=0—

fi(z) =

r=2+V5=4,236; 2 =2—+5=-0,236

(2 A)

(2- 5,2+ V5)

(2 + /5, +oo)

/

Y

_|_

_l’_

Y

Creciente

Decreciente

Creciente

La funcion es creciente en: (—oo, 2 — \/5) U (2 + \/5, oo)
La funcién es decreciente en: (2 + /5, 2) U (2, 24 \/5)
La funciéon presenta un maximo en el punto (2 —V5,4—2V5

(—0,236;—0,472)) y un minimo en el punto (2+\/5,4+2\/5> =

(4,236;8,472).

10

7. f"(x) = @_2p

(_007 2)

(2, 4+00)

/"

_l’_

céncava

3 7 0 Luego la funcién no tiene puntos de inflexion.

Yy | convexa

Convexa: (—o0,2)
Céncava: (2, +00)

8. Representacion

Céneava

b
Minimo(4,236;8,472)

9. Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abcisa z = 1:

Como f(1) = —2 las rectas pasan por el punto (1,—2).
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Como m = f’(1) = —4 tenemos que

Recta Tangente : y +2 = —4(x — 1)

1
Recta Normal : y +2 = Z(x - 1)

Tangente: 4x +y -2=0 g

Normal: x-4y-9=0

—
il
‘;7'7/
o
‘%/'//
10.
L2 +1 z? ' 5
Slz/ de = —+2x+5In|x —2|| dr=-—-5In2

0o *—2 2 0 2

5 2

S=|S1|=5In2— 3= 0,9657 u

42% — 1
Problema 277 Dada la curva: f(x) = , calcule:

22
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1. Dominio de f.
2. Puntos de corte.
3. Signo de la funcién en las distintas regiones en las que esta definida.
4. Simetria.
5. Asintotas.
6. Monotonia y extremos relativos.
7. Curvatura y puntos de inflexién.
8. Representacion gréfica.
9. Calcular las rectas tangente y normal a la gréifica de f en el punto de
abcisa x = 1.
10. Calcular el drea delimitado por la funcién, el eje OX y las rectas x = 1
yr=2
Solucién:
1. Dominio de f: Dom(f) = R — {0}
2. Puntos de Corte
= Corte con el eje OX hacemosy =0 =42’ -1=0= 2z = :I:%.
= Corte con el eje OY hacemos x = 0 => No hay.
3.
EEIEHIED
signo + — +

4. f(—z) = f(z) = Es PAR.
5. Asintotas:

s Verticales: £ =0

m 2
z—0+ 2%
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= Horizontales: No hay
. da?—1
= Oblicuas: No hay por haber horizontales
1
6. f'(r) = — # 0= No hay extremos.
T
(_007 O) (07 +OO)
Y - +
y | Decreciente | Creciente
La funcién es decreciente en: (—oo,0)
La funcién es creciente en: (0, 00)
7.

f(w) =2 #0

Luego la funcién no tiene puntos de inflexién y ademds f"(z) < 0 =
la funcién es céncava en todo el dominio de la funcién en R — {0}

8. Representacion

9. Calcular las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abcisa x = 1:

3 3
Como f(1) = 3 las rectas pasan por el punto (1, 2).
Como m = f’(1) = 1 tenemos que

3
Recta Tangente : y_5:$_1:> 20 —2y+1=0

3
Recta Normal : y—iz—(m—l):> 2 +2y—5=0
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10.

Problema 278 Dada la funcién

f()
Se pide:

1. Calcular su dominio.

2. Calcular sus puntos de corte con los ejes coordenados.

3. Calcular su signo.
4. Calcular su simetria.

5. Calcular sus asintotas.

_a:2—|—3

199

6. Calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, calculando sus

extremos relativos.
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7. Calcular sus intervalos de concavidad y convexidad, calculando sus
puntos de inflexién.

8. Calcular las rectas tangente y normal a f en el punto de abcisa z = 2.
9. Representaciéon gréfica.

10. Calcular el area encerada por la funcién, el eje OX y las rectas x = 2
yx =4.

Solucion:
1. Dom(f) =R — {1}

2. Con el eje OY hacemos x = 0 = (0,—3) y con el eje OX hacemos
f(z) = 0= 22+ 3 =0, esta ecuacién no tiene solucién y por tanto
la funcién no corta el eje OX.

(—o0,1) | (1,00)
f(z) - +

4. La funcién no es ni PAR ni IMPAR

5. = Asintotas:

e Verticales: En x =1

. 22+ 3 [ 3 }
im =|—] =—-
z—1— x—1 0~
z2+3 3 n
im = |— 00
r— 1t T — 1 0+
e Horizontales: No tiene
, 22+ 3
lim =00
z—o0  — 1
e Oblicuas: y =mx +n
2
3
m= lim Tt =1
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6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

x2—2x—3

f’(x):w:(): 20 -3=0=2=-1, =3
(_007_1) (_173) (3700)
f(x) + - +
f(z) | creciente " | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (3, 00) y decreciente
en el intervalo (—1,1) U (1, 3).

La funcién tiene un maximo en el punto (—1,—2) y un minimo en
el punto (3,6).

7. Intervalos de concavidad y covexidad:

8
570

f(ﬂf)zm

La funcién f no tiene puntos de inflexion.

(—00,1) (1, 00)
ol - [+

f(z) | convexan | céncava U

8. Enzr=2= f(2)=Tym=f'(2)=-3:
Recta tangente: y — 7 = —3(x — 2)

1
Recta normal: y — 7 = g(x —2)

9. Representacion grafica

|
=
=

Maximo(-1,-2

x=1
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MNormalen (2,7)

Taugente en (2,7)

10. Calcular el siguiente area:

4
S = / x+3 / ($+1+4)dx:
a:—l 2 -1

4
2+x+41n|:1:—1|] =8+44In3 = 12,39 u*
2

P—

Problema 279 Dada la funcién

r—3
f(x):m

Se pide:
1. Calcular su dominio.

2. Calcular sus puntos de corte con los ejes coordenados.
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3. Calcular su signo.
4. Calcular su simetria.
5. Calcular sus asintotas.

6. Calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, calculando sus
extremos relativos.

7. Calcular sus intervalos de concavidad y convexidad, calculando sus
puntos de inflexién.

8. Calcular las rectas tangente y normal a f en el punto de abcisa z = 2.
9. Representacion gréfica.

10. Calcular el area encerada por la funcion, el eje OX y las rectas x = 2
yx=3.

Solucion:
1. Dom(f) =R — {1}

2. Con el eje OY hacemos x = 0 = (0,—3) y con el eje OX hacemos
flz)=0= 2—-3=0= (3,0).

(—00,3) | (3,00)
f(z) - +

4. La funcién no es ni PAR ni IMPAR

5. = Asintotas:

e Verticales: En x =1

. 22 +3 —2}
lim =|—| =—-
r— 17 X — 1 0+
22 +3 -2
im =|—| =—-00
r— 1t T — 1 O+
e Horizontales: y =0
-3
fim 2 —

r—o0 (x —1)2

e Oblicuas: No hay al haber horizontales.
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6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

iy —xT+D5 B B

(—o0,1) (1,5) (5,00)
f(z) - + -

f(x) | decreciente \, | creciente ,” | decreciente \

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, 1) U (5,00) y creciente
en el intervalo (1,5).

La funcién tiene un maximo en el punto (5,1/8).

. Intervalos de concavidad y covexidad:

" 2 — 14
f(x) = W

= 0= 22 —-14=0=— 2 =7

(—00,7) (7,00)
@ - ¥

f(z) | convexan | céncava U

La funcién es convexa en el intervalo (—oo, 1) U (1,7) y céncava en el
intervalo (7, 00).
La funcién tiene un un punto de inflexién en (7,1/9).

. Enz=2= f(2)=-1ym=f'(2)=3:

Recta tangente: y +1 = 3(x — 2)
Recta normal: y + 1 = _§<x -2)

9. Representacién grafica
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10. Calcular el siguiente &area:

S:/j(;__lg)zdx:/; <xi1_(x—21)2> dr =

3

:ln]x—lH—} =1-1In2=0,307 u*
L — 1l

©=3 _ A B _Ae-1)+B

(x—12 -1 (z—-12  (z-1)

r—3=A(x—-1)+B

r=1=—= B=-2
r=0=— -3=—A+B=— A=1

Problema 280 Dada la funcién
—x+1
fa) = =

Se pide:
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1. Calcular su dominio.

2. Calcular sus puntos de corte con los ejes coordenados.
3. Calcular su signo.

4. Calcular su simetria.

5. Calcular sus asintotas.

6. Calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, calculando sus
extremos relativos.

7. Calcular sus intervalos de concavidad y convexidad, calculando sus
puntos de inflexién.

8. Representacion gréfica.
9. Calcular las rectas tangente y normal a f en el punto de abcisa x = 2.

10. Calcular el drea encerada por la funcion, el eje OX y las rectas x = 1
ya=2.

Solucion:

1. Dom(f) = R — {3}

[\

. Con el eje OY hacemos © = 0 = (0, —1/3) y con el eje OX hacemos
flz)=0= —2x+4+1=0= (1,0).

(—00,1) [ (1,3) [ (3,00)
fl) |  — + -

4. La funcién no es ni PAR ni IMPAR

5. » Asintotas:

e Verticales: En x = 3

1 —z+1 {—2} N
im =|—| =400
z—3— T — 3 0~
T —z+1 -2
im =|—| =-00
z—3t x—3 0+
e Horizontales: y =0
— 1
lim Tt =-1

r— o0 I — 3

e Oblicuas: No hay al haber horizontales.
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6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

, _ 2
f(l’)—m?éo

Luego no hay ni maximos ni minimos, ademds f’(x) > 0 = la funcién
es siempre creciente en el dominio de la funcién, en R — {3}

7. Intervalos de concavidad y covexidad:

f(JU):W#O

Luego la funcién no tiene puntos de inflexién.

—4
-3

(—00,3) (3,00)
f" () + -

f(x) | concavalU | convexan

La funcién es convexa en el intervalo (3,00) y céncava en el intervalo

(=0, 3).

8. Representacion grafica

=3

9. Enzx=2= f2)=1ym=f'(2) =2
Recta tangente: y — 1 = 2(z — 2)

Recta normal: y — 1 = —5(1' —2)

£ 5 ¥ /
\\ Qriual / tangente
B

B
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10. Calcular el siguiente area:

2 _ 2
S:/ x+1dx:/ (—1— 2 )daz—
1 1 T —3

x—3
—z—2In|z - 3] = —1+2In2 =0, 386 u>

r—3 A B Al-1)+B
1P a1 @12 (@-1p
r—3=Ax—-1)+B

r=1=— B=-2
r=0= 3=-A+B= A=1

Problema 281 Hallar una funcién polinémica de tercer grado tal que pasa
por el punto (0,2), tenga un extremo relativo en (1,3) y un punto de in-

flexién en x = 2

Solucién:
f(x) = ax® +ba® +cx +d, f(x)=3ax*+2bx+c, f'(x)=6ax+2b
F0)=2= d=2 a=1/4
fl)=3= a+b+c+d=3 . b= -3/2
ff(1)=0= 3a+2b+c=0 c=9/4
d=1

F(2) =0= 12a+2b=0

1
flz) = 1:133 - gz2 + %x +1,
f’(1)=6a+2b=3/2—-3=-3/2< 0= el extremo en el punto (1,2) es

un maximo.
Problema 282 Dada la funcién

Se pide:
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1. Calcular su dominio.

2. Calcular sus puntos de corte con los ejes coordenados.

3. Calcular su signo.

4. Calcular su simetria.

5. Calcular sus asintotas.

6. Calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, calculando sus
extremos relativos.

7. Calcular sus intervalos de concavidad y convexidad, calculando sus
puntos de inflexién.

8. Calcular las rectas tangente y normal a f en el punto de abcisa x = 1.

9. Representacion gréfica.

10. Calcular el area encerada por la funcion, el eje OX y las rectas x =1

ya=2.

Solucién:

1. Dom(f) =R —{-2}

2. Con el eje OY hacemos z = 0= (0,—1/4) y con el eje OX hacemos
fle)=0= 3x—-1=0= (1/3,0).

3.

(=00,1/3) | (1/3,00)
f(z) - +
4. La funcién no es ni PAR ni IMPAR
5. = Asintotas:

e Verticales: En © = —2
i 3r—1 -7
m ——=|—|=-x
T— —27 (QZ + 2)2 0+
T 3r—1 -7
m ——=|—|=—-
r—> —2F (IL‘ + 2)2 0+
e Horizontales: y =0
, 3r—1
IR

e Oblicuas: No hay al haber horizontales.
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6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

, 8§—3

fl(z) = (93+2:§3 —0=8-3z=0= x=8/3
(—00,—2) (—2,8/3) (8/3,0)

f(z) - + -

f(x) | decreciente \, | creciente " | decreciente “\,

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —2) U (8/3,00) y cre-
ciente en el intervalo (—2,8/3).

La funcién tiene un maximo en el punto (8/3,9/28).

. Intervalos de concavidad y covexidad:

6(x —5)

(@) =

(—00,5) (5,00)
f"(x) - +

f(x) | convexan | céncava U

La funcién es convexa en el intervalo (—oo, —2) U (—2,5) y céncava en
el intervalo (5, 00).

La funcién tiene un un punto de inflexién en (5,2/7).

CEnaz=1= f(1)=2/9ym=f'(1)=5/2T:

2
Recta t te:y——=—(z—1
ecta tangente: y — o 27(:U )
2 27
Recta normal:y—gz—g(x—l)

9. Representacién grafica

=0 Miix pI X
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formal tangente

10. Calcular el siguiente area:

3r—1 2 3 7
5= / (x+2)? m_/1 <$+2_(m+2)2>dz_

777 3\ 7
= 31 2|4+ ——| =-3In({-)—--—==0,2
3n|z + |+x+2]1 3n(4> B 0,28 u?

3z —1 A B Al+2)+B

(z +2)2 :x+2+(x—|—2)2  (z+2)?
3tr—1=A(x+2)+B
r=-2= B=-7
r=0=— —-1=2A+B=— A=3

Problema 283 Dada la funcién

22+ 2
r+1

flx) =
Se pide:

1. Calcular su dominio.
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2. Calcular sus puntos de corte con los ejes coordenados.
3. Calcular su signo.
4. Calcular su simetria.
5. Calcular sus asintotas.
6. Calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, calculando sus
extremos relativos.
7. Calcular sus intervalos de concavidad y convexidad, calculando sus
puntos de inflexién.
8. Calcular las rectas tangente y normal a f en el punto de abcisa z = 1.
9. Representaciéon gréfica.
10. Calcular el drea encerada por la funcién, el eje OX y las rectas z = 1
y T =2.
Solucién:
1. Dom(f) =R —{-1}
2. Con el eje OY hacemos = 0 = (0,2) y con el eje OX hacemos
f(r) =0== 22+ 2= 0= No hay puntos de corte con el eje OX.
3.
(=00, 1) | (=1,00)
f(x) - +
4. La funcién no es ni PAR ni IMPAR
5. » Asintotas:

e Verticales: En x = —1

3 2 +2 [ 3
lim =
z——1- T+ 1 -1

2+ 2 { 3 }
im
r— —1+t T + 1
e Horizontales: No hay
x2+2 _

lim =00
z—o0  +1
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e Oblicuas: y =mxz+n

y=xz—1
6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

2242 —2

=0= 2%420-2=0= 2=0,73, v =—2,73
(x+1)2

fi(z) =

(oo, —2,73) | (=2,73,0,73) | (0,73,00)
f(z) + - +
f(x) | creciente \, | decreciente | creciente \

La funcién es creciente en el intervalo (—oo; —2,73) U (0, 73;00) y cre-
ciente en el intervalo (—2,73; —1) U (—1;0,73).

La funcién tiene un méximo en el punto (—2,73; —5,46) y un minimo
en el punto (0,73;1,46)

7. Intervalos de concavidad y covexidad:

6

(@) = (x+1)3

£0

La funcion no tiene puntos de inflexién.

(_007_1) (_LOO)
@] - +

f(z) | convexan | céncava U

La funcién es convexa en el intervalo (—oo, —1) y céncava en el inter-
valo (—1, 00).

8. Enx=1= f(1)=3/2ym=f'(1)=1/4:

3
Recta tangente: y — 5= Z(az -1)

3
Recta normal: y — 3= —4(x —1)

9. Representacion grafica
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¥

y=x-1

y=x-1

tangente

nornil

10. Calcular el siguiente area:

2 .2 2 2
S:/ v dm:/ (x—l—i— 3 )dm:
1 z+1 1 z+1
22 2
= 2—a:+31n\a:+1|1

1
=3In (3> + = =1,716 u?
. 2) 2
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Problema 284 Dada la funcién

Calcular:
1. Asintotas
2. Extremos relativos

3. Representacion gréafica aproximada.

4. /f(x) dz
Solucioén:
1. Asintotas:

s Verticales z = 1:

) 2x [2]
lim =|—|=—-00

z—1-x — 1 0~
i 2x 2 n
im =|—| =400
a—1t x —1 0t
» Horizontales y = 2:
2
lfim — =2
z— o0 — 1
= Oblicuas no hay por haber horizontales.
2
2. Extremos relativos: f'(z) = TSNP < 0 Luego no hay ni méaximos
a:‘ p—

ni minimos y la funcién es siempre decreciente en el intervalo R — {1}.

3. Representacién gréafica aproximada:

2 2
4./ T da::/<2—|— >d$:2x+2ln]x—1]—|—0
z—1 z—1
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Problema 285 Hallar una funcién polinémica de tercer grado tal que pasa
por el punto (0,0), tenga un extremo relativo en (1,1) y un punto de in-
flexion en = = 2.

Solucion:

f(x) = ax® +ba® +cx +d, f(x)=3ax*+2bx+c, f'(x)=6ax+2b

FO)=0= d=2 a=—1/4
f)=1= a+b+c+d=1 b=23/2
F1)=0=3a+2b+c=0 ) c=-9/4
F7(2) =0 = 12a 4+ 2b =0 d=0
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3.2. Limites

Problema 286 Calcular los siguientes limites:

3242 —1
1. m ——F
z—oo 232+ 1
3z —1
9. lim v

z—00 2% + g4 + 1

o4+t =32+ 4 —1
9. Iim
a1 gt — 3 — 222+ x4+ 1

10. 1 =
0 :cino 334—33?2—1‘(13
, T—yx+6 5
11. llm —m——— = —
r—3 r—3 6
—1 2
12. lim _rms s
r—1 p — 2 —x 3
Solucion:

o 32242x-1 3
1. hm —_— = —
e—>00 272 4+ 1 2

_3r—1
5 lfm %

S L
z—o0 g% + 74 + 1
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32 1 22241
3 h’m( 3 > =00
T—00 T
3
4 am (E1 R
A (rs) =
3
3 3zt +z—1 ’ 1/3
o xh—1>n<>0< 3z4+1 ) a
2$3+1 2r—1
Ii =
6. M, 3z3 + 22 -1 0
, B +r+1 5
! xh—I»noo< o1 )

R e v
r—vx+6 5
1. llm —— = —
.”EE}:} z—3 6
r—1 2
12, lim ——— = -
minl r—2—=x 3
Problema 287 Por L’Hopital:
e
r—00
T —
9. lfm &%

r—0 sinz

2 _
3 qm SV

T—00 x2
2 _

n T T

z—0 % — 1

ot =3 4322 —dr+1
5. lim

=51 gt —ax343x—3

., r—Vr+2
6. lim ————

r—2 r — 2
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sin?

7. lim ——
r—0 X

1 —cosx
8 Iim ——
z—0 sinzx

Solucion:

1 lm 2% _p

T—00 I

T
., e¥—cosx

2. lm —— =1
rz—0 sinx

5. If = -
e x4t — 23+ 32z -3 4

6 1 r—vVr+2 3

i = -

z—2 r—2 4

7 sinzmzl
r—0 X

8 lim 1—cosx:

Problema 288 Calcular los siguientes limites

ot =33 — 2224+ T -3
1. lim
r—3 1‘3 —2.TU2 —4x +3

7 _ 7
o g Y T3
r—4 €Xr — 4
Solucion:
ot =323 —222+ T -3
1. lim =

r—3 1‘3—2$2—4$+3

2 _ _
o g YE —T-3 4
r—4 ;U—4 3

Problema 289 Calcular los siguientes limites

2

, 322 +2 -1 v

1. lim —
T—00 ¢ +1

219
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(25 43— 1\
T
55 +1

, (3x— 1>3x
. lim
r—00 \ 3 + 2

3 + 322 — 6x — 16
1m
224+ 203 + 22 + 1 — 2

o o 3xt4 a3 —222+ 23
lim
z—1 33 + 202 —d4x — 1

o 3at 4223 — 222
lim
=0 342242

x® =1
m —F0——:
o124 — 2

V32 —11-4 9

lfm Y2 TR
acini’) r—3 4

V13 —22-3

Iim —mM—

z—2 r—2
rsinz

lim

z—01— coszx

1— 621
lim —
rz—0 SInx

In(1 —sinz)
im ————=
z—0In(1 + sinz)
, eP—x—cosx
lim ————5——
z—0 sm” x

Inx

lim
r—1lax—1

lim ze® =00, Ilim ze”
T—>00 T——00

Solucion:

1.

2
3 <3IL‘2+1‘—1>$+1
lim — =
T——00 2 +1
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) x3 + 322 — 62 — 16 6
5. lim = —
s—-224 423 + 22+ 2 —2 1

3t —2224+2-3 4
6. lim ——
o—1 3a3 4222 —4x —1 3

34 23_22
7. lm ST AT AT
=0 x3+ 1242

5

z° —1 5
8 lim — — =2
B9 9 T g

VB2 —11-4 9
9. Ilm —mM———— ==
r—3 r—3 4
V13 —2%2 -3 2
10, Ilm —m8mMm——— = ——
r—2 ,1;—2 3
11, Ifm 2T
z—01—cosx
1— 2x
12, Ifm — % — 9

x—0 sinzx
In(1 — si
13, lim RA=sno)
z—0 In(1 + sin z)

e —x —cosx

14. lim i —1
z—0 sin“ x
|
15. lfim —2% —1
r—lgx—1
16. lim ze®* =00, lim x2e* =0
r—>0Q Tr—>—00

Problema 290 Calcular los siguientes limites:

323+ 2 —1
1. m ——F/
x—00 223 + 2
2
1
9. lim L tTT

o0 g3 — 3x — 1

221
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zZ+1
w3 +x+1\ 2
3+ 3

24z+1\7"
222 — 1

o 3x*42c—-1 3
1. hm _—— = —
203 4 2 2

5. lim
Tr—0o

6. lim
Tr—00

Solucion:

B e |
2. lim —V——— =
z—o0 g3 — 3x — 1
2+ 1

B e

52

z2+1

w3+ x+1\ 2
_— = X0
3+ 3

2 1 2x
6. lim (WF —0

4. lim

r—>00

5. lim
T—00

z—oo \ 222 —1

Problema 291 Calcular los siguientes limites:

ot =23 +322 -3
1. lim
z—1 3 +22 -z —1

2. lim (Vo+1-va)

V22 —-3-1
3. llm ——
r—2 r — 2

ot =224 -2
lim
—213 + 22 —hr — 2
V2 +2 -z
r+1

5. lim

r——00
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. 3—+22-16
6. lm ——M—
r—5 r—2>5
Solucion:
L 1m x4—x3+3x2—3_z
e—1 B34 a2—z—1 4
2. lim (\/x—i— —\/:E):o
r—>00
ViZ—3-1
3. qfm Y31

x—2 r—2

:E3—2:E2+x—2_ 5

4.l -2
o3 a2 —5r—2 11
2 _

5  1lim L“:()
N
. 3—+Va22-16 5
6. hm—:—*
z—5 r—5 3

Problema 292 Calcular los siguientes limites:

o 2341
1. llm ———
z—o0 33 + 2
322+ 2z +1
2. lim — 5
6
, »4+zr-1
3 x@oo rd +2
, 2.’E2 g 3zc—1
4. lim 3
T—00 x4 —1
- y x2 —r—1 2x—1
N
1 2
6. lim (H )
T—00 €T
Solucion:
223 -1 2
1. lHm a”tx—1 I

r——oo 33 +2 3

2
2 1
2. lim u:

r——co g5 + 2 0

223
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1 2z
6. lim <$+ ) = ¢?

T—00 T

Problema 293 Calcular los siguientes limites:

ot =222 422 —1
1. lim
s—1 g4 — 23 4+ 20— 2

2. mﬁ)noo(\/x—l—\/x—i—l)

L V212 +1-3
3. Ilm —M—
r—2 €r — 2
3 at 23—t — 42
4. lim
z—-2 34222 —gx—2
V212 2 —
5 lim ¢ +x+ x
T—00 r—1
. 2V —1-2
6. lim
r—5 x—2
Solucion:

o3 —222 422 -1 1
1. Iim = —
r—>1 .%'4—$3+2$—2 3

2. x@m(Vx—1—¢x+1):o

4
3. h’m2 fracV2z?2+1—-3rx—-2= 3
r—

, a4+ 223 — a2 — x4+ 2 5
4. lim = ——
z—-2 34222 —x—2 3

2 _
5. lm YR teH2or 5o
P z—1

L, 2Vxr—1-2
6. llm —— =

x—2 r—2

0
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Problema 294 Calcular los siguientes limites:

, 0+ —2
1. lim —————
1223 —x —1

3 3 +3z—1
2. lim — 55
z——00 —x4+2

r—3
3. lim <2x + 1)

T—00 2x

V222 —1—-2rx—1
lim
r—1 xr — 1

4.

Solucion:

, o+ —2
1. lIlm ——— =
—12x3 —x — 1

ol o

3
-1
2. lim %z%—oo
p——00 —g2 +2

x—3
3. lim (2x+1> — /2

T—00 2z

V22 -1 -2z —1
4. lim =

r—1 r—1

1

Problema 295 Calcular los siguientes limites:

3
—1
1. lim 2
—1 25 — 1
9 1 V2r—1—=x

7 m sinx —e*+1

z—0 1—cosz

Solucion:



226

T+ 2

r—>00

eI
6. lim =
T—00  + 2

7. lm M:_l

x—0

1 —coszx

Problema 296 Calcular los siguientes limites:

45 —x + 1
1. m ——
z—00  3x5 46
2 _
2. lim O v

w—o0 g6 4 —1

2T =32 —x+1

R
) 3z2-1
, 3+ +1 3
! xh—r>noo< 227 — 1 )
5 24+r—1 2
xgnoo J:2_|_]_

Solucion:
o dab—2x4+1 4
1. Ilm —————— = =
z—o0 3254+ 6 3
2 _
9 lm 2L

e—oo g0 fp —1

2l =322 —x+1
—2x4 4+ 1

3. lim
r—>00

CAPITULO 3. ANALISIS



3.2. LIMITES 227

3221

2 1 3
Ll <3x+w+> o

222 — 1

Problema 297 Calcular los siguientes limites:

306 4225 — 1

1. lim
a—oo  5gb 41

, 2+t
2. hm 67

S+ -2 41
" z—o0 —3z4+3

Solucion:
o 328 4+22° -1 3
1. 1 = -
T—00 526 +1 5
5 4
9 lim x4+ x" 4+ _0

T gy
z2+3
) 202 4+ —1\ 2
4. lim 3 = 400
&—00 22+ 1



228

6. lim
T—00

$4 11 z+2

Problema 298 Calcular los siguientes limites:

3zt 45—z —1

1. lim
T—00 3zt —1
. 32+ 41
2. lim
z—o0 26 -2

3. i
P =923 + 2
34 .2 S
—1 2
4. lim (3”” e )
oo\ T B 11

2
5 lim (x+5)
z—oo \x — 1
6. 1 2 —r+1 v
. lim
T—00 223 4+ 5
Solucion:
3at + a2 —x -1
1 lfm 2T orol
z—>00 3zt —1
322 1
2. lfm “L L _ g
z—o0 276 -2
P4+ dxd3 45+ 1
3. lim = -0
T——00 —9z3 +2
I2713+3
, <3x3+x2—1> 2
4. lim — = 400
T—00 3 +1
5 2x
5. lim (QH) = el2
r—oo \x — 1

Problema 299 Calcular los siguientes limites:

1. lim
T—>00

(3x+2>2x—1
3xr—1

CAPITULO 3. ANALISIS



3.2. LIMITES

2.

6.

J?+-1 r+2
lim ( )
r—1

2t =322 -4

lim
r—3 T —3

Solucion:

1.

Problema 300 Calcular los siguientes limites:

1.

3r—1

1 r+2
Ifm (‘WF ) — 2
x—1

4 2
— 322 —4
lim = 2T "% 9

2$4+_2 2z+1
lim < >
r—o0 \ 20 — 1

T —9 rx—1
. lim < >
z—o0 \x + 3

xt —4x — 8

2r—1
i (3x+2) _ 2

229



230
, 2_5-2
6. IIE}B x—3
Solucion:

o 4 9 2x+1
1. lim ( >
z—o0 \ 22 — 1

=€

—9 z—1
2. lim (x ) —¢ "

r—00

z+3

D lim ———— =
3 mE}2{L‘3+IE—1O

26— 1 6

., Vaz+5-3
5. lim

z—2 xr—2

. Va2 —-5-2
6. lim

z—3 r—3

Problema 301 Calcular los siguientes limites:

47° —r + 1
1. Ul _—
v—00 375 + 6
2 _
9. lim L 7

z—o0 6 4 1 — 1

x4—4x—8_§
13

W Wl N

' =322 —x+1

3 M T
2 1 3
4 lim <3x +x +
T——00 222 — 1

Problema 302 Calcular los siguientes limites:

326 4+ 225 — 1

1. lim
526 +1

r—00

2w +rt+z

2. lim
26 42

r——00

CAPITULO 3. ANALISIS



3.2. LIMITES

3.

Problema 304 Calcular los siguientes limites:

1.

S+ -2 41
T—00 —3z4+3

32 +z+1
z—o0 2¢6 -2

2® 4+ 423 + 5x + 1
a—>00 —923 +2

x2—a:+3

) (33:3—1—362—1) 2
lim 3.1

) <x+5>2x
. lim
z—oo \x — 1

; 2 —r+1 v
lim [ ———
T—00 223 +5

; 224+r—1
1111’1 ———
z—oo 3 — 32 + 1
o 3z2—-2:x-3
hm —_———
t—>00  —x 42
323 — 22— 1
m ——F
t—>00 233 + 2

lfm (\/3$2 —x— 1)

r——00

2z — 3

231



232

T — 2
Solucion:
2
3 +x—1
1 Ihjlmx3—3x2+l 0
2
— 9 —
2. lim 3z ac 3——00
r—00  —x + 2

Problema 305 Calcular los siguientes limites:

4+ 1
1. lim
z—00 —x + 2
., V42
2. lim
5 —223 + 3z
Lo lim —————
T—00 3x3 +5
2
4. lim z+3

=00 /52 + g — 1

2

2 B rc+2
. <W>

T—00 3?2 —1

2

/ x2—1 2z
6. lim 5
T—00 T

Solucion:
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3.2. LIMITES 233

3
1olm S
b Zg 42

v +2

2. lim =0
5y —223 + 3x 2
. m ——— = ——
St 323 + 5 3
2 2
Ay 2 t3 2

J:—»oo,/5x2_’_$_1 \/5

2 _ x2+2
5 lim (2@"”1> .

x—00 3z2 —1

222
. a? -1 2
6. lim 3 =e
T—00 T

Problema 306 Calcular los siguientes limites:

o 4zt 4+ 322 -1
1. lim ——a
s—s0 g3+ 2
., Vat+ar-—1
2. lim ———5——
3 2
2 1
3 qgm T P2 oo

bt 4222 —x4+1 5
3. lim -z

T—00 33 —x—1 3




Problema 307 Calcular los siguientes limites

1. lim (\/31:2 +1—/322 + x)
r—00

Va2 =5 -z +1
x—3

2. lim

r—> 3

Solucion:

1

Lt (V5T VD) =

o V2—5—-\x+1 5
2. lim = —
z—3 x—3 4

Problema 308 Calcular los siguientes limites:

, 322 +2zx —1
1. lm ———
r—o0  —x+1
2. lim :C

m—>oog;2_|_1
32+ 1
3. lfm 25T

T——00 _x2 + 3

) V2rt — 3x
4. lm |———

222 — 1

3 ve+1
5. lim
r—oo \ x+3
3
6. lim <m+2>
T——00 r—1
2
250 323
81 22+ 2z 2
mgloo 2 1
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3.2. LIMITES

9.

10.

11.

12.

13.

14.

2_
, 5z + o —1 vl
lm | ————+—
—00 223 4+ 2

23— 222 4+ 2 —4

Iim
T—> 2 22 -5 +6
. V3x+4—4
lim ————
z—4 x—4
o V2 —1—+3x-2
Iim
z—1 r—1

im (v 22 +2— 2z +5)

lim (\/x2+x— Va2 —2)
T—> 00

Solucion:

1.

10.

, vr+1

lim 0
T——00 x+3

, 23 42

Iim =
T—00 r—1

a3 — 222+ 2 —4
z—>2 2 -5 +6 -

235
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, V3r+4—-4 3

11. llm —m—— = —

rx—4 :p—4 8
19, lm VZPoloVEe—2 1
z—1 r—1 2

13. hm (Va2 4+2—+2x+5) =

14. hm \/x2+x—\/x2—2 ;

Problema 309 Calcular los siguientes limites:
?4z—1
1. lim —————
z—o0 13 — 322 4 1
9 lim ST 223
z—00  —x+ 2
323 — 2z — 1
m = -
r—00 273 + 2
V32 —2—1
2¢ — 3

2

5 322+ —1 T
A\ T

.’E—|—2 x+1
lim ( )

&

r—2
Solucion:

2
v +ax—1
b st !

. 3z -2 -3
2. lim —m = -
T—00 —x + 2




3.2. LIMITES

Problema 310 Calcular los siguientes limites:

3+ 1
1. lim
T—00 —x + 2
Vo +2
2. lim
3 —223 + 3x
o lim —————
z—o0 3x3 45
2 3
A4 lim Tt

z—00 \/bx? +x — 1

2 _ x2+2
5 lim (256”1)

T—00 32 -1
2
) $2 1 2x
6. lim 3
T—00 T
Solucion:
3
1
1. lim Tt = -0

r—oo —x +2

v+ 2

2. lim =0
a—>00 45

5 —223 + 3x 2
m ==
a—00 3x3 +5 3

2
4 lm 22 H3

2
v—oo 52tz —1 6

249
2 -1 =+
5. lim (2:” t —0

T—00 3z2 —1

222
p z? -1 -2
6. lim 3 =e
T——00 x

Problema 311 Calcular los siguientes limites:
4zt + 322 — 1
oo lim ————

z—00 3 +2

Vrz+rxr—1

Cammoo —g2 42

5% 4+ 222 —x+ 1

Cae——oo 3xd—x—1

237



238
4 _ 2 _
4 lim Y0 2295 L
T—00 —x4—1
2_
51 w2 —x—1 vl
g 242
2 1 r—2
6. lim (“ >
T—00 2x
Solucion:
L Azt 4322 -1
1. Iim —— 5 =
T——00 x° +2
o Vri4x—1
2. lim 2720
r—00 —g2 42
. b3 4+222—z+1 5
3. lim ==
Tr—00 3x3—$—1 3
5zt — 222 — 1
4. lm PS5
T——00 —x —1
5 22 —x —1 71_
T x
-2
6. lim (2x+1>x — e/
T—00 2x

Problema 312 Calcular los siguientes limites

1.

6.

lim (\/av2 —x— \/m2—3)
Tr—00

. rz—Var?+1+3
lim
T——00 r—1

62° — 322 — 4z + 1
im
—1 g3 + 222 —2x — 1

3 3 —2r —4
lim ———M—
—2 222 — 31 — 2

o V2r—1—Vz+1
lim

T—2 xr—2
V2 —5—yz+1
lim

z—3 r—3

Solucion:
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3.2. LIMITES 939

1
1. lim (\/JUQ—x—\/ac?—?,):_5

r—>00
. orx—Vz?+143

2. lim =0
T—00 r—1

623 — 322 —4x + 1 8

3. I _°2
o B 2 -2 —1 5
3 _ _
A Yy H 2o
t—22x2 — 3z — 2
. V2 —1—-Vxz+1 V3
5. lim _ V2
T—2 T —2 6
. Vaz—-5—-Vz+1 5
6. lim ==
r— 3 T —3 4

Problema 313 Resuelve los siguientes limites:

1. lim (Va2 -2z — V22 —2)
r—>00

3

2—r—1 w2
2. lim [|————
z—oo \ 222 +x

2x—1
3. lim <x+3>

z—oo \z — 1

a3 2224+ 3x—2
lim
a—1 223 + 222 — Tx + 3

V202 —2—Va2 7
5. lim
r—3 z—3

rsinx

im
z—0e% — 1

, sin
7. lim -
r— 7T rsine

Solucion:

L lim (Va? =22 - vVa? —a) =

2
342
2_ . _1\*"
2. lim (H —0

212 +

2x—1
3. lim ("’”r?’) _ 8

r—1



240
L 23 —22243zx—-2 2
4. lim =
1223 + 222 — Tz +3 3
V2222247 3
5. lim - =
z—3 x—3 4
6. lim T _
z—0e% — 1
7 lm S02 1

r— T rSinx 2

Problema 314 Calcular los siguientes limites

1. mlimoo(\/aﬂ +1—Va2+z+1)

2
-2 1
2. lim mgim—l—
rx—1 o — 1

V2 —5—x +1

3. cc1£>n3 x—3
3 —V2h 4+ 14+2—1
4. lim
T~ 00 —x+1
Solucion:

1
1. lim (\/x2—|—1—\/x2—|—x—|—1):—7
Tr—>00 2

2
-2 1
2. lim 5037:0—#:
z—1 x°—1

0

Va—5—yz+1 5

3. :cl—>1m3 r—3 Z
L 3 —V25+ 1421
4. lim =0
T~ 00 d—x+1

Problema 315 Calcular los siguientes limites

o 213 — 222 -8
1. hm R —
—2 x2—x—2

., V2 -5—-Vr +1
2. lim

r— 3 T —3

3. lim (\/x2—m—|—1—\/m2—|—1)
T—>00

3
— 2 1
4. lm %
z—o0 3x3 42 —1
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3.2. LIMITES

1 2x—1
5. lim <x+ )

T—00 T
9 x+1
i 2%+ 3\ 2
6. u’vh—r>n00< 32 )
Solucion:
. 223 —-222 -8 16
1. Ilm ———m—————— = —
—2 x2—x—2 3
. Vr2—-5—-yz+1 5
2. lim = -
z—3 Tz —3 4

1
3. lim (\/562—.’E—|—1—\/l‘2+1):—*
Tr—>00 2

39 1 1
4 g DAL L
z—o0 3x3 4+ —1 3

1 2x—1
5. lim <x+ > = ¢?

T—00 T

x+1

2 2
6. lim (25” +3> —0

T—00 32

Problema 316 Calcular los siguientes limites:

. 33422 -1
1. llm —————
g—00 213 + 2

. 2?4 x+1
2. hm —_—
z—o0 3 — 3 —1

4
z*+1
3. It _
r;moox?’—i—:c—l

2 _ x+1
T <M>
T—00 52

Solucion:

241



242

o 334220 —-1 3

1. lim = —
z—o0 23 + 2 2
2?4 ax+1

2 mhinwx3—3x—l_0

4
1
3. lim =

Problema 317 Calcular los siguientes limites:

xt — a3 +322 -3
1. IIm
=1 32— —1

2. hm (\/ﬁ—\r)

Va2 -3-1
3. flm ———
z—2 xr—2
4 3 =22 4 —2
. lim
—2 73 + 22 —Hhr — 2
V24 2-2
5 lim —m8——
s—o0 141
o 3—+Vz2-16
6. llm ——M—
z—5 r—5
Solucion:
ot =2t 4322 -3 7
1. Iim = -
s—1 23 +22—zx—1 4
2. hm (\/x—i- —\f)—()
. Va2t —-3-1
3. llm —— =2
r—2 ,CC—2

a3 =202 4 —2 5

.
e B 2 —5r—2 11
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3.2. LIMITES

2 _

5  lim LH:()
T—00 r+1
. 3—+Vax2-16 5

6. lm ——M—— = ——
r—5 r—>5 3

Problema 318 Calcular los siguientes limites:

Ly 223 + 2 — 1
Lo lim ——————
z—o0 33 + 2
L 3?4+ 220 +1
2. lim — 5
z—00 %+ 2
6
, x4+r-—-1
P T
) <2x2+x>3x21
4. lim 5
r—o0 \ x4 —1
:13‘2—1‘—1 2x—1
1 2
6. lim <x+ )
T —00 €T
Solucion:
o234 —-1 2
1. llm ——— = —
z—o0 33 42 3
2
2 1
2. lim 3”@—'5_7:64_:0
T—00 x° + 2
6
-1
3. lim i:oo

e )

3z2-1
2 2
4. lm (“T J””) -

v—o0 \ 22 — 1

+o0

2 _ 2x—1
5. lim (m) —0
T—>00 212

T—00 €

2x
6. lim (xH) — 2

Problema 319 Calcular los siguientes limites:

ot =222 42— 1
1. lim
a1 gt — 3 422 —2

243



244

2. lim (Vo—1-Va+1)

T

V222 +1-3
3. Ilm —M—
T—2 r—2
, a4+ 223 — a2 — 42
4. lim
z—-2 34222 —gx—2
2 2 2 —
5 lim V2re +x + x
T—00 z—1
L, 2Vr—1-2
6. llm ———
z—2 r— 2
Solucion:

ot -2 422 -1 1
1. lim . = -
a—1 g4 — 3422 —2 3

2. CE&)rloo(\/yc—1—\/:1:—1-1):0

V222 +1-3 4
3. lfim ——— =~ =~
r—s2 r—2 3
ot 23— - 42 5
4. lim = ——
—-2 34222 —x—2 3
22 2 —
5. lfm YL TTEETT 5 g
T—00 z—1
2/ —1—2
6. lim$7:1

x—2 r—2

Problema 320 Calcular los siguientes limites:

323 + 222 —z +8
1m
z—o0 2341 —1

1.

, 2?2 +1
2. lim
z—o00 23 4+ 22 —x 4+ 1

3 —3x% + 243
Ce—beo 2243

, 322 +2 -1 s
4. lim [————
2202 — 1

z+5
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3.2. LIMITES

) x—3
6. lim <$+8>

r—o0 \ 20 — 1
Solucion:
o 323 +222—x+8 3
1. lim = —
z—o0 234 —1 2
2
2. lim v+l -
e—00 23 + 22 —x +1
-3 4 9 3
3. lim 9T+ 2T = —00

z—o0 2 3

Problema 321 Calcular los siguientes limites:

, 202 —x +1
1. hm _—
o w42
—3 +1
2. 11m ——--
2= /7 + 5
2 + 1
3. lim )2
o\ 22+ 3
325 — 1
4. lim X2F

z—00 g2+ 2

L 33 —2224+3r—1+5
5. lim
z—00 223 + 5

6. xﬁnoo(\/x—i-f)—\/a:—l)

7. lim (\/mQ—x+2—\/3:2—|—2a:—1>

r—>00

3r—1
3z

8. Sabiendo que lim (
r—>00

Solucion:

nx
) = 5, calcular n.

245



246
2 _
L m 2z x—l—lz\@
T—00 x+2
=
9 lm —Ltl__
T——00 \/x 45
3 lim 2x+1:
w0\ 22 1 3
, 3x3 —1
4 xh_)moo P =0
. 323 —2224+\Bx—1+5 3
5. lim ==
T—500 223 + 5 2
6. lim (\/:z:+5—\/x—1)20
—0Q
3
7. lim (\/562—90+2—\/332+29:—1):—
T—>0Q0 2

— 1\ "=
8. lim (33; ) —5— n = —4,828.
3x

Problema 322 Calcular los siguientes limites

o 3z
1. lim (23“" 1>
500\ 2

50 1 322 — 5x — 2

. lim

a—o00 g3 — 322 + x + 2
o V3x—1—+V222

3. lim

z—1 r—1

T COST
m —
z—0x +sIinx

5. x@m(\/ﬁ—kl— \/x2+x—1)

6 1 V3xt+r—1
Solucion:
2 —1\3
1. lim ( :c > — ¢ 3/2
T—00 2x
2
— 51 —2
9 lim v T

e—00 13 — 322tz +2
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3.2. LIMITES 247

L VBr—1—+222 V2
3. lim = ——
z—1 x—1 4
1
4, lim €8T _ 2
x—0x +sinz 2
1
5. lim (\/.%'2—|—1—\/.%'2—|-l’—1):—*
T500 2
V3zt -1
6. lim YL FTZC 3
T—00 —o _|_2

Problema 323 Calcular los siguientes limites

—_

) mﬁnoo(\/%ﬁ—l—at—\/23624—1)

2. Calcular n que cumpla:

, x2—|—x+1 2nx
lim (“—"——] =5

V2 —9—/3x+1

3. :ch—r>n5 xr—25
ol 323 — 10z — 4
. lim
a——2x3 + 12 —Tx+2
Solucion:
2
1. lim (\/2372—1—3:—\/2372—1—1):\[
r—>0Q 4
2. )
2 1\ Inb
lim w 262n25:>n:n7
T—00 x2—|-1 2
V22 —9—3zx+1 7
3. lim I
r—5 r—5 8
N 323 — 10z — 4 26

Iim =
233+ 12 — Tz +2 9

Problema 324 Calcular los siguientes limites

1. lim (\/1:2—1—3:—}—1—\/302—1—330—2)

Xr—>00
2. Calcular n que cumpla:

, 22 +20+1\"
Iim | ——— =7
z—oo \ 2242 —1



248 CAPITULO 3. ANALISIS

. Va5 —VAxr +1
3. lim
z— 2 xr—2

ot =224 —12
4. lim
r—> 3 l‘3—5l‘—12

T _
5. lm 261
Do e 4 2

3 Tsinx
6. lm ——
z—01 —cosx

2

7 sin® x
o lim ———
z—0 222 +sinzx
1
8. lim -~ oSt
r—7m sin“x
Solucion:
1. lim (\/x2+x+1—\/x2+3x—2>:—1
T—>00
2. > ot -
T T
lim <2> =7=— n=InT7
r—oo \ ¢ +1x —1
2 — 4 1
3 g YOS VAEHT
z—> 2 xr—2
4 ¥ =222+ — 12 8
. lim -
z—3 13— 5 —12 11
zet — 1
5. lim =00
r— 00 eT 4 2
6. lim _asinz
z—01—cosx
-2
7. lm —2
t—02x2 4+ sinx
l14+cosz 1
8. lim ——— ==
ﬂcinﬂ sin? z 2

Problema 325 Calcular los siguientes limites

1. lim (¢3x2+x— 1— \/3302—1—23:—8)

r—00

2. Calcular n que cumpla:

) $2—$—1 3nx
lim | ——— =2
v—o0 \ w2 + 22 + 1



3.2. LIMITES

Va2 —3 — iz +2
m

3. :(:h—>5 r—5
) 322+ — 14
4. lim
e——2 13 + 12 — 62 + 2
e 4222 — 1
5. lim — e
r—o0  3e T +
2,._ T
6. lim > *~7€¢
z—0 sin(2z)
Solucion:
3
1. lim (¢3x2+x—1—¢3m2+2m_8):_f
Xr—>00 6
2. ,
. 22—z—1\" In?2
hm S — :2:> n—=——-—
v—o0 \ 2% + 22 + 1 9
L Va3 -iz+2 3V22
3. lim =
5 r—9 22
322+ —14
4. =0
IE2$3+56276:U+2
e 421 1
5 lim —s——— ==
z—o0  3e2T 4 g 3
2 T
— 1
6. lfm r-¢ =
z—0 sin(2z) 2

Problema 326 Calcular los siguientes limites

1.

o

lim (\/$2—x+1—\/332+5x—1>

r—>00

) (:c+5>x2
. lim
rz—o0 \x — 1

, <3m + 1>x+2
lim
3z

. x>+ 1—cosx
Im ——mMm——
r—0 rsimax

3x° + 223 — T2+ 2

st 3+ 322 -5 +1

Solucion:

249



250

Loim (Va2 a1 -a? 150 1) =

r—00

22+ 1—cosz

_3
rsinz 2

5 1im 32° + 223 — 7% + 2 Z

o 1322 —br+1 4

Problema 327 Calcular los siguientes limites

1. x@m(\/?)m?—l— V322 — 24 5)
2z — 1\ %1

( 2x )

1,‘-|-1 2x+1

=)

22 +2—2cosx
T COST

5 1 5x2 — 12z + 4
. 1m
—23x3 + 22— 10z — 8

2. lim

3. lim

r—00

4. lim

z—0

Solucion:

>|%

1. hm (\/3:1:2—1—\/3952—a:+5) —

20 — 1
2. lfm (w ) -0
T—>00 2x
1 2x+1
3. lm (2 ) — 8
r—oo \r — 3
4 lim 2+2—2cos:13:
x—0 T COST
2_12x+4 4
5. lm or —1Zetd 4

—23x3 +22—-10c -8 15

Problema 328 Calcular los siguientes limites

(Va2 =2 +1- V12 +2)

1. lim
T—>00

CAPITULO 3. ANALISIS

-3
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3 5 2nx
2. Calcular n sabiendo que lim < Tt ) =3
z—0o0 \3zr — 1
T _ .2
3. lfm 26—
z—o0  Je¥
n In(cos x)

-0 In(sinz + 1)

i brd —2x +1
5 lim ———— =
z— 00 222 — 2

Solucion:

1. lim (\/43:2—x+1— \/4m2+2> _ 1
r—00 4

2. Calcular n sabiendo que lim
Tr—>00

(3x+5>2m In3
3r—1

In(cos x)

[ St |
20 In(sing + 1)

) 5z —2x+1 b
5. hm _— = —
e——oco 272 —9 2

Problema 329 Calcular los siguientes limites

1. lim (\/5? — VB2t — 1)

r—>0Q0
T+2
2. lim (43; * 8)
z—o0 \3x — 1
X
-2
3 Te T

r-2b0 B2 + 1

2sinx + 1 —cosx

4. lim ;
z—0 xsinz + 3x)

3 8 3nx
5. Calcular n sabiendo que lim ( Tt > =2
z—o0 \3zr — 1

Solucion:
Lot (Va2 — Vet o 1) = _\1/05

o 4x+ 8 “‘27
oo \ 37 — 1 -
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3 i xe® — 2z
oM BT =

2sinz + 1 —cosx 2

4. i =-
2 xsinx + 3z) 3
3z + 8\ In?2
5. Calcular n sabiendo que hm (3x + 1) =2=n= %
x [R—

Problema 330 Calcular los siguientes limites:

, Sad — 222 —x — 7
1. lim
z—o0  2x3 4 5x —1

2 4+z—1
’ =00 23 — 3x2 —x +1

) R g |

3. I
2500 322 + 3
, 322 — 5 —6 suts
4. lim [ ———+-—
z—oo \ 2224+ 1 —1
z+4
. 202 — 6z +5) 2
5 lim | ——s——
T——00 T2 +3
r—3
6. lim (6”” i 7)
Solucion:
LK 53 —222 —x—T7 5
. l.m —_ -—
z—oo 223 4+ 5r—1 2
22+r—1
2. i =0
250 228 — 322 — 2 + 1
3 3zt — 23+ —1
. lim = —00
T——00 322 +3

2932+:c—1

I—’OO

3z+8
22— bx —
=00

44

N
sl (m —6m+5> T,
e

s—0 \ 722 + 3

6x+7> _ A3
6 —1

$—>OO
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Problema 331 Calcular los siguientes limites:

V222 -3x—1
1. Ilm ——
T—00 rz+2
T —z"+5
o lim ——
z—00 /22 + 5
5 1
3. T+

lim
z—o0 \| 8x + 3

3 _
4. lim %
r—00 2+ 2

5. lim (\/:r2—2x+2—\/x2+x—1>

Tr—>00

3.1. nx
6. Sabiendo que hm < ) = 3, calcular n.
3r —5
Solucién:
V22 — —1
Loqm V2L 5
z—00 T+ 2
9. L”

1m
2—=00 \/21 £ 5

5 S5x +1 \/7
- 8z + 3

5. lim (\/x2—2x+2—\/x2+x—1> :—3

Tr—0o0

nx 1
6. x@@( 5 > 3 =" ;3 — 0,6591673732.

3xr—5
Problema 332 Calcular los siguientes limites:

222 — 5r 42
1. hm —_—
—2 3 —3x — 2

ozt =Bt 43 +1
2. lim

z—> 1 3 —1
. V312 —4—\r 16
3. lim
z— 2 xr— 2

Solucion:

2

253
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2t =53+ 3+ 1 _
x—1 xg—]_ B

Wl oo

V312 —4 -z +6  11V2
2 r—2 -8

3. lim

r—

Problema 333 Calcular los siguientes limites

1. lim (\/31:2—1—36— 1 — /322 —5x+8)

r—00

V3zZ +1

2. lim
r—0o0 x4+ 2

2cosx — 2x — 2

3. lim

z—0 bsinz +x

3x — 8 3Inx
4. Calcular n sabiendo que lim ( ) =2
z—o0 \ 3z + 1

Solucion:

T

1. @m(¢3$2+x—1—¢3x2—5x+8)=ﬁ

NG
9. 1mM:\/§
z—0o0 g+ 2
2 —2x -2 1
3 lim Ccos T T _

z—0 Dsinx +x 3

3r —8 3nx In2
4. Calcular n sabiendo que w@w (3§ n 1) =2—=n= _;175
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3.3. Derivadas

Problema 334 Calcular las siguientes derivadas:

2 -1
1. y=1
Y n<x+2

2.y =" ol
222 + 1
3.y = x° +
r—1

4. y= (22 + 1)(z —1)

Solucion:

<m2—1> 5
1. y=1In =In(z*—1) — In(z +2)

x+2
, 2z 1 2P +dr+1
Y@ 1 r12 P22
2. y =" ol

y/ — (2:1: _ 1)61‘2—$—1

272 +1
3. y= 1
,_Aw(—1)— (222 +1)  22% 4w -1
(x—1)? (z — 1)

4. y= (22 +1)(z - 1)
v =2x(x—1)+ (22 +1) =322 -2z +1

Problema 335 Calcular las siguientes derivadas:

=2

l.y=————
y 2+z—1

2. y=Inz-cos(z? — 1)

B —r+1

Ly =1
3. y=1In o
4. y =log;(sinx)

5 __ _TCcosx

Ly=e

6. y= 5cos(m2—1)
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7. y = arcsin(z? — 1)

-1
8. y = arccos (a:)
z

. y = arctan(ln x)

Ne)

10. y = €® - sin(2® — 1)
Problema 336 Calcular las siguientes derivadas
1y =31 -sin(z + 1)
2. y = arcsin(e”)
.y = arccos(5* 1)

3
4. y= (22 -1)(2z + 1)
5. y=a3lnz

6

y= Y@ IP

1
7. y=—+—
Yooz
—1
8. y= *
x
9. y =logs o’ 1
10. y = !
S == R

Problema 337 Calcular las siguientes derivadas:

sinx
a) y = arctan(x ) b)y=e“(cosz—1) c)y=In (xQ + 1)

d)yy=em"1 o) y=+va2-1

Solucion:

9
a)y = -

14+ (22 -1)2
b) ¥ = e*(cosx — 1) — e*sinz

o) ,_cosx 2z
Y= sinz  22+1

d) y' = coszesinz=1
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Problema 338 Calcular la recta tangente y normal a la funcién

24+r—1

flw) = z+3

en el punto x = 2.

Solucion:

a=2, b=f(2) =1, y—b=m(x—a)

2
, e+ 6z +4 , 4
= — — 2 —
fo) =T F'e)=¢
La recta tangente es y — 1 = 5(:15 —2).
5
La recta normal es y — 1 = —Z(ac —2).

Problema 339 Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

Ly=(22—2z+ 1)
2. y=2lnz

242
3.y=1In (%)
4. y=e” T
5. y =351
6. y = logs(2? + 1)
7.y = (x2+1)1n(2a:)

_ xz2-3z—1
8. y= s

Solucidn:
Ly=@?—z+1)0 =4 =102z — 1)(z2 —z +1)°
2. y=a3lnz =y =22°Inz + 22
3. yzln(%) =y =35 -
4.y ="t — o = oget1
5. y=3""1= ¢y =5.3""1In3

6. y:log5(a?2—|-1) :>y/: (132-&-2%

7. y= (.562 + 1)ln(2w) — yl — (332 + 1)ln(2x) (ln(:t;—i-l) + 2xx12n-i(_21x))

257
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_ z2-3z—1 /) x244z—5
8. y= z+2 Y = (z+2)2

Problema 340 Calcular las rectas tangente y normal a la funcién f(z) =

2

— 1
rortl en el punto de abcisa x = 0.
z+1

Solucidn:

=0, f(a)=f(0)=1

z2 422 —2
(z+1)?

Recta Tangente: y — 1 = —2(x — 0) ==22+y—1=0

7@) = — = f(0) = 2
Recta Normal: y —1=2(z —0) = 2 —2y+2=0

Problema 341 Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

Ly=(2*-322+2 - 1"

6. y = logg(z® + 3z — 1)

7.y = (x3 +or— 1)ln(2x+1)

_ x?—3z—1
8. y= z+2

Solucién:
Ly=@*-322+z- 1" =y = 14(42% - 62+ 1)(2* = 322 + 2z — 1)!3

2 2 2
2. y=a%"""1 =y = bater 1 4 228771

_ 342 _ 62?2 2
3. Y= In (;z—l) = y, - m3ﬁ—2 T 2r—1
4. y=e Tl = o/ = (423 + 1)69”4“”*1
5. y=5"1""1 =y = (32% + 1)5""** 1 In5

2
6. yzlogg(w3+3x—1):>y/:%

2. 2
7.y = ($3+$_1)ln(2x+1) — oy = (x3+x_1)ln(2w+1) (21n(§$j:iv D4 G ﬂx—?}iglgxﬂ))
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_ xz2-3z—1 ) x?44x—5
8. y= z+2 Y = (z+2)2

Problema 342 Calcular las rectas tangente y normal a la funcién f(z) =
272 + 3
2z -1

en el punto de abcisa x = 1.

Solucién:
a=1, f(a)=f(1)=5

2(22% — 2z — 3)
(2z —1)2

f'() = — m=f(1)=—6

Recta Tangente: y —5 = —6(x — 1) == 62 +y— 11 =10

Recta Normal: y — 5 = %(x—l) —x—6y+29=0

Problema 343 Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
Ly=(z?2—2)%x+1)>

_3:52—00—1
N T+ 2

3.y = (3x —1)%+!

2.y

2z +1
1y=1 x+3
5. y=eVr2
6 y—xﬁ
Solucién:

Ly=@?-2)%r+1)>=

y =102 — 2)°(2z — 1)(x +1)° + 5(z* + )%z + 1)*

g yo T ze=1l_ 3+l

YT T y= (x +2)2
3. y = (31_ _ 1)21‘+1 _— y/ — (3(]; — 1)2$+1 |:2 111(31' — ]-) + 3(32;37_:11)}
A 1\/@:/ 1 23:—1—1[ 2 1}
.y=1In =5 M B

y 13 ¥y=5 t+3 [26+1 x+3
5.y = eVl sy = Vo2

2V — 2
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Inz x
6. y=avV®r =y =aV® | — + ¥=
y=x Yy =x l NG + . ]
Problema 344 Calcular las rectas tangente y normal a la funcién f(z) =
3z —1
T +2

en el punto de abcisa z = 1.

Solucion:

Recta Tangente: y — 2 = Z(z — 1)
Recta Normal: y — 2 = —2(z — 1)

Problema 345 Calcular las siguientes derivadas:
1. y = arctan(z? — 1)
2. y= (22 -1)%
3. y=In(x?+1)
20 — 2

6. y =sin(2z — 1)
7. y = tan(z? + 2)
Solucién:

- 2x
14 (22— 1)2

1. y = arctan(z? — 1) = ¢/

2. y= (22 -1 = oy = (22 — 1) 1[2(2® — 1) In(2® — 1) + 427

2x
3.y=In2*+1) = ¢ = ——
y=In(z"+1) V=
2 — 2 . —22% +4x
e X

5.y =e" "l = o = 2pe”" 1

6. y =sin(2zx — 1) = y' = 2cos(2z — 1)
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2z

7. y = tan(a® + 2) y o2 (22 1+ 2)

Problema 346 Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

Ly=@?—z+1)"

2. y=zlhz

3.y=1In (;2—1‘?)

4. y=e -1
5. y=5""1
6. y = logg(x? + 1)
7.y = (2% - 1)111(‘”)
_ 2425
8. y=*145
Solucion:

Ly=@—-z+ )=y =1120 - 1)(2®> —x +1)1°

2. y=azlnrx =y =lnx+1

_ 24z / _ 2x+1 2x
3. y=1In (172—1 Y = z24x  z2—1

4. y=e"""l = ¢ = 2pe 1
5. y=5%"1=¢/ =5.57%"1n5

6. y:10g3($2+1) :>y/: @2—&-2%

7.y = (x2 _ 1)1n(z) —y = (xz _ 1)ln(x) (ln(x;—l) 4 22 In(x)

z2—1

_ z?+4z-5 /I z2—6x+2
8. y= 3 Y= (x—3)2

261

Problema 347 Calcular las rectas tangente y normal a la funcién f(z) =

2 -1

T+ 2

en el punto de abcisa xz = 0.

Solucion:
a=0, f(a)=f(0)=1
2?2 +4x+1

/ = — :/0 :14

fa) =" e = m =0 =1
1

RectaTangente:y—lzzx:>m—4y+4:0

Recta Normal: y — 1= -4 —= 4o +y—1=0
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Problema 348 Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
1y=(z3 -2z + 1!
2. y=a’lnzx

3.y=1In (izf})

8. y= L -22t5
Solucién:
Ly=(@—20+ )" =4 =11(3z — 2)(23 — 22+ 1)*°

2. y=a’lnz =19y =2rxhnz+z

_ 241 /I 2z 2x
3.y=In (1271> =Y = 2241~ 22-1

4. y=eX 1 — o = 4ge2 !
5. y=3%"1—= ¢/ =4.3%"1]n3

6. y =logg(a® —1) =y = (272_2%

7. y = (23;2 + 1)1n(r) — yl _ (21.2 + 1)ln(a3) (111(222-1-1) + 423;12n4(-m1))

2 —6x+1

2_
8. y= “ x3§+5 = y/ = (z—3)2

Problema 349 Calcular las rectas tangente y normal a la funcién f(z) =

2+ 1

z+1

en el punto de abcisa x = 0.

Solucion:
a=0, f(a)=f(0)=1

, _w2—|—2x—1
PO =5

Recta Tangente: y — 1= -2 = 2x4+y—1=0

= m=f(0)=-1

Recta Normal: y —1=2-0=z—y+1=0
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Problema 350 Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1. f(x)=In <3x2—2$>

z+1
2 —1
2. f(x) =csc 12
Solucién:
L , 6z — 2 1
f(x):3a:2—2a;_:c+l
2.
f’(x):—x2+4$+1co r? -1 2?2 -1

(x+2)2 e+2 2
Problema 351 Calcular la derivada de las siguientes funciones
1.y=(22+1)8

2. y=sin(z? — 1) (2% +2)

e
3. y=——7
L
241
4. y=1In Tt
42
5.y:ex2+$_1

6. y = tan(z? + 2z — 8)

Solucién:
Ly=@?+1)%= ¢ =16x(22 +1)7
2. y=sin(z? - 1) (22 +2) =

y = 2zxcos(xz? —1)- (2% +2) +sin(z? — 1) - (2z)

e’ e (2% — 1) — 2ze”
3. == — /:
L Y (22 —1)2
4 | 22 +1 , 2x 1
.y=1In —_ = _
Y T+2 VTR 142

5. y = 61’2+x—1 — y/ _ (21, + 1)em2+x—1
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20 +1
cos?(x? + x — 8)

6. y:tan(:c2+x—8):> y =

Problema 352 Calcular las rectas tangente y normal de las siguientes fun-
ciones

1. f(x):x+i)enx:2
T —
1
2. f(x):3;:2 enz =0
2
3. f(x):2x_1enx:2

4. f(z)=(2?*-1)*enz =2
Solucién:

L @)= — = f2)= -4y f(2) =5

@—1)
Recta Tangente: y — 5 = —4(x — 2)

1
Recta Normal: y — 5 = Z(m -2)

5 5 1
2. fl(z) = ——— ") == 0) ==
Fl0) = g = F0) =25 70) = 5
Recta Tangente: y — = = -
ecta Tangente: y — o = -
Recta N 1: L
ecta Normal: y — 5 = —¢2
272 — 2z 4 4
@) = = Q) ==y f(2) ==
4 4
Recta Tangente: y — 3= §(x —2)
4
RectaNormal:y—gz—%(x—%

4. f'(z) =8x(2® —1)3 = f'(2) =432y f(2) =81

Recta Tangente: y — 81 = 432(z — 2)

1
ta N lLy—8l=——(x—2
Recta Normal: y — 8 139 (z )

Problema 353 Calcular la derivada de las siguientes funciones

1. y = (cosx)*
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9 y=In (W“>
sin
3. y = arctan(z® — 5)

Solucion:

1. y = (cosz)” = ¢ = (cosx)” (ln(cos x) — acsmx)
cos

1
2. y= (m—) = ln(cos:r + 1) — ln(sinw) -
sinx

, —sinx cosx

cosx + 1 sinx

32

_ 3 _
3. Yy = arctan(ﬂs — 5) =4 y/ = m

Problema 354 Calcular las rectas tangente y normal de las siguientes fun-
ciones

T

1. f(x):$+2en:c20
Inz
f(x) S5
Solucién:
ez +2)—e” 1 1
1. fg)= ——— _— "0) == ==
fla) = S = PO =1y F0)= 5
1 1
Recta Tangente: y — 3= Zm
1
Recta Normal: y — 5= —4x
r+5—zlhz 1
2./ = ,1 = — 1:0
fa) =" e = P =gy )

Recta Tangente: y = é(a: -1)
Recta Normal: y = —6(z — 1)
Problema 355 Resuelve las siguientes derivadas:
1. f(z) = (42> — 110
2. f(x) = esin®

3. f(z) = (sinx)®s®
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Solucién:
1. f'(x) = 10(42% — 1)(8x)

2. f(x) = coswesin®

3. f(z) = (sinx)®s® (— sinz In(sinx) + cos” :c)

sin x

Problema 356 Calcular la derivada de las siguientes funciones

—_

cy = (23— 222 +1)8
2. y = 6332732+1

3y=e¥. (22 +x-1)

sin(a:Q)
5. y=In <sinx>
x
Solucion:

1Ly=(23—222+1)8 = ¢/ =8(z® — 222 +1)"(322% — 4z)
2. y = 6272—3x+1 — y/ — (237 _ 3)em2—3a¢+1

y=e?. (224+r—-1)= y =2 . (2> 4+ —1)+e** (22 +1)

sin(x?) , 2z cos(x?)e?® — 2e% sin(x?)
4. Y= e2r - (622:)2
5 y=In <sin:1:) = C?S% 1
x sinx  x

Problema 357 Calcular las rectas tangente y normal de la siguiente fun-
cién

242
f(z) = 22— 1
en r =2
Solucidn: 6 4
/ —bx /
- 2) = —— 2) =2
f@) = o = S0 =3y )
4
Recta Tangente: y — 2 = —=(z — 2)

3
3
Recta Normal: y — 2 = Z(a: -2)
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Problema 358 Calcular la derivada de las siguientes funciones
1. y= (322 -2 +1)8

2. y=sin(2x — 1) - In(2z — 1)

3. y = 6005290
COS T
4. y=In|{ ———
4 n($2+1>
sin(z? + 1)
5. y = T

6. y = tan(z? + 1)

7. y = 7acsinac

2?2 —1
8. y:10g5<x+8>

9. y= (22 +2)**!

Solucién:
1.y =8(3z% —x+1)"(6x — 1)

2

2.y =2 2¢ —1) - In(2z — 1 in(2z —1) -
Y cos(2x — 1) - In(2z — 1) + sin(2z )Zm—l

cos 2z

3. ¢y = —2sin2xe

—sinx 2x

4.y = -
y Cos X cosz? +1

,  2xcos(z?41)-e* —sin(a?+1)-e”
5. Yy = o

(&

2z

6.y = — 2
4 cos?(z2 +1)
7.y = (sinz + xcosz)7*5 "% In 7

2z B 1
22—1)In5 (z+8)Inb

8.y =
(

2¢(x+1)
— 2 +1 2

267

Problema 359 Calcular las rectas tangente y normal de la siguientes fun-

ciones en r = 2:

1. f(z) =1
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2. fla)=a?—az+1

2 +1

Solucion:

1 flz) = e = f(2) = €3, (2,e3) y fl(z) = 2ze® !} = m =
f'(2) = 4¢

Recta Tangente: y — €3 = 4e3(x — 2)

1
Recta Normal: y — €3 = —4—63(53 —2)

2. fx)=2>-2+1= f(2)=3, 2,3)y fllx) =20 —-1= m =
f2)=3
Recta Tangente: y — 3 = 3(z — 2)

1
Recta Normal: y — 3 = _§($ —2)

2 J—
@) = S = 1) = 5 (25) vy P = i — =

9
8
Recta Tangente: y — 3= —§(x -2)
5 9
Recta Normal: y — 3= g(x -2)

Problema 360 Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

1 _:U2+8
YT
2. y=e"T5 . sinz

3. y=In <s1n2$>
x

4.y = (x4 5)°s*

5.y = (Inz)>
6' y — 2COSZ‘
7. y= et 1

8. y = logs (22 + 2)



3.3. DERIVADAS 269

Solucion:

1 _x2—2x—8
T Ty

2 . 2
2.y =2xe” TP .sinx + ¥ 15 . cosw

COS T 2
3.y = — - =
sinx =z

4. y = (2% + 5)o0s® (— sinzIn(z? +5) + cos:nxgig’)

1
5.y =5(nz)t=

y =5(Inz)*~
6. ¥y = —sinx2°°%%n 2

7.y = 2ze” !

2x
Y . —
Y (22 +2)In5

Problema 361 Calcular las rectas tangente y normal de las siguientes fun-
ciones

2
1. f(z) = $2i5 enx =1
2. flx)=e"tenz=—1
Solucién:
—2° + 10 2 1
L fllz)=—"—5 = f(1)== )=
F@) = gy = =5y 1) =3
1 2
Recta Tangente: y — 3= §(x -1)

1
Recta Normal: y — 3= —g(m -1)

2. fl(a) =t = f(-1)

I
—_
<
~
T
—_
~—
I
[y

Recta Tangente: y —1=oz+1= z—-y+2=0
Recta Normal: y—1=—-2—-1= 24+y=0

Problema 362 Calcular la derivada de las siguientes funciones
1. y=e®csc(x? + 1)

2. y = ($2+1)sinm
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sin x
n
r+1

3.y=1

4. y=e*tcosx

5. y = sin'0(2? 4+ 1)
2
T
6. y=—"—
arctanx

Solucion:
1. 3y =e%csc(z? + 1) — e* cot x cscx

2.y = (22 +1)"%(In(z% + 1) cosz + m%’—il sin x)

Ccos T 1

3.y = -

sinz z+1

4. y =e"tlcosx — e*Tlsing

5.y = 20xsin® (22 + 1) cos(z? + 1)
2z arctanx — 11%

(arctan x)?

6. y =

Problema 363 Calcular las rectas tangente y normal de las siguientes fun-
ciones
xT
1
1. f(a:):6 + enzx =1
x

2. f(z) =a22sinzenz = g
Solucién:

L f)=e+1, f'(x) =

ze® —e® —1 ,
Recta tangente: y —e — 1= —(x — 1)

Recta normal: y —e — 1 = (z — 1)

2
Y= (Z) ., #'(z) = 2z si 2 (I 2o (Z) =
2. f(2> <2> , fl(z) =2xsinx + z°cosx = f <2> 2(2) 7T
7\ 2 7r
Recta tangente: y — <2> =7 <m - 2>

2
1
Recta normal: y — (W> = —— <£L’ — W)
2 m 2
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Problema 364 Calcular la derivada de las siguientes funciones

1.y = (102 4+ 1)*2
2. y =3l

3. y=e"sinx

4 _x2+$—1

Y= x2 +2
2+ 8

Ly=1

5. Y n<$2_3

6.3/:7“’2Jr1

7.y = (22 +2)"!
Solucién:
Loy= (1023 +1)12 = o' = 12(1023 + 1)'1(302?)
2. y = e3°+l y = Gredr +1
3. y=¢€*sinex = ¢y = e*sinx + % cosx

2?4 —1 2z + 1) (22 +2) + (22 + 2 — 1)(27)

4. y =
y 2+ 2 — (% +2)?
2+ 8 2 2 2z 2
5.y:1n<x2—3 = In(z + 8) — In(x _3):>y/::z2+8_a:2—
6. Y= 7272+1 — y/ = 23}72:24_1 ].n7
7. 4= (SE2 + 2)50_1 — y/ — (:E2 + Q)x—l (ln(x2 + 2) + 2x(:U—1))
. 2 + 2

Problema 365 Calcular las rectas tangente y normal de las siguientes fun-

ciones en el punto de abcisa x =1

3T

L @)=

2. flz) = e !

Solucion:
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_ 9,2
L) =1 f0) = g = m=f10) = 5

1
Recta tangente: y — 1 = g(x -1)

Recta normal: y — 1 = —3(z — 1)

2. f(1) = €2, f'(z) = 2zt = f/(1) = 2¢2
Recta tangente: y — e = 2e(z — 1)

2= —i(:n—l)

Recta normal: y — e
y 2e2

Problema 366 Calcular la derivada de las siguientes funciones
Ly=(z?2+2-1)"
2. y=(sinz)lnzx

3. y=2zxtanz

2
T2+ 5
4. y=1

5. y = arctan(z? + 2)

6. y=T77+5

7. y=e*cos2x

sinx
8 y=——
y 241
9. y = (IE2 _ 1)sinx
Solucion:

Ly=@?+2-1)?= ¢y =122 +z-1)"22+1)

sin x

2. y=(sinz)lnz = ¢ =coszlnz +

3. y=2zxtanr = ¢/ = 2tanx +

cos? x

4 | 2 +5 , 2 2z
Y 2 -2 Y 245 x2-2
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2x

_ 2 _
5. Yy = arctan(aj =+ 2) — y/ = m

6. y=T"1 = y =27+ In7

7. y=¢e%cos2r = y = e*cosx — 2e*sinx

8 1y sin x o cosw(z? +1) — 2zsinx
YT v= (22 +1)2
. . 2 31
9. y= ($2 _ 1>smz _— y/ — (1.2 _ 1)sm:p <COS$1I1($2 . 1) + ZSIH{C)
x J—

Problema 367 Calcular las rectas tangente y normal de la siguiente fun-
cion en el punto de abcisa z = 1

2
f@) = o
Solucion:
/ 4x !

Recta tangente: y — 1=z —1=—= y==x
Recta normal: y —1=—(x — 1) = y=—x+2

Problema 368 Calcular la derivada de las siguientes funciones
Loy=(922+1)"
2. y=2rarctanz

245
sin x

4.y = (3z — 1)°s®

3. y=

Solucion:

Ly=(922+1) = ¢/ = 7(92% + 1)%(18x)

2. y =2z arctanx = y' = 2arctanx + 2z

14 a2
22 +5 ,  2xsinx — (22 +5)cosx
3.y=—— " =y = =5
sinz sin® x
4 sin x , cosz(z?+ 1) —2xsinx
.Y =

= — =
22 +1 Y (24 1)2
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5. y= 3z —1)°% = ¢/ = (3x — 1)°87 <— sinzln(3z — 1) + 3COS$>

3z —1

Problema 369 Calcular las rectas tangente y normal de la siguiente fun-
cién en el punto de abcisa z =1

Solucion:
F) =1, fl(z) =22¢"" = m=f(1) =2
Recta tangente: y — 1 =2(z — 1)

1
Recta normal: y — 1 = —5(1‘ -1)
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3.4. Continuidad y derivabilidad

Problema 370 Dada la funcién

3 2

a; —br+1 si <2
flz) =

ax® + bx? si xz>2

Calcular los parametros a y b, de manera que la funcién f(z) sea continua
y derivable en x = 2.

Solucion:

= Para que la funcién sea continua en x = 2:

2
—br+1=6a—2b+1

lim f(z) = lim

r—27 T—

lim f(z) = lm_ax® + ba® = 8a + 4b
T—>2

r—21

6a—2b+1=8a+4b=—=2a+6b—1=0

= Para que sea derivable:

f’(a:)— 3ax —b si x <2
) 3ax?2+4+2bx si oz >2

Para que sea derivable se tiene que cumplir que f/(27) = f/(27):

6a—b=12a +4b— 6a+5b=0

= Resolvemos el sistema:

2 +6b —1=0 C 2
6a+50 =0 5

Problema 371 Sea la funcion

) = 2kz? +22 -1 si z<1
o 22—kr—1 s z>1

1. Calcular k para que f(z) sea continua R.

2. Comprobar si la funcién es derivable para ese valor de k que hemos
calculado anteriormente.
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Solucién:
1. Para que f(x) sea continua en z < 1:

lm f(z) = h’ml(2kx2 +22—1)=2k+1

r—1—
lim f(z) = lim (2® — k*z — 1) = —k?
r—17F rz—1

dk+1l=—-k =Kk +2%k+1=0=—=k=1

2. La funcion seria

2

f) = 20 +2x—1 si z<1
r—x—1 si x>1

Para que la funcién sea derivable debe ser f/(17) = f/(1):

fa7)=3 : _
{ POt =1 = no es derivable en x =1
Problema 372 Dada la funcién

Fz) = 2022 —br—1 si z<1
) axd—3z+b si x>1

Calcular a y b de manera que f(z) cumpla las condiciones del teorema del
valor medio.

Solucién:
» Para que f(x) sea continua:

lim f(z) = lim (2a2® —br —1)=a—3+b

r—1~ r—1

h’nri+ flz) = h'ml(ax?’ —3z+b)=2a—-b—-1

Luego —a+2b—-2=0

» Para que f(x) sea derivable:

iy ) 4ax—Db si x<1
f<m)_{3aa:2—3 siox>1

ff07)y=4a—b, ff(1T)=3a-3=0a—-b+3=0
Como f(x) tiene que ser continua y derivable:

—a+20—2=0 . a=—4
a—b+3=0 b

-1
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Problema 373 Dada la funcién

Flz) = 22 —axr+b si r<1
T ) ax?—br+1 si z>1

Calcular a y b de manera que f(x) cumpla las condiciones del teorema del
valor medio.
Solucién:

» Para que f(x) sea continua:

lim f(z) = h’ml(21:2 —ar+b)=2—a+b

r—1— T—
lm f(z) = lim (az® —bz+1)=a—b+1
r—1+t r—1

Luego 2a —2b—1=0

» Para que f(x) sea derivable:

dr —a si x<1
/ _
f(x)_{a:cb siox>1

ffA)y=4—a, ff(1T)=2a—b=3a—-b—-4=0

Como f(z) tiene que ser continua y derivable:

v

20 —2b—1=0 . 4
3a—b—4=0 5
4

Problema 374 Calcular a y b para que la funcién siguiente sea continua y
derivable.

Fz) = ard —2bx+2 si <1
) b2 —3z—a si x>1

Solucion:

Por continuidad:

im =a—2b+2, lim =-a+b—3

rx—1— r—1
a—2b+2=—-a+b—-3=—=2a—-3b+5=0
Por derivabilidad:

f,(m):{ 3az2 —2b si z <1 :{ f’(l‘)zS(z:Q

200 —3 si x>1
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30 —2=20—-3=3a—-40+3=0

2a —3b+5=0 N a=9
3a—4b+3=0 b=11

Problema 375 Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcién

siguiente

Fz) = e? — 312 si <0

T ] 222 +In(14+2)+1 si >0
Solucién:
Continuidad:
lm = lim = f(0) =1 = continua enx =0
z—0~  z—0t

Derivabilidad:

oy ) ef—6x si <0 f(07)y=1 )
f(ﬂf)—{ 4:c+1+% si z>0 :>{ 0ty =1 = derivable

Problema 376 Estudiar la continuidad de las funciones siguientes:
1.

622 + % —e® si x<0
f(z) { 222 + x si x>0

2.
fz) = 522 +sin2z si x <0
) 224cos2z si x>0
Solucién:
1.
lim f(z) = lm f(z) =0+# f(0) no definida = discontinua evitablex = 0
r—0~ r—0
2.

lim f(x)=04# Hm+ f(z) =1 = discontinua inevitablez =0
z—0

r—0~

Problema 377 Dada la funcién real de variable real

3r—1 s1 z<1
flz)=2% 4zx—-2

si x>1
T
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estudiar su continuidad y derivabilidad en el punto de abcisa x = 1.

Solucion:

4o — 2
lim f(z) = lim °

z— 11 r— 1

=2

lim f(z) = lim 3z —1)=2 = [ continua en z =1

z— 1~ r—1
f(1)y=2
3 si o xz<1 11—
/ . ffa7)=3 . B
f(x)—{QQ siz>1 :{f'(1+)=2 = f no derivable en z =1
T

Problema 378 Dada la funcidon real de variable real
f(z) =3z — 2|
estudiar su continuidad y derivabilidad en R.

Solucion:

fz) = —3r+2 si 3z—-2<0 — f(2) = —3rz+2 si x<2/3
o 3r—2 si 3xr—2>0 o 3r—2 si x>2/3

i = I —2) =
2
mJi@Ir}3)7 f(z) = xiﬂ;/g(—?ﬂn +2)=0 ;= f continua en x = 3
f(2/3)=0

Como las dos ramas son polinomios de grado uno, concluimos con que la
funcién es continua en R.

y -3 si x<2/3
f(x)_{ 3 s o2>2/3

= f no derivable en =z = g
+ 3
! 2 o 3
HONE

2
Por tanto, la funcién es derivable en R — {3}
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Problema 379 Calcular a y b para que la funcién

flz) = a2 —br+1 si x<1
o 224+ar+b si z>1

sea continua y derivable.
Solucién:

Para que sea continua:

lim f(z) = liml(ac2+a:n—|—b) =a+b+1

r— 11

lm f(z) = lim (3az® —bzx+1)=3a—b+1

r— 1~ r—>1

a+b+1=3a—-b+1=— a—-b=0

Para que sea derivable:
ioon ) Bax—b si z<1 f/(17)=6a—0b
f(x)—{ wta si z>1 ffaty=2+a -
6a—b=2+a= ba—b=2

Luego:

Problema 380 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:
202+ x4+ 1 si <0
f(z) = (x—1)2 s 0<z<1
72 + 3z si z>1
en los puntos x =0y x = 1.
Solucién:

En z = 0 hay una discontinuidad evitable(agujero), y en x = 1 es dis-
continua no evitable(salto).
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Problema 381 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:
—x+2 si T <2
flz)y=4 (x—2)% si 2<x<3
20 —5 s >3
en los puntos z =2 y x = 3.
Solucién:

En x = 2 hay una discontinuidad evitable(agujero), y en = 3 es continua.

Problema 382 Dada la funcién real de variable real

3c—6 si x<?2
= 4—2
f(z) x si x>2

xT

estudiar su continuidad y derivabilidad en el punto de abcisa x = 2.
Solucién:

=0

4-2
lim f(z) = lim i

r—s 2+ r— 2

lim f(z) = $@2(3$ —6)=0 (= f continua en x = 2

r— 27

f2)=0

3 si o x<2 F(27) =3
f'(x) = ;;1 S oz>2 = { F(25) = -1 = f no derivable en x =2
X

Problema 383 Dada la funcién real de variable real
f(z) =22 — 3|
estudiar su continuidad y derivabilidad en R.

Solucion:

fz) = —2x+3 si 20-3<0 s f@) = —2r+3 si x<3/2
o 20 —3 si 2z—3>0 o 2 —3 si x>3/2
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I = I 22 -3) =0
oy T = 10,0 =9)
:c—1>1/(3m/2)* flx) = IE}H%/Q(fo +3)=0 ;= f continua en z = g
f3/2)=0

Como las dos ramas son polinomios de grado uno, concluimos con que la
funcién es continua en R.

f,(x):{ —2 si x<3/2

2 siox>3/2

= f no derivable en x = §
+
(@)=
., . 3
Por tanto, la funcién es derivable en R — {2}

Problema 384 Calcular a y b para que la funcién

ar? — bx

fla) = v-2
202 4+3bxr—a si x>1

si z<1

sea continua y derivable.
Solucioén:

Para que sea continua:

lim f(z) = xhln1(2m2 +3bxr —a) = —a+3b+ 2

z— 171
2 b —
ar” — bx
1, = 1, —_— = — b
;U—1>H117 f(x) ;UE}I xTr — 2 a +
—a+3b+2=—-a+b= b=-1
Para que sea derivable:
ar® —daxr +2b . <1
oy @-22 07 F/(17) = —3a + 2b
fle) = 7\ £t =4+3b

4x 4 3b si z>1



3.4. CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD 283
—3a+2b=4+3b= 3a+b=—-4
Luego:
{ b 1 . a=-—1
3a+b=-4 b 1
Problema 385 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:
(x+1)2 si x<-1
1
flx) = x—2|— si —1<x<2
>4+ r+2 si x> 2
en los puntos x = —1y x = 2.
Solucién:
En z = —1 hay continuidad, y en x = 2 es discontinua no evitable(salto).

Problema 386 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:
20 —3 si r <1
flx) = 2r si 1l<ax<2
3r —2 si T >2
en los puntos x =1y x = 2.

Solucion:

En x = 1 hay una discontinuidad no evitable(salto), y en z = 2 es con-

tinua.

Problema 387 Dada la funcién

az?—bz+a .

at —etd si x< -1

f(x) = 2 * . -
br*—ar—1 si x> —1

calcular a y b de manera sea continua y derivable.

Solucion:
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Para que sea continua:

2
b
lim  flz)= 1m RO 50y

r— =1~ z— —1 x

Im f(z)= lim (b2’ —ax—1)=a+b—1

z— —17F r— —1
—2a—b=a+b—-—1= 3a+2b=1

Para que sea derivable:
2
1N Wt st r <1 fl(=17) =
f(x)—{ 20r —a si x> —1 :>{ fi(=17)=—-2b—a =

0=-2b—a=> a+2b=0

3a+20=1 . 2

b=—-
4

Problema 388 Estudiar la continuidad y la derivabilidad de las siguientes

funciones:

L. f(x) = |z — 5]
2.
2242 —1 si <0
fhﬂ_{ —(2z4+1) si x>0
Solucién:
1.

—x+5 si x—5<0 —x+5 si x<5H
f(x)—{ r—5 si z4+5>0 :>f($)_{ '

i, $0) = Jin (e 5] =0
limg_ f(z) = h’m5(x —-5)=0 = f continua en x =5
f(6)=0

Como las dos ramas son polinomios de grado uno, concluimos con que
la funcién es continua en R.

-1 si <5

f@):{ 1 si z>5
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7)) =-1

= f no derivable en z =5
F(G)) =1
Por tanto, la funcién es derivable en R — {5}.
o) = 202 +x—1 si <0
] —@2z+1) si >0

lm f(z) = h’mo(2x2 +z—1)=-1

z— 01

lir%_ f(z) = h’mo(—(2x +1)=-1 = f continua en x =0
f(0) = -1

Como las dos ramas son polinomios, concluimos con que la funcién es
continua en R.

, _J4r+1 st x<0
f(f‘;)_{ 2 s x>0

f(07) =1
= f no derivable en x =0
fr07) = -2

Por tanto, la funcién es derivable en R — {0}.

Problema 389 Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

1.
7@” si <1
f(z) = 3z si 1<a<?2
2+ 2 si x> 2
enlos puntosx =1y x =2
2. ,
x;2 si z<1
fl@)=< 22+2 si 1<x<5
2z si r>5
en los puntosx =1y x =5
Solucién:

1. En x = 1 hay una discontinuidad evitable, un agujero. En x = 2 la
funcion es continua.
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2. En x = 2 la funcién es continua. En = 5 hay una discontinuidad no
evitable, un salto.

Problema 390 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

20241 si x<0
(Bz—1)2 si 0<z<1
3r+1 si 1<ax<?2
203 -1 si 2<z

fz) =

enlospuntosx =0,z =1y x = 2.
Solucién:

En 2z = 0 es discontinua evitable(agujero), en z = 1 hay continuidad, y
en z = 2 es discontinua no evitable(salto).

Problema 391 Calcular el valor de k para que la funciéon

fa) = 3kad —kz+1  si x<2
VT k+ D)2 —220+k sioz>2

sea continua.

Solucion:

lim  f(z) = lim ((k+ Da? — 22 + k) = 5k

z— 21

lim  f(z) = lim_ (3kz® — kx +1) = 22k + 1

rT— 27 r— 2
5k=22k+1= k=—1/17
Problema 392 Dada la funcién real de variable real

f()— 32— 22+ -1 si z<1
= 522 —6r+2 sioz>1

estudiar su continuidad y derivabilidad en el punto de abcisa x = 1.

Solucién:
, T 2 _
xl_l{nﬁ f(z) = xh_n)ll(Bx 6r+2)=1

lim f(z) = lim (323 —22° +2—1)=1 » = f continua en z = 1

r— 17 r—1

f) =1
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= f no derivable en z =1

reon 10z — 6 siox<1 ff(17) =4
f(x)—{9$2_4$+1 sioz>1 :>{f’(1+):6

Problema 393 Calcular a y b para que la funcién

f( )_ 2aqr — b2 +5a si z<1
T aba? —ax+0+2 si x>1

sea continua y derivable.
Solucién:

Para que sea continua:

lim f(z) = liml(2ax3 —bx? 4 5a) =Ta — b

r—s 11

lim f(x) = x@1(4bx2 —ar+b+2)=—a+5b+2

r— 1~
Ta—b=—-a+5b+2— 4a—-3b—-1=0

Para que sea derivable:

by ) 6az?—2bx si x <1 f(17) =6a—2b
f(:c)—{ 8br—a si x>1 :{f’(1+):8b—a —

6a—2b=8b—a— T7a—10b=0

Luego:
4da—3b—1=0 a=10/19
Ta — 100 =0 b="7/19

Problema 394 Calcular a y b para que la funcién

fz) = 3az® — 202 +3 si <1
o ar?+br—1 si z>1

sea continua y derivable.
Solucién:

Para que sea continua:

lim  f(z) = x@1(3ax3 — 222 +3)=3a—20+3

r— 1~

lim  f(z) = h’ml(ax? +br—1)=a+b—1

r—s 171 r—
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a+b—1=3a—-20+3=—= 2a—-3b+4=0
Para que sea derivable:

Fla) = 9az? —4b si x <1 . f(17) =9a — 4b .
| 2az+b si o z>1 ff(At)=2a+0b

9a —4b=2a+b=— 7a—5b=0

Luego:

2a-3b+4=0 __ [ a=20/11
Ta —5b=0 b=28/11

Problema 395 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

2 -1 si x <0

2r—1 si 0<z<1
flz) = B s l<x<?2

22 +2 si 2<zx

enlos puntos =0,z =1y z =2.
Solucién:

En x = 0 es continua, en x = 1 hay una discontinua evitable(agujero) y
en x = 2 es discontinua no evitable (salto).

Problema 396 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

m2

si ox <2

r—1

f(z) =
2z

en toda la recta real.

Solucién:

En x = 2 es continua, en = = 1 hay una discontinua no evitable(salto).
Problema 397 Calcular el valor de k para que la funcién

(@) = kz* —sin(x —1)+k+1 si z<1
)= 3+ kx? — lnx + 2 si z>1
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sea continua.

Solucion:

lm f(z)= lim (2% +ka® —Inz+2)=k+3

z—> 171 z—> 2
—
lim f(z)= lim (ka® —sin(z —1)+k+1) =2k +1
r— 1~ T— 27
2k4+1=k+3= k=2
Problema 398 Calcular a y b para que la funcién
f(z) = ar? —2bx +3 si x<1
) 224 2ax—b si o x>1
sea continua y derivable.
Solucién:
Para que sea continua:
lim f(z)= lim (2®+ 2z —b) =2a—b+1
z— 171 r—1
—

lim f(z) = lim (az? —2bz+3)=a—2b+3

r— 1~ r— 1~
a—2b+3=2a—-b+1= a+b=2

Para que sea derivable:

(z) = 2ax —2b si <1 . ff(17)=2a—2b N
T 20428 si o z>1 F1(1F) =2+ 2a

20 —2b=24+20a= b=-1

a+b=2 N a=3
Problema 399 Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la siguiente
funcidén, esbozando su representacién grafica:

f(z) = |z + 3z — 10|

Solucion:
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1. Se trata de una funcién por ramas

f) = —(22 +32—-10) si 22+32-10<0
- 22 4+3x—10 si 2243x-10>0
22 +3x—-10 si x<-5
f(x)=4 —(22+32x—-10) si -5<ax<?2
22 +3z—-10  si x> 2

2. Habra que estudiar la continuidad de f en x = —5 y en x = 2. En el
resto de puntos de R es continua:

menxr=-5

lim

r— —5

L f(@)=lim (2% + 32 —10) =0

r— —5—

h’m57 f(z) = h’m5+[—(m2 +3x—10)]=0 ; = f continua en = = —5
f(=5)=0
meny =2

lim f(z)= lim (2® + 3z —10) =0

r— 21 —2

lim f(z) = lim [—(2®+32—10)]=0 » = f continua en z =2

T— 27 T— 27

f(2)=0
= En conclusion la funcion es continua en toda la recta real.

3. Habra que estudiar la derivabilidad de f en z = —5 y en © = 2. En el
resto de puntos de R es derivable:

2 +3  si < -—5
fllx)={ —2x+3 si -5<x<2
20 +3 =i x> 2

{ §/<_5+) 7 }:> f no derivable en z = -5

{ f2) =1
reh =1

} = f no derivable en x =2
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= En conclusién la funcién es derivable en todos los puntos de R
distintos de x =2 y x = —5 donde no lo es.

4. Representacion:

» Analizamos la funcién f(x) = 22 + 3z — 10

e Puntos de corte: (0, —10), (2,0), (—5,0)

3
e Monotonia: f'(z) =22 +3=0— x = —5

(—00,—3/2) | (—=3/2,400)
f'(x) - +

f(zx) Decrece Crece

e Curvatura: f”(x) = 2 > 0 siempre, luego la curva es céncava.

5,0\ /2.0

\ y
At0-10)
Minimo(-3/2,-49/4)

» La funcién f(z) = |22 +32—10| serd igual que la anterior pasando
todo lo que esta por debajo del eje de abcisas a su correspondiente
simétrico por encima del eje, es decir:

e Puntos de corte: (0,10), (2,0), (—5,0)
e Extremos: La funcién tiene un méximo en el punto (—3/2,49/4)

Problema 400 Sea la funcion

fa) = az® —2bx+1 si x<2
) 2z 4bx+2 si ox>2
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Hallar a y b de manera que f cumpla las condiciones del teorema del valor
medio en el intervalo [0, 3]. Encontrar aquellos puntos que el teorema asegura
su existencia.

Solucién:

1. f es continua en ambas ramas, para cualquier valor de a y b, hay que
calcular a y b para afirmar la continuidad en z = 2

lim f(z) = ll'ml(aa:2 —2bx+1)=4a—4b+1

r— 27

= 4a+6b = —1
lim f(z) = lim (2az® + bz +2) = 8a + 2b+ 2
r— 21 r—1
2. f es derivable en ambas ramas, para cualquier valor de a y b, hay que
calcular a y b para afirmar la derivabilidad en z = 2

2ar —2b si x <2

f(x) =
daxr +b si x>2

'(27) = da— 2
{%ﬁ;:sgw — 4a+3b=0

da+6b=-1 _ [a=1/4
da43b=0 b=—1/3

4. Tenemos: ,
2 .
¥+ ir+1 si <2
f(x)_{sz—zxﬂ—Q si oz >2
1 2
/ o im’—i—g S1 $<2
f(z) {x—é si x>2

==

Esta funcién cumple las condiciones del Teorema del Valor Medio,
es decir, es continua en el intervalo [0, 3] y derivable en el (0,3). El
Teorema afirma que existe al menos un punto ¢ € (0,3) que cumple

13— 10) _9/2 _3
fa="3=v =352

Si cogemos la primera rama ¢ < 2:
f'(c)=1/2c+2/3=3/2= c=5/3 si vale

Si cogemos la segunda rama ¢ > 2:
flle)=¢c—1/3=3/2= ¢=11/6 no vale

El punto ¢ € (0,3) al que hace referencia el teorema es ¢ = 5/3.
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Problema 401 Dada la funcién f(z) = |22 + 2z — 3| se pide:

1. Representacién gréafica de forma aproximada y su forma como una
funcién definida por ramas

2. Estudiar su continuidad y derivabilidad a la vista del estudio anterior.
Solucién:

1. LLamamos g(x) = 22 4+ 2z — 3 y la representamos graficamente:

\0 /0

\ o
o
Mininof-1.4

La funcién f(z) = |22 + 22 — 3| no puede tener recorrido por debajo
del eje de abcisas. Esta funcién serfa:

\ Mixino (1,4)
1 A i

Luego:
22+ 22 -3 si < -3
flz)y=¢ —2?*—22+3 si -3<z<l1
22+ 22 -3 si r>1

2. Claramente y a la vista de la grafica la funcién es continua en todo R

pero no seria derivable en los puntos £ = —3 y z = 1 donde presenta
picos. En esos picos podriamos trazar infinitas tangentes a la gréfica
de f.

Problema 402 Sea la funcion
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fz) = 2z —br+1 si xz<1
) Baz?4+2x4+2 si x>1

Hallar a y b de manera que f cumpla las condiciones del teorema del valor
medio en el intervalo [0, 2]. Encontrar aquellos puntos que el teorema asegura
su existencia.

Solucién:

1. f es continua en ambas ramas, para cualquier valor de a y b, hay que
calcular a y b para afirmar la continuidad en z =1
lim f(z) = h'ml(2aa:2 —br+1)=2a—-b+1
r—1— T—
— a+3b=—1
lim  f(z) = h’ml(3a$2 + 2bx +2) = 3a + 2b + 2
r—>

r— 11

2. f es derivable en ambas ramas, para cualquier valor de a y b, hay que
calcular a y b para afirmar la derivabilidad en x =1

dar —b si z<1

flz) =
6ar +2b si x>1

ff(17)=4a—b B
{ F/(1%) = 6a + 2b = 2a+3b=0

a+3b:—1 — a=1
24+ 3b = 0 b=-2/3

f(x):{ 2x2+§x+1 siox<l1

4. Tenemos:

3x2—§x+2 si z>1

, ) 4x+ 2 6§ z<1
f(x)_{ 6r—1 s 2>1
Esta funciéon cumple las condiciones del Teorema del Valor Medio,
es decir, es continua en el intervalo [0,2] y derivable en el (0,2). El
Teorema afirma que existe al menos un punto ¢ € (0,2) que cumple
f(2) = f(0 31/3 31
fo_ TR = 10) 31331
2-0 2 6

Si cogemos la primera rama ¢ < 1:

f'(c) =4c+2/3=31/6 = c=9/8 no vale
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Si cogemos la segunda rama ¢ > 1:
f'(c) =6c—4/3=31/6 = ¢ =13/12 si vale
El punto ¢ € (0,2) al que hace referencia el teorema es ¢ = 13/12.

Problema 403 Dada la funcién f(z) = |22 — 4z + 3| se pide:

1. Representacién grafica de forma aproximada y su forma como una
funcién definida por ramas

2. Estudiar su continuidad y derivabilidad a la vista del estudio anterior.
Solucién:

1. LLamamos g(x) = 22 — 4z + 3 y la representamos graficamente:

La funcién f(z) = |22 — 42 + 3| no puede tener recorrido por debajo
del eje de abcisas. Esta funcién seria:

Luego:
2 —4r+3 si z<1
fx)=¢ —a?+4x -3 si 1<z<3
2 —4x+3 s T >3



296 CAPITULO 3. ANALISIS

2. Claramente y a la vista de la grafica la funcién es continua en todo R
pero no seria derivable en los puntos x = 1 y x = 3 donde presenta
picos. En esos picos podriamos trazar infinitas tangentes a la grafica
de f.

Problema 404 Sea la funcion

fla) = 3aaz? —2bx+1 si z <1
) bat+2ax—1 si ox>1

Hallar a y b de manera que f cumpla las condiciones del teorema del valor
medio en el intervalo [0, 2]. Encontrar aquellos puntos que el teorema asegura
su existencia.

Solucién:

1. f es continua en ambas ramas, para cualquier valor de a y b, hay que
calcular a y b para afirmar la continuidad en x = 1
lim f(z) = ll’ml(3aw2 —2bx+1)=3a—2b+1
r— 1~ r—
= a—3b= -2
lim f(z) = lim (bz® 4 2a2 — 1) =b+2a —1
r—1t rz— 1
2. f es derivable en ambas ramas, para cualquier valor de a y b, hay que
calcular a y b para afirmar la derivabilidad en x =1

6axr —2b si z<1
fl(x) =
2bx+2a si z>1

f'(17) = 6a — 2b B
{f'(1+):2a+2b a-b=0

a—3b=-2 N a=1
a—b=0 b=1

32 —2x+1 si z<1
-

4. Tenemos:

22+2r—1 s z>1

6r—2 si z<1
1o
f(””)_{ 242 si x>1
Esta funciéon cumple las condiciones del Teorema del Valor Medio,
es decir, es continua en el intervalo [0,2] y derivable en el (0,2). El
Teorema afirma que existe al menos un punto ¢ € (0,2) que cumple
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Si cogemos la primera rama ¢ < 1:

f'(c)=6c—2=3= c=5/6sivale

Si cogemos la segunda rama ¢ > 1:

f'(c)=2¢+2=3= c=1/2no vale

El punto ¢ € (0,2) al que hace referencia el teorema es ¢ = 5/6.

297
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3.5. Integrales

Problema 405

Calcular las siguientes integrales:

l/lnxdw

322

T g
205 — 1

3. / e’sine® dx

2z
1+ 22

1
. —d
/1+x2 v
. /23:26”:
. /1)2m2+1dl’
2¢ +1
8. —_d
/x2+m—1 v
222
9. —d
/Cos2(3:3) v

10. /xva —1dzx

~

dx

ot

(=}

EN|

Solucion:
1 2
e
322 ln(2x3 -1)
—  dr="T 24 C
203 —1°° 5

3. /exsinexdm: —cose® +C

2
4. 1+x2dx—ln(1+x)+0
5. /7dm:arctan;r—|—0
1+ 22
. 21:371
6. /2x26$3_1da@: 63 +C

CAPITULO 3. ANALISIS



3.5. INTEGRALES

22

é /x2w2+1dx:2——|—0
In2

2 1
8. /leac:ln|x2+x—l|+0

2+ x—
2tanx3
9. C
/cos2 x3 3 +
2 _ 1)3/2
10. /x\/foldx: (x3)+C'

Problema 406 Calcular las siguientes integrales

3 5
1. o0 — = )d
/(I Jii—s z) ™
2. /x(6$2+1)12dx

2r +3
3. | —5V——F——=4d
/(:(:2+3:c—1)5 v

52
4. d
/ 3+ 8 v

5. /(G.TUQ — 1)62903_36 dx

o

/5332 sin(3z2 + 2) dx
2
x
Y e

22
8. | ——5——=d
/cosz(ac3 +3) .

Solucion:

5

3 zt 3
3__ 9 9 _zr 9 —
1. /<2x \/m+w> dx = 5 2\/433 8+ 5ln|z|+C

(622 +1)13
156

2¢ 4+ 3 1
3. dr = C
/ (22 4+ 3z — 1)° v 4(:U2—1—3:E—1)4+

2. /x(6x2 +1)2 do = +C

)
4. z=>Inlz® 48] +
/x3 8 3 nlz®+8/+C

299
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5. /(6.%’2— 2x —:cd Qx —J:+C

5
6. /5x2 sin(32% 4 2) do = -3 cos(3z® 4 2) + C

z? 1 3
7. /—1 ) dr = 3 arctan(z” + 1) + C
x? 1
8. | ————<dxr ==t 54+3)+C
/COSQ(.%'?’ +3) T3 an(a” +3) +

Problema 407 Calcular las siguientes Integrales:

2
1
1./1”“/5@

X

2. /xex2_1 dx
1
. / (x2 — ) dx
T
T
4. —d
/ cos?(z? — 1) v
3 — 1
g / 2+1
Solucion:

2 -1 2
1. /Mdm:x2+f—lnx+0
x

w

1
2. / ze® g = §em2_1 +C

1 3
3./(3:2—) d:v:x——lnm+0
T 3
4 /de—ltan(azz—l)—i—C
") cos?(z2—1) 7 2

-1 21
5. /i2+1 —%—iln(a:Q—i-l)—arctanx—i—C

Problema 408 Calcular las siguientes integrales:

1. /:ceE‘mQ_ld:I:
2. /xexdm
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dx
) d
3 /9:2+8 v

Solucion:

9 65:1:2—1
1./xe5z*1da:: 10 +C

2. /xexdx:ex(:n—l)—i—C

T 5 9
Problema 409 Resuelve las siguientes integrales:

3
x° + 2
1. —d
/332—4:13—1—3 o

2. /xlnxdw

3/1+4

Solucion:

3 +2 x? 29 3
1. = g+ Pz -3 - 2z -1+ C
/x2 pr dx 2+ x+2 n|x | 2n|:z | +

2?(2In x| — 1

1 +C

2. /xlnasdm:

3. / dx = 2 arctan 2 + C
1424

Problema 410 Calcular las integrales siguientes:

1. /:L‘eh
2z
2. —d
/1+m4 v

3. / 2t lnxdz

3 _ _
4./1‘ ﬁjBx ldac
T

Solucion:
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2
2. / l +:E$4 dx = arctan(z?) + C

(5lnx —1
3./x4lnxd$:x(5nm)+(§’
25
3 2
x° —/x +5x—1 x 2 1
. dr = — + — + — 1
4 = T 2+\/§+m+5nx+0

Problema 411 Calcular las siguientes integrales:

1/<3x+\f—>dm

2. / (333 + 3z + 561) dx

x
5x3 +1 dr

4. / zsin(3z% + 8) dx

Solucion:

322 —l—f 2 1

1. dr = 31 -+ =4+C

/< ) v el 330\/5+:U2+

3 z zt 322

2/(93 +39:+5e)d Z+7+56 +C

dx 1 5 1]+ C

53 +1 0 15 n|5z® +1|+

1
4. / zsin(3z? + 8)dx = 6 cos(3z? + 8) + C

Problema 412 Resuelve las siguientes integrales:

2 _
L/<f+§1>m
x

2. / (5xex2+3> dz

3. /mcosmdw
4. /:):exdx

3
z
. —_d
g /zz—i—x—Q v
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Solucion:

Zyar—1 1
1. / (W) dr =z +nlz|+ - +C
X X

2. / (5xex2+3> dr = gex2+3

3. /xcosa:d:c:xsinercos:erC
4. /xe‘tdx:e‘”(x—l)—i-C

23 z? 1 8

Problema 413 Resuelve las siguientes integrales:

2 _
L <3x+§x5> iz
x
2. / (9:563”52_5) dx

3. / zsinx dx

4. /l’Qexdl’
223 + 1
) ——d
g /x273x+2 v
Solucion:
322 +22—5 5
1/(%”) dr =3z +2n|z|+ > +C
T z

2. / (9:1:63‘”2*5) dx = ge?’xl‘r’

3. / rsinxdx = —xcosx +sinx + C

4. /xQexdx:ex(x2—2x+2)+C
20% 4+ 1
5_/Ldm:x2+6x_31nyx_1y+171n|:c—2|+c
2?2 —3x+2

Problema 414 Resuelve las siguientes integrales:
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—_

-2 1
/<3x \2/E+ )dm
x
ox
2. _
/COS2($2—1) de

. /.TUQIIliL‘d:E

4. / zsin 2x dx

2
e +1
5. [ 20 g
/:U2+x—2 *

w

Solucion:
3 2 1 4 1
1/ T \F—F de =3l|z|+ —=-—-+C
N
5% 5
2. — —drx = -t 21 +C
/COSQ(.Tz—l) YT an(z )+
Phnx 2
3./ ’Inzdr = - 4C
rx“Inxdx 3 9 +
2 in 2
4. /msin2xd$:—xcos x+s1n x—i—C
2 4
2+ 1 B 2Injz — 1] 5ln|z + 2|
> /:p? _pdr=rt 5 ¢

Problema 415 Resuelve las siguientes integrales:
2_2yr—1
1. / <M dx
x
2. / xcos(7x? 4 1) da

3. /(a:2+1)lna:dx
4. /$26xdl‘

z° 4+ 3
5.
/a:2—2m— dz

Solucién:

29
1./<W>d 3%—4f—1n]x|+€
X
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1
2. / zcos(Tz? +1)dx = T2 sin(72® +1) + C

(23 +3x)In|z| 2%+ 9z

3. /(x2+1)lnxdx: 3 9 +C
4. /xQeIdx:ex(x2—2w+2)+C
3 +3 72 Injz+1 15ln|x — 3|
5. | ————dor="+2z— C
/x2—2x—3 ST 5 T2

Problema 416 Resuelve las siguientes integrales:

1. / 52 e22° 1 g

2. /xexdx

Solucion:

1. / 5220”1 gy = 26296271 +C

2. /:L‘exdx:ex(:n—l)—i—C
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3.6. Areas

Problema 417 Calcular el drea que encierran las graficas de las funciones
f(x)=222+2 1y g(z) =3z + 3.

Solucion:

Primero buscamos los puntos de corte de ambas graficas, bastara igular-
las:

2w+ r—1=3r4+3=2’-2-2=0=0a=2, z=—1

El drea que encierran estas graficas estara comprendidad entre estos dos
puntos y serd 2, |f(z) — g(x)| dz. Calcularemos la diferencia entre las dos
funciones, después su integral definida, y el valor absoluto de este valor
serd el area pedida

S=1]-9 =9u
Problema 418 Calcular el drea que encierran la grafica de la funcion

52

=373

el eje de abcisas, la recta z = 0 y la recta z = 2.

Solucion:

Primero tendremos que comprobar si la funcién corta al eje de abcisas en el
intervalo de integracién [0, 2], para ello hacemos f(z) = 0 = z = 0, luego
la gréafica de la funcién estd o por encima o por debajo del eje de abcisas en
todo el intervalo, por tanto, el drea sera

2 5,2
/ o dx = §ln |23 + 8@
0 3

e ~ o
3+ 8

2
0o 3

5 5
S:‘3ln2 :§ln2 u?

Problema 419 Calcular el area encerrada por las curvas:
fl)=a% 42 -5, y g(z)=5x—-5

Solucion:
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f@)=g(e) = 2’ —dx-5=50-5=2=-3, x=0, z=3

4

F(x):/(f(w)—g($))d$=/($3—9m)dm:x e

2

4 2
F(0) = )
FO=3-3="7 =
81
p(og =8l 81 _81 S2 = F(3) = F(0) = ——
== - :
A 1
Area = |S1| + |S2] = % »-

Problema 420 Calcular el area encerrada por las graficas de las funciones:
f)=2*+32—-1y g(z)=x+2

Solucién:
Calculamos los puntos de corte:

f@)=glz) = 2*+3r—-1=2+2=—2=-3, =1

3

N
ey (@® + 22 —3)de = = + 2—34 =——
-3

3 3

Problema 421 Hallar el drea encerrada por las funciones f(z) = 2z% +
3z +1yg(x)=2%+5x+4.
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Solucion:

fla)=gx) = 22°+3c+1=2’+504+4=— z=—-1, 2=3
3

H(m):/(f(m)—g(x))dx:/(m2—2m—3)da::%—m2—3m

S = /31 (f(z) —g(x))dx = H(3) — H(—1) = 7%
32 ,

Problema 422 Hallar el 4rea encerrada por las funciones f(x) = 222 —x+1
y g(z) = 2% + 3z — 2.

Solucion:

glr) = 22 —x+1=2’4+3x-2=2=1, z=3

3
1) = [ (f()
1

~

—
I3

S~—
Il

- (a:))dx:/(m2—4x—|—3)dx:%—2x2+3x

g
s= [ ()~ o) dr = HE) - HO) =~
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3.7. Optimizacion

Problema 423 Tenemos 500 metros de alambre para vallar un campo rec-
tangular, uno de cuyos lados da a un rio. Calcular la longitud que deben
tener estos lados para que el drea encerrada sea la maxima posible.

Solucion:
2z +y =500 = y = 500 — 2z

S =ux-y=u1x(500—2z) = 500z — 22>
S =500 —-4r =0=x =125
S" = —4 — Méximo

La solucién serfa z = 125 m. y y = 250 m.

Problema 424 Calcula el area méxima que puede tener un triangulo rectangu-
lo tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 6 cm.

Solucion:

Si los catetos valen x e y tendremos que el area del tridngulo viene da-

x .
da por S = Ty, pero sabemos que = +y = 6 = y = 6 — x. Sustituyendo

(6 —2x 6 — x°
la segunda expresion en la primera tenemos que S(x) = ( ) = ,

funcién de la que tendremos que encontrar el minimo. Para ello recurrimos
a S'(x) =0, y al criterio de la segunda derivada:

Sx)y=3—-2r=0=2=3

S"(x) = —1 < 0 luego en z = 3 tenemos un méaximo y la solucién pedi-
9
da serfa z = 3 e y = 3, con un drea S(3) = 3 u?
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Problema 425 Determina los puntos de la curva y?> = 4z que estén a
distancia minima del punto (4,0).
Solucién:
3
Ilitdtmo
2
d
1, +
2 G 3
d
—2
Ilitdtmo
=3

Un punto genérico de la gréfica serfa de la forma (z,v4x), y la distancia
de este punto al (4,0) sera:

d=1/(z —4)2 + (Viz — 0)2 = V22 + 4z + 16

Tendremos que calcular los minimos de esta funcion, y para ello calculamos
la primera derivada.

d’:1(x2+4x+16)*1/2(2x—4): 20 1 =0= 2=2
2 2v2? + 4x + 16

Vamos a estudiar el signo de la derivada primera. Como el denominador es
siempre positivo, basta estudiar el numerador:
Siz <2= d < 0= decrece
Siz>2=— d >0= crece
Con ésto concluimos con que en la abcisa z = 2 tenemos un minimo, cal-
culamos ahora las ordenadas correspondientes sustituyendo en la funcién
y? = 4x, y obtenemos: y = £v/4r = £/8 = £2/2.
Tenemos, por tanto, dos puntos que cumplen la condicién de minimo (2, —2+/2)

v (2,2v/2).

Problema 426 Expresar el nimero 60 como suma de tres ”enteros posi-
tivos”de forma que el segundo sea el doble del primero y su producto sea
maximo. Determinar el valor de dicho producto.

Solucion:
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Tenemos

{x+y+z:60 6032

Yy =2x

El producto de los tres nimeros es P(z) = x-y-z =z -2z - (60 — z) =
—623 4 12022, y este producto tiene que ser maximo.

z=0

/ _ 2 —
P'(x) = —18z* + 240x O:>{ —18x+240=0:>1’=%0

Ahora tenemos que decidir el valor que corresponde a un méximo, para ello
recurrimos a la segunda derivada

pr 26 940 P"(0) =240 >0
(2) = =362 +240 = P’ (49) = 240 < 0
Luego cuando & = 0 tenemos un minimo, y cuando = — es un maximo.

Pero el problema nos dice sean ”enteros positivos”. Esto quiere decir que
40

tendremos que decidirnos entre los dos nimeros méas proximos a 3 que

sean enteros, tenemos 13 < 3 < 14, si sustituimos estos valores en la

funcién P(x) tendremos

P(13) =120 - 13% — 6 - 13% = 7098

P(14) =120 - 14% — 6 - 143 = 7056
Los tres ntimeros buscados son x = 13, y = 26 y z = 60 — 3z = 21. El valor
del producto serda P(13) = 7098.

Problema 427 Un solar rectangular de 11250 m? se divide en tres zonas
rectangulares iguales (ver dibujo) para su venta. Se valla el borde del campo
y la separacion de las zonas. Calcula las dimensiones del solar para que la
longitud de la valla utilizada sea minima.

Solucion:
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La funcién que hay que minimizar serd L = 6x 4+ 4y. Y sabemos que

11250 3750 15000
S=3z-y=11250 =y = 3 =— = L(z) =6+ ——
x x x

Para obtener los méaximos y los minimos utilizamos la primera derivada
L(z) =0.

15000

L(2) =6~ —5— = 0= 62" — 15000 = 0 = 2 = 50, y = L(50) = 75

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que

~ 30000
==

30000

L -

— L(50) = >0

Luego x = 50 es un minimo, y podemos concluir con que la parcela tiene
que tener de dimensiones 3x = 150 m e y = 75 m para utilizar la menor valla
posible.

Problema 428 Calcula el area maxima que puede tener un triangulo rectangu-
lo tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

Solucién:
Si los catetos valen x e y tendremos que el area del tridngulo viene dada

por § = %, pero sabemos que = + y = 4 = y = 4 — x. Sustituyendo la

x4 —x Az — 22
segunda expresién en la primera tenemos que S(z) = ( ) = ,

funcién de la que tendremos que encontrar el minimo. Para ello recurrimos
a S'(x) =0, y al criterio de la segunda derivada:

S'(z)=2—-2=0=2=2

S"(x) = —1 < 0 luego en z = 2 tenemos un méximo y la solucién pedi-
da serfa x = 2 e y = 2, con un drea S(2) = 2 u>

Problema 429 Halla la longitud de los lados del tridngulo isdsceles de area
méaxima cuyo perimetro sea 60 m.
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Solucién:
Sea a la longitud de la base de este triangulo isésceles y b la de los dos lados
iguales, sea h la altura sobre a de este tridngulo, que dividird a dicha base

en dos partes iguales, formando dos tridngulos rectangulos con los lados b.
a-h
Tendremos que el drea viene dado por S = 5 pero por otra parte tenemos

2
a
que h = {/b% — (2) , que sustituyendo en la primera expresion, y teniendo

en cuenta a + 2b = 60 = a = 60 — 2b, quedaria

a-\[b2 — (;)2 ) (60—2b)~\/b2— <60;2b>2 )

2 - 2

S =

(30 — b) - /b2 — (30 — b)* = (30 — b) - /b2 — (900 + b2 — 60b) =
S(b) = (30 — b) - v/60b — 900

Derivamos e igualamos a cero esta derivada

60
S'(b) = —v/60b— 900+ (30 —b) - ——— =
(b) ( ) 2. /60b — 900
_/BO0b 900 + (30 — ) - 30 _ —(\/GOb—900)2+(30—b)-3O:
v/60b — 900 606 — 900
—(60b — 900) + (900 — 30b)  —60b + 900 + 900 — 306 1800 — 90b
V/60b — 900 N V/60b — 900 /606 — 900
1800 — 90b
S'(b)= —————=0=b=20, a=20

Vv/60b — 900
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Para comprobar si se trata de un méaximo recurrimos a la segunda derivada
y calculamos S”(20)

60
—90 - v/60b — 900 — (1800 — 90b) - ————
§"() = ( ) 5 o0b =500 _
(v/60b — 900)2
—90(60b — 900) — 30(1800 — 90b) _ 5400b + 81000 — 54000 + 2700b)
(60b — 900)/2 (60b — 900)/2
2700(1 — 1

() = 700( 036)2

(60b — 900)*/

— 5"(20) = —-3v3 <0
Luego es un maximo.

Problema 430 Un nimero mas el cuadrado de otro ntimero suman 48.
Hallar ambos ntimeros para que su producto sea maximo.

Solucidn:

Sean los niimeros x e y tenemos que P = x -y, v sabemos que z + y?> =
48 = = = 48 — 32, sustituyendo en la primera funcién tenemos que
P(y) = y(48 — y?) = 48y — y3. Para calcular el maximo calculamos la
primera derivada e igualamos a cero, P'(y) = 0.

P'(y) = 48—3y2 =0 = y2 =16 = y = 4, y = —4 con ambas ten-
emos que x = 32. Comprobamos si es maximo o minimo con la segunda
derivada.

P’ (—4) =24
P'(4)=-24
mo, mientras que cuando y = 4 es maximo. La solucién buscada es, por
tanto, x =32 e y = 4.

P'(z) = -6y = = cuando y = —4 tenemos un mini-

Problema 431 Se ha construido un gran depésito cilindrico de 817 m? de
volumen. La superficie lateral ha de ser construida con un material que
cuesta 30 euros/m?, y las dos bases con un material que cuesta 45 euros/m?.

1. Determina la relacién que hay entre el radio, r, de las bases circulares
y la altura, h, del cilindro, y da el coste, C'(r), del material necesario
para construir este depésito en funcién de r.

2. ;Qué dimensiones (radio y altura) ha de tener el depdsito para que
el coste de los materiales necesarios para construirlo sea el minimo
posible?.

3. ;Cual sera, en este caso, el coste del material?.
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Solucion:

1. Sabemos que

81
V:7Tr2-h:817r:>h:—2
r

4
C(?’):271'7‘}1'304-2‘71'7'2‘45:@TF—FQOTFTZ
T

2. Para que este coste sea minimo calculamos su derivada e igualamos a
cero C'(r) = 0.

4860

C'(r) = —— + 1807 = 0 = —4860 + 1807° = 0 =
r

P =2T=r=3m, h=9m
Calculamos la segunda derivada para comprobar si es un minimo.

_ 48607 - 2r

C"(r) o + 180 = C"'(3) = 5407 > 0

Por tanto, en r = 3m, h = 9m, hay un minimo.

4860
3. El coste del material serd C'(3) = 5 + 9073% = 24307 euros.

Problema 432 Determine los puntos de la curva y?> = 4z que estdn a dis-
tancia minima del punto (4, 0).

Solucion:
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La funcién es y? = 4r <= y = 42,/z, un punto genérico de la curva
serfa (z,£2/x), cuya distancia al punto (4,0) serd la funcién

d(x) = /(@ — 4)2 + (£2v7 — 02 = /(@ — 4)? + 42 = Va? — 40 + 16
Para minimizar esta funcién recurrimos a la primera derivada

-2
d(1)= e =)= =2

vVaZ—4r + 16

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada

12 3
(@) = — . =Yy
(22 — 4 4 16)Vz? — 42 + 16 6

Luego se trata de un minimo.

Para = = 2 tenemos que y? = 4-2 = y = £2+/2 luego los puntos buscados

son (2,2v/2) y (2, —2v/2).

Problema 433 A partir de una cartulina cuadrada de 60cm de lado se va a
construir caja de base cuadrada, sin tapa, a base de recortar cuatro cuadra-
dos iguales en las esquinas de la cartulina y doblando después de la manera
adecuada. Un observador indica que la caja de mas capacidad se obtendra si
los cuadrados elimininados tienen 10cm de lado. Decidir si la observacién es
correcta o no.

Solucion:

Sea x la longitud del lado del cuadrado recortado, esto quiere decir que, la

base de la caja es un cuadrado de lado 60 — 2z y la altura de la caja sera z.
El volumen de la caja sera

V(x) = (60 — 22)% - 2 = (3600 + 422 — 240z)x = 42 — 2402% + 3600z
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Para que este volumen sea méximo utilizamos la primera derivada
V'(x) = 1222 — 480z + 3600 = 0 = z = 30, = = 10

Para comprobar cial de estos valores es el maximo recurrimos a la segunda
derivada
V”(30) =240 > 0

1 _ .
Vi (x) = 24z — 480 = { V(10) = —240 < 0

Luego cuando x = 30 el volumen es minimo, mientras que cuando x = 10 el
volumen es méximo y, por tanto, la observacion es correcta.

Problema 434 Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados de modo
que: el perimetro de uno de ellos sea triple del perimetro de otro, se necesiten
exactamente 1248 metros de valla para vallar los tres y la suma de las areas
de los tres campos sea la minima posible.

Solucion:

Si el lado del primer cuadrado es x su perimetro es 4zx.

El perimetro del segundo cuadrado serd 12z, y su lado 3z

El perimetro del tercer cuadrado serd 4y

La suma de los perimetros serd 4z + 12z 4+ 4y = 1248 — y = 312 — 4z
El 4rea del primer cuadrado es z2

El 4rea del segundo cuadrado es 922

El 4rea del tercer cuadrado es y? = (312 — 4x)?

La funcion suma de areas que hay que minimizar sera

S(x) = + 922 + (312 — 42)? = 2622 — 24962 + 97344
Para calcular el minimo derivamos
S'(x) = 52z — 2496 = 0 = x = 48

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada S”(z) =
52 > 0 = minimo.

Las dimensiones de los campos son:

El primer campo tiene de lado 48m
El segundo campo tiene de lado 144m
El tercer campo tiene de lado 120m

Problema 435 Calcular la base y la altura del tridangulo isésceles de perimetro
8 y 4rea maxima.
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x2 & \
i L
Solucién:
z-h x2
S 55 T+2y 8; v -7
o fy2 — 22
S(z) = y2 LR N -
8 —3x 8
Sr)= —F——==0=—=2=-
(z) 2v/4 — x v 3
—88 + 21 8 3vV3
S”(ZE) _ + 21z : g <> _ _7\[ <0
16(4 —z)vV4 — =z 3 4
Luego se trata de un maximo. Si x = 3 ==y = g y, por tanto se trata de
43

un tridngulo equilatero. Su altura sera: h = 3



