INICIACION AL CALCULO DE
DERIVADAS. APLICACIONES
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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA Y RESUELVE

Tomar un autobiis en marcha

En la grdfica siguiente, la linea roja representa el movimiento de un autobiis
que arranca de la parada y va, poco a poco, ganando velocidad.

® y @ corresponden a pasajeros que llegan tarde y corren para coger el auto-
biis en marcha.

/
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//
50 m /,
] (0
1T r(D
5s 10s 15s 20s

a) Al viajero @ lo acercan en bicicleta. Describe su movimiento y halla la veloci-
dad a la que corre.

b) ¢Cuil es la velocidad aproximada del autobis en el momento que lo alcanza el
pasajero @? ;Entra este pasajero suavemente en el autobus?

a) El pasajero 2 llega a la parada 10 s después de que saliera el autobus, y lo alcanza 6 s
después, 50 m mds alld.

Corrid, por tanto, a % = 8,33 m/s. Es decir: 8,33 - 3,6 = 30 km/h

b) En el instante 15 s estd a 43 m de la parada. En el instante 17 s estd a 59 m de la
parada.

Velocidad media = 15—? =8 m/s = 28,8 km

Las velocidades del pasajero 2y del autobus son, aproximadamente, iguales en el mo-
mento en el que el pasajero accede al autobus; por tanto, accedera suavemente.

Pagina 303

¢Es preferible esperar o correr tras el autobiis?

Los viajeros @ y @, en el momento de la salida del autobiis, estaban a 100 m de

la parada. El 3 decide esperarlo y entrar en él cuando pase por alli.

El @ tiene un extraiio comportamiento. ;Extraiio?

Unidad 12. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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a) Describe el movimiento del pasajero @.

b)Explica por qué el comportamiento del pasajero @ es mucho mas sensato que
el del @, quien tendra muy dificil la entrada en el autobus.

a) Intenta alcanzar aproximadamente la velocidad que lleva el autobus para acceder a €l
suavemente.

b) El pasajero 4 accede suavemente al autobuis (con la misma velocidad, aproximada-
mente); sin embargo, el 3 no.

Carrera de relevos

La siguiente grafica refleja el comportamiento de dos atletas, del mismo equipo,
durante una carrera de relevos:

2? relevista

1< relevista

a) ¢Por qué en las carreras de relevos 4 X 100 m cada relevista echa a correr antes
de que llegue su compaiero?

b) ¢Qué pasaria si esperara quieto la llegada del otro?

©) ¢Es razonable que las grificas de sus movimientos sean tangentes? ;Co6mo son
sus velocidades en el momento de la entrega del “testigo”?

a) Para que el “testigo” pase sin brusquedades del que llega al que se va.
b) El intercambio seria muy brusco y se perderia tiempo.

©) Si, asi llevaran los dos la misma velocidad, aproximadamente.

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones
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1. Dibuja una funcién y sefiala dos puntos en ella (a, f(a)) y (b, f(b)) tales que
a<b y f(b)<f(a). Observa en ella que la T.V.M. es negativa.

— Vemos que la T.V.M. es negativa,
(DT> e
S ; puesto que T.V.M. = %7

b—a>0.
f y

a b

siendo en este caso f(b) — f(a) <0

2. Dibuja una funcién en la que puedas sefialar dos puntos (c, f(c)) y (d, f(d)) ta-

lesque c<d y f(c)<f(d). ¢Como es T.VM. [c, d]?

TVM. [c, d =
S ‘
y d—c>0.
7o}
c d
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J(d) - (o)

d—-c

— positiva, ya que f(d) - f(c) >0

3. Halla la T.V.M. de la funcién y = x?—8x + 12 en los intervalos [1, 2], [1, 3],

(1, 4], [1,5], [1,6] [1,7], [1, 8]
J@O -/ _0-5

T.V.M. [1, 2] = _ _ s
2-1 1

TvM. 0,3 = LD B-5
3-1 3

TV [, 4] = LB SD_—4-5 4
4-1 3

TvM. 0,5 = LD B-5
5-1 4

VML, 6 = SO SD_0-5
6-1 5

v, 7 = LDPSD 55
7-1 6

T [, g8 - LB SD_12-5
8§-1 7

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones



4.Halla la T.V.M. de y = x?>—8x + 12 en el intervalo variable [1, 1 + h]. Com-
prueba, dando a h los valores adecuados, que se obtienen los resultados del
ejercicio anterior.

SA+-fD _ A +h2-81+h)+12-5 _
h h

_h2-6h _hh-6 _,

h h

Dando a h los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 se obtienen los resultados del ejercicio
anterior.

TV.M.[1,1+h]=
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1. Halla la derivada de y = 5x — x? en los puntos de abscisas 4y 5.

SU+h =@ 5A4+h)—@d+h?—4 _

"4 = lim lim
f h—o0 h h—0 h
2 2 _h —
- iy 20+5h-16-h*-8h-4 _ , =~ -h*-3h _ h(-h-3) _
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim (<h-3)=-3
h—>0

S -/& _ o 56+ -G+h?-0 _

S5 = lim
h—0

h h—0 h
= g BOFDG=5-0 (5=
h—o0 h h—o0

3

2. Halla la derivada de y = p

5 en los puntos de abscisas 1, -1y 5.

JA+h -/ _ B/A+h-2]1-(3) _

"D = I Ii
f hlz’),lo h hliﬂo h
_ B/(h—-—1D]+3 ) 3+3h-3 ) 3
= lim == i S = __
b0 h nyo (h—Dh  p 3y h-1 3
f./(_1)= lim f(_l +h) _f(_l) - lim [3/(_1 +h_2)]_(_1) _
| h—0 h h o0 h
= [lim M= lim 3+h-3 = lim 1 _ 1
h—0 h h—o hth-=3) h—oh-3 3
sy o SO IS G-t
h—0 h h—0 h
_ g, B/+3d-1 . 3-h-3_ . -1 _ 1
hhzio h hhino h(h + 3) hlzzzo h+3 3

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0



3. Halla la derivada de y = % en los puntos de abscisas -2, -1, 1y 2.

fC2+h) - f(2) (/2 + b = (<1/2) _

"=2) = Iim = lim
_ h/(—4 - 2h) P 1 -1
= lim —————= = [lim = —
h—0 h h—o2h-4 4

SEL+ ) —fD [1/(1 + bl - (1) _

D= i li
f hli/}fo h hlzflO h
_h/(h-D " 1
= lim —~——-">= lim —— =-1
hoyo  h hoso h—1
_ fA+h) -/ /A + -1
‘D= lim —————— = lim ——————— =
f h@o h hliq)/lo h
€ e 1 e I

h—o h(+h h—osol+h

[+ —f@ _ [1/2 + W] - (1/2) _

"2) = lim lim
f h—o0 h h—0 h
o @-2-W2Q+h _ R G |
g h N N S S s

4. Halla la derivada de y = x?>—2x en los puntos de abscisas —-2,-1, 0, 1, 2, 3y 4.

S(2+h)—f(=2) (2+h?-2(2+h -8 _

"(=2) = lim = [lim
f h—>0 h h—>0 h
2 2 —
_ oy A*h?-dh+4-2h-8 _ . h-6h _ . hth-0 _
h—0 h h—0 h h—0 h

(<1+h?-2(-1+h -3 _

m JSEL+h) /=D

"D = I lim
f h—0 h h—o0 h
2 2 _
- gy Lth*-2h+2-2h-3 _ . hi-4h _ . hth-DH __,
h—0 h h—o0 h h—0 h
— 2 —
F = o LSOO h2=2h-0 gy, oD
— 2
£ = lim JA+bh -/ _ oy L2204 - D _
h—0 h h—o0 h
_ . 1+h®+2h—-2-2h+1 _ ,.  h% _
= [lim = lim — =0
h—0 h h—o h

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0



S2+h)-f2 Q2+h?-2Q+h-0 _

(2) = Ilim lim
f h—0 h h—0 h
2 2
— gy Athi+4h-4-2h _ . hP+2h hth+2) _,
h—0 h h—o0 h h—o0 h

SB+h)-f3) lim G+h?-2B+h-3 _

13 = lim
h—>0

h h—>0 h
2 2
- gy 2thi+6h-6-2h-3 _ . hi+4h _ hth+4) _ 4
h—0 h h—0 h h—0 h
— 2
F14) = lim fE+h) - f(4D lim (4+h)?*-24+h -8 _
h—0 h h—o0 h
2 2
- iy 0+h?+8h-8-2h-8 _ , ~h*+o6h _ . hth+06 _,
h—0 h h—0 h h—0 h
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1. Halla la derivada de f(x) = 5x — x? y comprueba que, a partir de ella, se pue-
den obtener los valores concretos hallados en el ejercicio resuelto 1 y en el
ejercicio 1 de la pagina anterior.

fa+r - f&) 5+ h) — (e + )2 = Gr—x?) _

() = lim lim
J h—0 h h—0 h
- Iim 5x + Sh—x?—h?—2xh — 5x + x? _ Iim —h? - 2xh + 5h _
h—o0 h h—0 h
= lim hth-20+5) _ lim (<h—-2x+5)=-2x+5
h—>0 h h—0

Sustituyendo x por los valores indicados, obtenemos:
S =3 S =5 S =-1 S =-3 S5 =5
2. Halla la derivada de f(x) = x3.

JSx+h) -/ _ iim (x+hd-—x3 _
h h—0 h

S0 = Iim
h—0

x3 +3x%h + 3xh?+ h3 —x3 _ h3 +3xh?+3x*h _

= [lim lim
h—0 h h—0 h
2 2
- lim h(h* + 3xh + 3x°) = 3x2
h—>0 h

3. Halla la derivada de f(x) = % y comprueba que, a partir de ella, se pueden

obtener los valores concretos calculados en el ejercicio resuelto 2 y en el ejer-
cicio 2 de la pagina anterior.

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones o



S+ h) = f(x) 3/(x+h-2)-3/(x-2) _

"(x) = i = i
/ hlffo h h’ffo h
; 3(x—-2)—3(x+h-2) . 3x-6-3x-3h+6
= [lim = [lim =
h—oo hx-2((x+h-2) h—o h(x-2)(x+h-2)
—3h -3 -3

T R G D h-D i G- h-2 (2

Sustituyendo x por los valores indicados, obtenemos:

! =_é U = _ 1(_ =_l ! =_l
S 7 S =-3 J'=D 3 J'5) 3

4. Halla la funcién derivada de y = x3 + x2.

S+ h) - f(x) (x+hP + e+ h)?-3+xd) _

"(x) = lim lim
/ h—0 h h—0 h
_ x3+ 3x%h + 3xh? + h3 + x% + 2xh + h2 — x% — x2
= [lim =
h—0 h
2 2
— g DOXTH I A RTA 2 D) e 3024 aah + b2+ 20+ ) = 3o + 20
h—0 h h—0
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Halla la funcion derivada de las siguientes funciones:

1. f(x)=3x%2-6x+5
S'x) =6x—-06

2. f(x)=Vx +x

1 1
) = —— +
N S [
3. f(x)=V2x + Vsx
1 5
) =+
T ol |
1
4, f(x)=
R o
() =x32 > '()=—i sp_ =3 _ 3
S0 =x S = X s T e

5. f(x) = sen x cos x

S = cos? x — sen? x

Unidad 12. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones 0



6. f(x)=tg x

1

cos? x

fi0 =1+1g°x=

7. f(x)=xe*

[0 =eX+xe¥=eX(1 + x)

8. f(x)=x-2%
S =2"+x-2"-In2=2"A+xIn2)

9. f(x)=(x2+1)-log, x

(x) = 2. o1 &2+
SO0 = 2xlog, x + (x* + 1) ~ Tn3 2x log, x + ~Tn 2
2+1
10. f(a) ==X
S x2-1
i) = 2x(?-D -2+ D2x _ 2x3-2x-2x3-2x _ _ —4x
‘ (% = 1? (x? - 1)? (% - 1?

1. flx) = X2+ 3x%-5x+3
X

_Gxtrox-Sx-(I+3xP-5x+ 3 234 3x2-3 o 3
2

x? x2 X

S0

12. f(x) = "*%

100 = [1/(Un 101 —logx _ 1-In10 log x
x? x? In 10
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Halla la funcion derivada de las siguientes funciones:

13. f(x) =sen(x*-5x+7)
S0 = 2x = 5) cos(x? —5x +7)

14. () = V(5x +3)? = (5x + 3)%/3
10

335x + 3

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones o

S0 = % Gx+3)713 5=



15. f(x) = sen(3x +1) - cos Bx + 1)
J1(x) = 3 [cos? Bx + 1) —sen? (Bx + 1))

16. f(x) = log x?
X

fx) = 2logx £1(x0) = 2(1 = In 10 log x)
‘ X ‘ x2%n 10

17. f(x) = cos Bx—T1)
J'x0) = -3 sen(3x — 1)

18. f(x) = V1 + 2x
1

) = ———
S N1+ 2x

19. f(x) = x e?x+1

S0 = ety xeX 2= 21 (1 + 2x)

sen(x?+1)

20. f(x) = N
- X
i = 2= a% cos @2+ D+ bvsen (2 + DINT- 22
l 1—x?
2x (1 — x2) cos (x2 + 1) + x sen (x2 + 1)
V1 - x2)3
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1. Calcula la funcién derivada de f(x) = x3—4x2 + 1 y halla:
a) Las pendientes de las rectas tangentes en las abscisas -1, 1y 3.
b) Las ecuaciones de dichas rectas tangentes.
c) Las abscisas de los posibles maximos y minimos relativos.
d) ¢Es f(x) creciente o decreciente en x = 2?
S0 = 3x? — 8x
a)ll, 5y 3
by=11+D-4 y=-Sk-1D-2 y=3kx-3)-8
Aff(x)=0 - x=0, x=8/3
d) f'(2) = -4 <0 — decreciente

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones
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1. Representa estas funciones:
a)y=2x3-3x2-12x+8
b) y =-3x%+ 4x3 +36x2-90

)y =x%+4a3

a) fl(x) =6x?-6x-12=0 - x, =-1, x,=2 I
Maximo en (-1, 15). II
Minimo en (2, —-12). TN ]

—
—
R
=
D
N

b) f1(x) = —12x3 + 12x% + 72x = -12x(x?> —x — 6) = 0

x=0
_1xV1+24 _ 125 __—x=3 T
2 2 T~ x=-22 \
Miaximo en (=2, =26) y en (3, 99). = /,c N

Minimo en (0, —90).

2
<=}
[

-0
O f1@0) = 4x® + 1267 = 4w+ 3) =0 < T _ N

D
~

Minimo en (=3, —27).

Punto de inflexion en (0, 0).

S =0 —)xS(x+4)=o<§Z?4 \\// bo

)

Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (=4, 0)
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1. Representa las siguientes funciones racionales, siguiendo los pasos de la pagi-
na anterior:

x2+3x+11 b)y=x2+3x
x+1 x+1

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0

a)y=



1 xZ2+2 x2-1
dHy=—1 ey=2*2 =
)y x%2+1 )y x%-2x Dy x

Qx+3) (x+1D—(x2+3x+ 1D 262+ 2x + 3x + 3 —x%—3x—11

a) f(x) = = =
/ (x + 1? (x + 1)?
2 _
IFCRE Ly S
(x + 1)?
Maximo en (=4, -5). {15
Minimo en (2, 7). 131 - =
Asintota vertical: x = —1 A
/—&;A4 ' 4 R
Asintota oblicua: y = x + 2 = 1o
2o
I

Qx+3)(x+ 1D —(x?+3x) _ 2x2+2x+3x+3—x2-3x
b i — = =
) f1(x0) TR e

_ X2+ 2x+3 £0

(x + D?

Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (=3, 0)

\
\
\

Asintota vertical: x = -1 F 1=

Asintota oblicua: y=x+ 2 11

C)f'(.X') _ Zx(xz + 1 —x2%2x _ 2x3 + 2x — 2x3 2x

(XZ + 1)2 (XZ + 1)2 - (xz + 1)2

Minimo en (0, 0).

Asintota horizontal: y =1

() = ——2X -
d)f(X)—m - x=0

Maximo en (0, 1). —] ™~

N

He

Asintota horizontal: y =0

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0




2 _ (22 _ 3 sin2 _ a3 2 _
) fi(x) = 2x(x°=2x) —(x*+2) 2x—2) _ 2x°—4x"—2x°+2x"—4x+4

(x2 = 2x)? (x2 = 2x)2
_—2x2—4x+4=0_> =_2¢\/E=/X1=0,75
(w2 = 2x)2 ¥ 2 T~ x,=-273

Maximo en (0,73; =2,73).

Minimo en (-2,73; 0,73).

Asintotas verticales: x =0, x =2

Asintota horizontal: y =1 2

f) e Dominio = R — {0}

e Asintota vertical:

_ox2-1
lim = —oo
x =0 X . .
) x =0 es asintota vertical
_ x°—1
lim = —oo
x— 0" x2

e Asintota horizontal:

_oxt-1

y= =1- i; » =1 es asintota horizontal
x? x?

Cuando x — -0 p<1; ycuando x — +oo p<1.

Por tanto, la curva estd por debajo de la asintota.

e Puntos singulares:

£ = 2x-x? —(xr—1)2x _ 2x3 203 +2x _ 2x _ 2
xt xt xt X3

[0 #0 — f(x) no tiene puntos singulares

Observamos que f/'(x) <0 si x<0; yque f'(x) >0 si x>0. Luego la fun-
cion es decreciente en (—eo, 0) y es creciente en (0, +eo).

e Corta al eje x en (-1, 0) y (1, 0).

e Grafica: 2 T

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

1 Calcula la tasa de variacion media de esta funcion en los intervalos:

a) [-2, 0]
/
b) [0, 2]
P 5 92,5l
, ORI
a) T.V.M. [-2, 0] = o ===
S-S g3 3
DIT.V.M. [0, 2] = = ——— = === = -5
_SO/D 10 2
o) T.V.M. [2, 5] = — =53

2 Halla la tasa de variacion media de estas funciones en el intervalo [1, 3] e
indica si dichas funciones crecen o decrecen en ese intervalo:

a) f(x)=1/x b) f(x) = (2— x)3
Af(x)=x%?-x+1 d) f(x) =2%

@ Sila T.V.M. es positiva, la funcion crece.

D _ [ =fD

VM. 1,3 = L (3;

-1 2
a) T.V.M. 1, 3] = 1/32_ L —% — Decrece
-1-1
b) TV.M. [1, 3] = 5 = -1 — Decrece
7-1
c) T.V.M. [1, 3] = > 3 — Crece
8-2

dTV.M. [1, 3] = — =3 — Crece

3 Dadalafuncion f(x) = x%—1, halla la tasa de variacion media en el interva-
lo [2, 2 + hl.

T.V.M.[2,2 + h] = f(2+hﬁ—f<2) _ 4+h2+ﬁh—1—5 b4

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones Q




4 Comprueba que la T.V.M. de la funcion f(x) =—-x2 + 5x -3 en el intervalo
[1,1 + h] esiguala —h + 3.

Calcula la T.V.M. de esa funcion en los intervalos [1, 2], [1; 1,5], utilizando la
expresion anterior.

TV.M. [1,1+h] = f(1+hﬁ—f(1) _ —(1+h2+2h);5+5h—5—1

=3-h=-h+3
TVM. [1,2] =2
TV.M. [1; 1,5 = 2,5

5 Compara la T.V.M. de las funciones f(x) = x3y g(x) = 3% en los intervalos
[2, 3] y [3, 4] y di cual de las dos crece mas en cada intervalo.

Para f(x): T.V.M. [2, 3] =19
T.V.M. [3, 4] = 37

Para g(x): T.V.M. [2, 3] = 18
T.V.M. [3, 4] = 54

En [2, 3] crece mas f(x).

En [3, 4] crece mas g(x).

6  Aplicando la definicion de derivada, calcula f'(-2) y f'(3), siendo:

f(x)=2x_3
5
2(2+h-3 7
: _ . f(=2+h)-f(=2) _ 5 5 . —4+2h-3-7 _
D) = = = =
S hhzio h h thno 5h
2 2
= l’ = ==
thOS 5
2(3+h)—5_2
s = e JB+h) -3 _ 5 5 . 6+2h-3-3 _
S hhzlo 0 - hhffo_ o
= [im e
h—0 > 5

7 Halla la derivada de las siguientes funciones en x = 1, utilizando la defini-
cion de derivada:

a) f(x) =3x%2-1 b) f(x) = (2x + 1)?
o) f(x)=3/x d) f(x) =1/(x+2)

Unidad 12. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones 0



10

11

12

3(1+h?-1-2

o SO D)

(D = 1 =
DS h—0 h h@o h
_ gy 3A+h2+2-3 . 3+3h*+6h-3 _
h—->0 h h—o0 h
- lim hGh+6) _ .
h—0 h
b ) = o LA =SD g, QAW DP9
h—>0 h h—>0 h
2 2
_ gy @h#32-9 . 4h?+9+12h-9 _ . hGh+12) _ .
h—0 h h—0 h h—=0 h
N - g SA+b-fO _ . 3A+h-3 _ . 3-3-3h _
1 - N o = = —_ = e =
oS hl@o h hhi?o h hh;no h(1 +h) 3
1 1
A +h) - fD _ 1+h+2 3
D = g LSLEWSD -
S hlzlo h h@o h

im S=h=3 __1
h—o 3(h+3)h 9

Halla el valor del crecimiento de f(x) = (x—3)? enlos puntos x=1y x=3.
S0 =2(x—-3)
(D =-4; f'3)=0

Halla la pendiente de la tangente a la curva y = x? —5x + 1 en el punto de
abscisa x =-2.

[0 =2x-5 m=f'(-2)=-9

Halla la pendiente de la tangente a la curva y = 4x — x? en el punto de abs-
cisa x=2.

S0 =4-2x; f(2)=0

Comprueba que la funcion y = x?—5x + 1 tiene un punto de tangente hori-
zontal en x = 2,5.

flx)=2x-5=0 > x=25

Comprueba, utilizando la definicion, que la funcion derivada de las siguien-
tes funciones es la que se indica en cada caso:

a) f(x)=5x — f'(x)=5 b) f(x) =7x% — f'(x) = 14x

Of(x)=x2+x — f1(x)=2x+1 d)_f(x)=% S fa)= =2

3
x2

Unidad 12. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones °



D fe) = fgm LEXW S e S -Ssx o SerShoSe
h—0 h h—-0 h h—0 h
_5h
= lim — =5
h—o h
i - 2_ 9,2
b)) = Jim LEFED S e T 2 -Tx?
h—0 h h—o0 h
2 2 2 2
= lim 7(x=+ h*+ 2xh) — 7x= _ lim 7h* + 14xh  _
h—0 h h—0 h
h—>0 h

o) ') = lim M= iy CHP o) - )

h—0 h—0 h
- im x?+h*+2xh+x+h-x?-x _ lim h?+2xh+h _
h—0 h h—0 h
= g hF2x+ Doy
h—>0 h
5 3
DS = lim NACRS VN LCI lim —x+h * o
h—0 h h—0 h
3x—3(x +h) 3x — 3x — 3h -3h
= [lim —X(erh) = [lim —x(x+h) = lim —x(x+h) =
h—0 h h—o0 h h—o0 h
= [lim __Sh lim 2 -3
hoo hx(x+h 59 x(x+h  x2
13 Sabiendo que la derivada de f(x) = Vax es f'(x)= %, responde:
2Vx

a) ¢Cual es la ecuacion de la tangente en x = 1?
b) ¢Tiene f puntos de tangente horizontal?

¢) ¢Es creciente o decreciente en x = 4?
1
aym=f"(1) = > g =1

La recta es: y=l(x—l)+1=lx—l+1=lx+l
2 2 2 2 2

b) No, puesto que f"(x) # 0

S

1
2N4 4

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0

> (0 — Es creciente en x = 4.

o) f1(4D =



14 Halla los puntos singulares de la funciéon y = 2x3 —3x2 + 1, de la que cono-
cemos su derivada y'= 6x2—6ux.

Y'=0 — x=0, x=1. Puntos (0, Dy (1, 0.

Reglas de derivacién

Halla la funcion derivada de estas funciones y calcula su valor en los puntos que
se indican:

15 y=2x3+3x%2-6; x=1
y'=6x%+6x; (1) =12

16 y=cosQx+n); x=0
y'==2sen2x+m); »'(0)=0

17 p=X s x=—17
y 3 +\/§ X 3
=1 /(_£)=l
N 3 N 3 3

18 y=;- x=0

x x
19 y=sen = +cos —; x=n

2 2
2 Lo X Zgen X))y = -1
y'= = |cos sen =y ()
20 y=—2 . x=1
eI
=2(x+ 3% > y= -6+ 3t 0
o ro x+ 3
I(— =i=i
YD =98= 3

3
21 y=x—+%x2—%; x=2

2 L o=
X+ 3x 2,y(Z) >

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0

2
= 2
r=a



22 y-=

Pagina 323
23 y=xsen(n—x); x=%
y'=sen(m —x) + xcos(n—x) - (=1) = sen(n — x) — x cox (N — x)

)

24 y=(GBx-2); x= 1

5
y'=1506Gx - 2)% y’( )= 15

\J\l»—\

_X*5 ._

25 y x_5 ¥ 3
-10 5
R O
M 2

Halla la funcion derivada de estas funciones:

26 a)y=—ex+ze_x b) y = (x2—3)3
R b) ' = 6x(x? - 3)?
3_ .2
27 ayy==% —2x b)y=vVx2+1
X
- ~ 7 ! = x_
a)yY'=1 (i x#0) b) y N
28 a)y=(x + 6)2 b)y=sen\/;
Dy = . 2 b) ' = cos\/;
33+ 6) 2\x

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones



29

30

31

32

33

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones

3

a)y= b)y=7%*1.ex
1-—x?
D y=-3(1—x)V2 = 34— x232 . (ox) = X
Y Y 2 V(1 = x2)3

b)y'=7%* 1 In7 e+ 7o X (D) =7 e (InT7 - 1)

)y=3ix+% b)) y=m3x+e'™
Vo

11 3 0= 1 _1 . e

a)y' = + & b) = = + V¥ -1 4
w3 P S
x 2

a)y=( ) b)y=e*-i1gx
1+ x?

a)y’=2( x ),1+x2—x-2x= 2 1-x* _ 2x(1-x?
1+ x? (1 + x?)? (1+x%  (1+x2? 1+ x2)3

b) y'=2eigx+ e (1 +1g2x)=e?Qigx+1+1g2x) =e* (1 + igx)?

x3
=—0 b) y = cos? x + eS"*
a)y i_1? y
L3 (- 12 —x3 20 —1) _ 3x*(x—1)—2x3 _ 3x3-3x%-2x3
2 y'= 7 - - 3 -
(x-1 (x—1)3 (x-1
o oxd—3x?

(x—1)3

b) y'= 2 cos x (=sen x) + e~ - cos x = cos x (=2 sen x + e*"'¥)
y

- x?’ = ﬁs, 1-x
ay= 24 b) y (2) e

X3\ 1 x4 a3 2 _
D= RS 4 (2~ 42 )

=l(x2—4)1/2 axto12w2-2xt 1 1 wto12a?
2 x5 (x2 — 4)? 2 x3 (x2— 4
_ o xt—12a?

2Vx3(x2 — 4)

2 203 _ 1-x
=%917X(3—x)= x*B-x)e

8



34

35

36

37

38

2
a)y=senﬂ b) y = log —*—
2 3-—x

a)y'=0

b) y = log x% — log(3 — x) = 2 log x — log (3 — x)

ye2 . 1
xIn 10 3 -x)In10
a)y=tgd x> b)y=Vinx

)y =31g%x%(1 +1g% x?) - 2x = 6x1g% x% (1 + 182 x?)

by —
2xNiIn x
_ x? _ 2
a)y—arcsen? b)y=arctg(x“+1)

1 o 2x 2x/3  _ 2x

DY = ——— = = =
Y V1 —(x2/32 3 Vi-x%9  No—xd

b) y'= 1 c2x = 2%
1+ (x?+ D2 1+ (x?+ D2
a)y=arccos% b)y=arctg7x
2y = -1 e D Ve S 1
Vi-(/x0?r 22 N1-1x? xx?-o
1 1 1
b) y’ =7 = 3\ = =
1+ (a2l Ve avxa+ 4y Vx G+
a)y=\Varcig x b) y = arc cos e™*
Dy - 1 1 1
2Narcigx (A +xH 20 +xHVarc tg x
b y=—L e (=
1—e2 1—e2x

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones



39 a)y=Vx+Vx b)y=arctg(1_x)

1+x

1 _ 1 ,(2\&+1) 2Vx+ 1

/= . + 1 - —
DY 2Vx + \x (1 2\/§) 2Vx + \x 2% 4Vx - Vx + Vx
2Vx+1 _ 2Vx+1

4\ (e + V) 4t x\x

b)y’= 1 -1 +x0)-0A-x)
1+ (1 =20/ + 0P (1 + x)?
_ 1 o l-x-1+x
1+ (1 - 202/ + x4 (1 + x)?
(1 + x)? -2 -2

A+xP2+0-x? A+x?% A+x2+0-x)?

-2 -2 -2 -1

1+x2+2x+1+x%-2x 2x2 + 2 2(x%+ 1) x%+1

PARA RESOLVER

40

ALOR (en miles|de euros

Vi
ol\
\

=3

/V

1 234567 8 91011 | 1iIEMPO (en afios)

Los coches, una vez que se compran, empiezan a perder valor: un 20% cada
afo, aproximadamente. Esta grafica muestra el valor de un coche desde que
se compro hasta 12 afios mas tarde. Calcula lo que se deprecia el coche en
los dos primeros afios, entre los afios 4 y 6, y entre los afios 8 y 10. ;Es cons-
tante la depreciacion?

Depreciacion: [0, 2] — 9000 €
4, 6] — 3500 €
8, 10] — 1500 €

La depreciacion no es constante.

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0



41

42

43

44

45

46

47

Halla los puntos en los que la derivada es igual a 0 en las siguientes funciones:
a)y=3x%2-2x+1 b)y=x3-3x

Ay =6x-2=0 — x= L Punto(l, E)
3 373

b)y' =3x2-3=0 — x=-1, x=1. Puntos (-1, 2) y (1, =2)

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x2—-5x + 6 en el punto
de abscisa x = 2.

Y=2x-5 m=)(2)=-1, y2=0

Larectaes y=—-(x—-2)=2-x

Escribe la ecuacion de la tangente a y = —x2 + 2x + 5 en el punto de abscisa
x=-1.

Y==2x+2; m=y'(-D =4, y(1)=2

Larectaes py=4(x+1)+2=4x+06

Escribe la ecuacion de la tangente a y = x% + 4x + 1, cuya pendiente sea
igual a 2.

YP=2x+4=2 5 x=-1; y(-1)=-=2

Larectaes y=2(x+1)—-2=2x

Halla la ecuacion de la tangente alacurva y=Vx+1 en x=0.

y/=;; m=y’(0)=l, y@@ =1
2Vx + 1 2

Larectaes y= %x+ 1

La tasa de variacion media de una funciéon f(x) en el intervalo [3, 3 + h] es

igual a % ¢Cual es el crecimiento de esa funcion en x = 3?
vay_ g 2=3h _
YAE)) hlzzzo P

Escribe las ecuaciones de las tangentes a la curva y = x3 — 3x que sean pa-
ralelas a la recta 6x —y + 10 = 0.

@ La pendiente de la recta es el coeficiente de x cuando la y estd despejada.
y’=3x2—3=6 - x=—\/€, X = \6 Puntos: (—\/3,0) y (\/5,0)
Rectas: y = 6(x+ \/g), y= 6(x— \/g)

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones Q



48 Escribe las ecuaciones de las tangentes a la funciéon y = 4— x? en los puntos
de corte con el eje de abscisas.
Puntos de corte con el eje de abscisas: 4 —x?=0 — x=2, x=-2
Puntos (2, 0) y (=2, 0)
Y'==2x, ') =-4, y'(-2)=4
Las rectas son: eEn x=-2, y=4x+8
eEn x=2, y=—-4x+38
Pagina 324
49 Halla los puntos de tangente horizontal de la funcion y=x3-3x2-9x—1.
P=3x2-6x-9=0 = x=-1, x=3.
Puntos (-1, 4) y (3, —28).
50 ¢En qué puntos de y = 1/x la tangente es paralela a la bisectriz del segundo
cuadrante? ;Existe algin punto de tangente horizontal en esa funcion?
y'= —LZ -1 - x=-1, x=1. Puntos (-1, ~D y (1, 1.
X
No existe ningin punto de tangente horizontal, pues )’ = % =0 no tiene solucion.
X
51 a) ¢Cuiles la derivada de y = 2x—8 en cualquier punto?
b) ¢Cuanto ha de valer x para que la derivadade y = x?—6x + 5 seaigual a 2?
c) ¢En qué punto la recta tangente a la grifica de la funcion y = x%—-6x +5
es paralela alarecta y = 2x + 8?
a) y'=2
b) y=2x-6=2 - x=4
¢) En el punto (4, -3).
52 ¢En qué puntos la recta tangente a y = x3 — 4x tiene la pendiente igual a 8?
P'=3x2-4=8 - x=-2 x=2
Puntos (=2, 0) y (2, 0).
53 Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = 2_x1 que son
x —

paralelas a la recta 2x + y=0.

2x—-D-2x _ 2
(x - D? (x - D?
En (0, 0), y = -2x

En(2,4), y=-2x-2)+4=-2x+8

=2 5 (x-12=1 5 x=0, x=2

y' =

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones e



54

55

56

57

58

Halla f’ en los puntos de abscisas -3, 0y 4. l\
@ Halla las pendientes de las tangentes trazadas en esos \ Y
puntos. \ A
[ =3, [ =2, [ =2 AL
\
-2 2 4

Indica, en la grafica del ejercicio anterior, los puntos en los que la derivada
es cero.

En x =1, ¢la derivada es positiva o negativa? ;Y en x = 3?
f'x) =0 en (=2,2)yen (2, 7).

En x =1 la derivada es positiva. En x = 3 es negativa.

¢Existe algin punto en esta funcion en el que la derivada sea 7
negativa?

Compara los valores de f'(-2), f'(2) y f'(0).

[\

No, pues es creciente.

J'2) < f1(0) < f1(2)

La ecuacion de la recta tangente a una funciéon f(x) en el punto de abscisa
x=2 es4x—3y+1=0. ;Cuales el valor de f'(2)? ;Y el de f(2)?

@ Halla la pendiente de esa recta y ten en cuenta su relacion con la derivada.

4x + 1
3

La recta tangente es y =

S =3

; su pendiente es % = f"(2)

Indica en cada una de estas funciones los valores de x en los que f’ es po-
sitiva y en los que f' es negativa.

(V]

>

N

@ Observa su crecimiento y decrecimiento. La primera crece si x < —I.
a) />0 si x<-1

f1<0 si x>-1
b) f/>0 si x<0

f'<0 si x>0

O [">0 si xe (=, -1 U, +o0)
f'<0 si xe(=1, D

Unidad 12. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones Q



59 Representa una funcion y = f(x) de la que sabemos:

e Es continua.

o lim f(x)=+oco; lim [f(x)=—oco

X — —oo0 X > +oo

e Tiene tangente horizontal en (-3,

2)yen(l,5). \
Indica si los puntos de tangente A
horizontal son maximos o mini- N\ /
mos. NV

(=3, 2) es un minimo.

(1, 5) es un maximo.

60 De una funcién polinémica sabemos que:

o lim f(x)=+e; lim f(x)=+oo

X — —oo X — too

e Su derivada es 0 en (-2, 2) yen (2, -1).

e Corta a los ejes en (0, 0) y en (4, 0).

Represéntala graficamente.

\\

61 Representa la funcion continua y = f(x) de la que sabemos:

e En los puntos (-1, -2) y (1, 2) la tangente es horizontal.

e Sus ramas infinitas son asi:
~~
~

i

I
/

/

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones



62 Comprueba que la funcién y = (x —1)3 pasa por los puntos (0, -1), (1, 0) y
(2, 1). Su derivada se anula en el punto (1, 0). ;Puede ser un maximo o un

63

minimo ese punto?

') =3 -D*% y() =-1 — pasa por (0, -1)
y(1) =0 — pasa por (1, 0)
y(2) =1 — pasa por (2, 1)

Yy =0

El punto (1, 0) no es ni maximo ni minimo.

2

Comprueba que la funcién y = = tiene dos puntos iz
de tangente horizontal, (-1, —2) y (1, 2); sus asintotas son ——
x=0 e y=x ylaposicion de la curva respecto de las
asintotas es la de la derecha. Represéntala. ' \
B 1
y=x+ - )
/A
2 _ a8

JYZE U S et S, SN yA

xz XZ 4/

P4

Puntos (-1, -2) y (1, 2).

lim f(x) =+ [im [f(x) = —oo

x = 0" x =0 ”
Asintota vertical en x = 0. /)/
/7'
Asintota oblicua en y = x Wl
,),
/),

Pagina 325

64 Comprueba que la funcion y =

2x?%
x2+1

¢ Tiene derivada nula en (0, 0).
e Larecta y =2 es una asintota horizontal.
e Posicion de la curva respecto a la asintota:
Si x = —oo, <2
Si x — +oo, y<2

Represéntala.

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones



dx(ax?+ 1D —2x0(x?) _ 4x
(x2+ 1)2 (x? + 1)2
Y@ =0; »0=0

°y'(x) =

p 2x2
e [lim +=2
x>t X°+ 1

65 Completa la grafica de una funcion de la que sabemos |
que tiene tres puntos de tangente horizontal:

2] 0oy (33)

Y que sus ramas infinitas son las representadas. — |

f’
AN

A\
—7

66 En cada una de las siguientes funciones, halla los puntos de tangente ho-
rizontal y, con ayuda de las ramas infinitas, decide si son maximos o mi-

nimos.

Represéntalas:

a) y=x3-3x2 b)y=x3-3x+2

o) y=x%+4x3 d)y=x3-9x2+24x—-20
e y=12x—-x3 f)y=—x%+x2

g y=x3-6x3-8x-1 h)y=x%—8x2+2

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 6



a)y' = 3x% - 6x
P (@) =0 < 3x2-6x=0
{x=0 — f(0)=0 - (0, 0)
x=2 > f(Q)=-4 - (2,-4

lim  (x3—3x%) = -
X = —oo

lim  (x3—3x2) =+
X = +oo

b)y'=3x%?-3
P(x) =0 & x=+1
{f(1)=0 — (1,0
D=4 - (1,4

lim (x3—3x+2)=—c
X = —oo

lim (x3—3x+2)=+eo
X = +oo

o Y = 4x3 + 12x72
Y =0 &

@{x=0 — [(0)=0 — (0, 0)

x=-3- f(-3)=-27 — (-3,-27)

im  (x*+4x3) = lim (x* + 4x3) = +oo

X — —oo X — +oo

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones

|
- |
5 |
|
4 | D
/
/
VE X
IR
|
|
- |
—|3x + 2 I
JAR
/
4
{ 5
|
|
I
T i 4
1
| 22
I 1(\
|
[ 114
e
17/




d)y'=3x2-18x + 24; P'(x) =0 &

6+V36-32 _6+2 __—4
2 2 2
{f(4)=—4 — (4, —4)
=0 = 2,0
lim (X3 = 9x + 24x — 20) = —co

X —> —oo

— X =

lim (3 —9x2 + 24x — 20) = +oo

X — too

ey =12-3x% () =0 & x=422
{ f(2) =16 = (2,16)
f(=2) =16 — (=2, -16)

lim (12x — x3) = +oo
X ——oo

lim (12x — x3) = —e
X = +oo

£y =—-4x3+2x; Y =0 &
x=0 - f(0O)=0 — (0,0

@y =5x1-18x2-8; y(x)=0 <
- {x= 2 5 f()=-33 - (2,-33)
x=-2 — f(-2)=31 - (-2, 3D

lim (x> —6x3-8x—1) =—c
X —>—oo

lim (x> —6x3—-8x—1)=+c0
X —> too

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones
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h)y' = 4x3 - 16x; y'(x0) =0 &

4

x=0 - f(O=2 — (0,2 .
S 1x=2 > fQ=-14 > 2,-14
=2 = f(-2)=-14 — (=2, -14)

£

Iim  (x% —8x2 + 2) = +oo
X —> +oo

lim (x*—8x2+2)=—c
X —> —oo

67 Representa estas funciones hallando los puntos de tangente horizontal y
estudiando sus ramas infinitas:

a)y=x3-2x%+x b) y =—x*+2x2
1
Jy=— % dHy=——
Y x2+5x+4 Y x2-3x+2
x 2x?2
y=—X _ £)y-=
)y (x +5)32 )y x+2
Y =3x2-4x+1=0 —>x=%, x=1 /
= xP -4 2x2|+ I
Puntos de tangente horizontal: 1
/
1 4
2 4 a
(5’ 27)’(’0) —~
B
lim (x3 = 2x% + x) = +oo
X = +oo
lim (X3 —=2x%+x) = —o /
X — —oo
b)y' = —4xd + 4x = —4x(x? -1 =0 — = Eaf 4 262

- x=0, x=1, x=-1

Puntos de tangente horizontal:

-1, D, 0,0y @A, D

lim  (=x* + 2x%) = —oo
X = +oo

lim  (=x* + 2x%) = —oo
X —> —oo

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0



x2+5x+4-xQx+5) _

—x%+4

O'= (x2 + Sx + 4)2

(x2 + 5x + 4)?

=0 - x=2, x=-2

Puntos de tangente horizontal: (-2, 1), (2, %)
lim ——t——=0
X+ X2+ 5x+4 \\ i
| | X
lim —=—— =0 ]
x> X2+ 5x+4 ,I ARk
- L4 —p 1
\
-Q2x-3) 3
Dy =—2=3 _o5 5 x=3
Y T 3x+ 22 2
Puntos de tangente horizontal: 1 \
9 i
2 |
lim ———— =0 : >
x> teo X% —3x+ 2 I e —3ad + (———i\
i 1 TH
X —>—o X2 —3x+2
2 5
&y = (x+5)" —x i(x+5) _
(x+5) L
5-x \\\_( . )
= "2 =0 5> x=5 2
(x+5)3
=
Puntos de tangente horizontal: \ - SNEi
b L) f
"’ 20
lim —X— =0, Ii X =

X b (x + 5)2 w e e+ 572

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones
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Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones

4x(x + 2) — 2x2 2x2% + 8x 2x(x + 4)

f) y'= = = =0 5> x=0, x=-4
7 (x+ 2 @+2? (27
Puntos de tangente horizontal: :
(-4, -16), (0, O)
242 0 4(
lim =2x-4 r E Ppa
X — oo N 7
(asintota oblicua) \ o
\\
-6 4 — D
"1 \ o
\

Comprueba que estas funciones no tienen puntos de tangente horizontal.
Represéntalas estudiando sus ramas infinitas y los puntos de corte con los
ejes:

x—3 x2-1 x3 1
a)y - By=2=1 9y * 4 @y-_—1
)y X+ 2 )y x )y 3 )y (x—2)?
5 |
a)y=———=0
Y (x + 2)? . 3 6
Los puntos de corte son: // 4
3 =t 2
0,-2] 3,0 =]
0-3) 6.0 N
—10] - 6| 4 —. 4/ 4
N
|
|
2 4 1 7
b)y'= x—z #0 7
X _laxp 41 - /7
1= /|
Los puntos de corte son: 4 7
(1,0), (1,0 2
1 [ [ DA, - )
l(' o)
v
rd
vd
/ ‘
7 6
4




Y =x*+4%#0 l'
El punto de corte es: (0, 0) == 4 :,I
/
6 | 4 | 4
|
|
|
dy=—=2 20 N Hl i
(x-2)° SN P T D2
El punto de corte es: (0, %) 1 [ ol )
69 Estudiay representa las siguientes funciones:
x x
ay=——— b)y-=
Y x%-16 YTz x?
x+2 (x—1)>?
C =_ * & d =\Ar=2J
)y x2—-6x+5 )y x+ 2
_x2-1 _ 2
ey T2 )y PR
_ x?2 _ 2
8y x2—4x+3 Y (x—2)?
x“=—x+1 . x%2-5
Dv= =
)y x2+x+1 ])y 2x—4
Dy = x?— 16 Y]

(x% - 16)? Ml R
Asintotas verticales: x =—-4, x =4 6
Asintotas horizontales: y =0 !

No hay asintotas oblicuas ni puntos de tan- \\\

gente horizontal. ~ B N X
5 \
4
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2 4 1 Y
pyy'= X
(1 - x2%)?
Asintotas verticales: x =1, x=-1 . T ~
Asintotas horizontales: y =0 AP /
No hay asintotas oblicuas ni puntos de tan-
gente horizontal. 32 Al 1
- /
1B
[
5
L X% —4x+ 17 ik :
Y= e 1 ' '
(x*—6x+5) T .
- . V= ] ' '
Asintotas verticales: x =5, x=1 % H :
Asintotas horizontales: y =0 o /I
A1 [ .
No hay asintotas oblicuas. = T VR
Sus puntos de tangente horizon- . .
tal son, aproximadamente: 1
(=6,58; —0,052), (2,58; -1,197) ; HA N [
2 4 ha Y]
dy' = X%+ 4x . 5
(x+2) 5 =
Asintotas verticales: x = -2 Y 2
Asintotas oblicuas: y = x—4 o
No hay asintotas horizontales. -
\ 7
Sus puntos de tangente horizon- AN o
N ——

tal son:

(1, 0), (-5, 12)

Yn

D

N
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Lo x%+4x+1
ey =->-——""

(x + 2)?

Asintotas verticales: x = -2

N\,

[\S)

Asintotas oblicuas: y=x—2

“\,

No hay asintotas horizontales.

Sus puntos de tangente horizon-

tal son, aproximadamente:

~

(=0,26; —=0,54), (=3,73; —7,46)

,
-7

2x
)y = —="
Y (1 - x2%)?

Asintotas verticales: x =1, x=-1
Asintotas horizontales: y = -1

No hay asintotas oblicuas.

Sus puntos de tangente horizontal son:

0, 0

e

—4x% + 6x

2y'=

(x2 — 4x + 3)?

Asintotas verticales: x =3, x=1

Asintotas horizontales: y =1

No hay asintotas oblicuas.

il

Sus puntos de tangente horizon-

tal son:

0, 0), (% —3)
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4x Y
(x—-2)3 2

Asintotas verticales: x = 2

h)y' =-

>

Asintotas horizontales: y =1

no
Te—

No hay asintotas oblicuas.

Sus puntos de tangente horizon- 1L ] X
tal son: (0, 0)

2x% -2 Y

Doyr- =2
Y (X2 + x + 1)? 2ol ] lg

*®
*®

Asintotas horizontales: y =1 4

No hay asintotas verticales ni oblicuas.

Sus puntos de tangente horizontal son:

4} oo

2x2 - 8x + 10
_ 2 i -+ Dl
Qx—4) S

poy=

Asintotas verticales: x = 2 L
>

Asintotas oblicuas: y = % +1

No hay asintotas horizontales ni puntos de Bz = ]
tangente horizontal. T 2

70 Halla una funcion de segundo grado sabiendo que pasa por (0, 1) y que la
pendiente de la recta tangente en el punto (2, —1) vale 0.

@& Llama a la funcion f(x) = ax? +bx +c y ten en cuenta que f(0) =1, f(2)=-1 y

f@-=o.

S =ax?+bx+c

S0 =2ax+ b

=1 > 1=c a=1/2
f2)=-1 > -1=4a+2b+c  b=-2
f(2)=0 - 0=4a+b c=

La funcién es f(x) = %xz —2x+ 1.

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0



71 Halla el vértice de la parabola y = x> + 6x + 11 teniendo en cuenta que en
ese punto la tangente es horizontal.

[l =2x+6=0 > x=-3
Punto (=3, 2).

72 Determina la pardbola y = ax? + bx + ¢ que es tangente alarecta y=2x-3
en el punto A(2,1) y que pasa por el punto B(5,-2).

JS(x) = ax?®+ bx+c

fi(x) =2ax+b
f2D=1 > 4a+2b+c=1 a=-1
f(2)=2 - 4a+b=2 b=06

f(3)=-2 = 25a+5b+c=-2 c=-7
La funcion es f(x) = —x? + 6x— 7.

73 Halla el valor de x para el que las tangentes a las curvas y=3x%2—-2x+5 e
y = x?%+ 6x sean paralelas y escribe las ecuaciones de esas tangentes.

- 2 /=
y—3x —2x+5 %y—6x—2}6x_2=2x+6$x=2
y=x?+6x = y'=2x+6
Para y =3x?—2x+5 latangente en x=2 es:
y=10(x-2)+13 - y=10x-7
Para y =x?+ 6x la tangente en x =2 es:
Y=10(x-2)+16 — y=10x-4
74 Halla a,b y c en f(x)=x3+ ax?+ bx + ¢ de modo que la grifica de f ten-
ga tangente horizontalen x=-4 yen x =0 y que pase por (1, 1).
S =x3+ax?+bx+c
S1(x) = 3x2 + 2ax + b
S/ =0 — 48-8a+b=0]| a=06
f1 =0 —b=0 b=0
f(Hh=1 5> 1+a+b+c=1 c=-6

La funcion es f(x) = x3 + 6x2 — 6.
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75 Halla la funcion derivada de las siguientes funciones:
a)y=3x2+1 b)y=5\/;
_eY+e™ X
Dy 2 Dy Inx
e)y=1\senx f)y=cos3Q2x+1)

Unidad 12. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones 6



)y =3"*1.2x In3

by=5% 1.5

2Nx

eX —e™

o)y = 5

d)y' = mnx-—x-1/x _ Unx)-1

(In x)? n?x
ey = b osx- XX
2Nsen x 2\sen x

) y'=3cos?Qx+ 1) - (=sen Qx + 1)) - 2 =—-6 cos®> 2x + 1) - sen(2x + 1)

76 Aplica las propiedades de los logaritmos para derivar las siguientes funciones:

_ox2+1 _ x
M= Dy=in\
—58)3
C)y=lnxe‘x d)y=logM
x
e) y = log(tg x)? f)y=Inx~
ADy=mhx?>+1D-mhx*-1
_2x  2x  _ 2x7-2x-2x-2x _ —4x
x?2+1 x?-1 x*t -1 xt -1
b)y=%[lnx—ln(x2+l)]
y/=l[1— 2x =l[x2+1—2x2 _1-x?
21lx x2+1 2 X3+ x 2x3 + 2x
Oy=nx+ne*=Inx-x
1 o _1-x
YT x
dy=3log Bx-5) —logx
PP S HEE S S A N
Y 3x-5 m10 x 10 I[n10 [3x-5 x
1 9x—-3x+5 _ 6x +5

T 10  (Bx?-5x) I 10 Ga? — 5%)

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones @



77

78

79

e)y=2log (1g x)

1+ g% x 1 2(1 + 182 %)

/=2. . =
Y 1g x n 10 1gx - In 10

Hy=xlnx

=nx+1

R~

Y=hx+x-

Dada la funcion f(x) = x3—6x2 + 9x + 4, obtén su funcién derivada y estu-
dia su signo. ¢Cuales son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
Sf? ¢Tiene f maximo o minimo?

S0 =3x?—12x+ 9 =3(x? —4x+3)=3(x—-1) (x-3)
S0 =0 > x=1, x=3

') >0 — (=, DU (3, +0) — Intervalos de crecimiento.
S0 <0 — (1,3) — Intervalo de decrecimiento.

Miximo en (1, 8) y minimo en (3, 4).

Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = 3x3 —18x + 1.

S = 9x% =18 = 9(x% - 2)

10 =0 - x=V2, x=-V2

f100) >0 — (—eo, —\N2) U (W2, +00) — f(x) creciente
[0 <0 = (2, V2) = f(x) decreciente

Estudia el crecimiento y el decrecimiento de estas funciones analizando el sig-
no de su derivada:

a)y=x;3 b)y=x2-5x+3
2

C)y=3'x_—42'x+1 d)y=1+2x_x2

e y=x3 y=(x+1*

y=2-xy h)y=0B-x)

a)y'= % Creciente para todo x.

/= 5 5

b) y’=2x—5. Decrece en |—eo, 5 Crece en > +oo],

oy = Sx— 1 . Decrece en (—oo, l) Crece en (l, +oo).
2 3 3

d)y'=2-2x. Crece en (—oo, 1). Decrece en (1, +eo).
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e) y' = 3x2. Creciente para todo x # 0.

£) y'=4(x + 1)3. Decrece en (—oo, —1). Crece en (—1, +o0).

2) y'=-5(2 — x)* Decreciente para todo x # 2.

hy'=3G3-x)? (D=-33-x% »'<0 para x#3; =0 en x=3.

La funcion es decreciente.

CUESTIONES TEORICAS

80 cCalculala T.V.M. de f(x) = 3x —2 en los intervalos [-1, 2], [1, 3] y [-3, 4.
Justifica por qué obtienes el mismo resultado.

TVM. -1, 2= 4 ; > -3
TV.M.[1, 3] = 7—;1 =3
TVM. [-3, 4] = 107;“ -3

T.V.M. = 3 para todos. La funcion es una recta de pendiente 3.

81 Dibuja una funcion que tenga derivadanulaen x=1 yen x=-1, derivada
negativa en el intervalo [-1, 1] y positiva para cualquier otro valor de x.

[N

82 Pon ejemplos de funciones f cuya derivada sea f'(x) = 2x. ¢Cuantas existen?
Existen infinitas.

f(x) = x?+ k, donde x es cualquier nlimero.

83 Esta es la grafica de la funcion y = x3.

Halla su tangente en x = 0 y comprueba que obtienes
larecta y = 0.

‘\‘

N

[ury

¢Por qué podemos asegurar que el eje de abscisas es la
tangente de esa curva en (0, 0)? 12

Porque la ecuacion del eje de abscisas es y = 0.

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones 0
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84 [y ¢Qué relacion existe entre fy g?
LA
T Yentre f'y g'?
-
X
0
f=g+1 } Son rectas paralelas (de igual pendiente).
f/ — g/
85 ;Existe algin punto de la funciéon y = 4x — x? en que la tan- 4
gente sea paralela a la recta que pasa por los puntos (0, 0) y
(3, 3)? En caso afirmativo, hallalo. 1/ \
yi=d-2x h-2x=1 > x=2 1
Pendiente de la recta = 1 2
3 15
Punto | =, —
unto ( > 7 )

86 Demuestra, utilizando la derivada, que la abscisa del vértice de la parabola

-b

= 24 px + = —,
y=ax xX+cCces x >
-b

'=2ax+b=0 = x=—
y ax X >

87 Si f'(2) =0, scual de estas afirmaciones es correcta?
a) La funcion f tiene maximo o minimo en x = 2.
b) La tangente en x =2 es horizontal.

c) La funcién pasa por el punto (2, 0).

La correcta es la b).

88 Y Esta es la grafica de la funcion derivada de f;.
N
N
1 a) (Tiene f, algin punto de tangente horizontal?
\
N b) ¢Es creciente o decreciente?

Justifica tus respuestas.
a) Si, en x = 2,3, puesto que f(2,3) =0

b)Si x <23 es creciente, pues [, >0; ysi x> 23 es decreciente, pues [’ > 0.

Unidad 12. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones 0
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PARA PROFUNDIZAR

89 Halla la derivada de f(x) = Vx en el punto de abscisa 2 aplicando la defi-
nicion.
Q- Vz+ V2+h-V2 _
lim —————— = [im
h—0 h h—0

. (v—z+h_6)w—z+h+6) . h )
b0 h(m+m W W zeh V2]
1 1
lim

= [lim =
haom+r hSoN2 +N2 | 22

S =

90 Halla los puntos singulares de las siguientes funciones y estudia el creci-
miento y decrecimiento para decidir si son maximos o minimos.

a)y=xex b)y:ix c)y:e—x2
e

DY=01+x)e*=0 - x=-1

1

Y'<0 si x<-1 — Decrece } Minimo en (—1, ——)
e

y'>0 si x>-1 — Crece
o d=x _ -
by =—==0 - x=1
ex

Y'>0 si x<1 — Crece

- 1
Minimo en (1, —
Y'<0 si x>1 — Decrece e

Oy ==2xe™=0 - x=0

y'>0 si x<0 — Crece

Minimo en (0, 1)
»Y'<0 si x>0 — Decrece

91 Halla la ecuacion de la tangente a la curva y = In x que es paralela a la recta
y=3x-2.

1.

3 )

La recta es y=3(x—%)—ln3=3x—1—ln3

92 (Cuales son los puntos singulares de las funciones y = sen x e y=cos x en
el intervalo [0, 27]?

y=senx — y'=cosx=0 = x=%, x=57n

Unidad 12. Iniciacién al clculo de derivadas. Aplicaciones Q



Maximo en (%, 1) y minimo en (3775, —l).

y=cosx = Y ==senx=0 =5 x=0, x="0

Maximo en (0, 1) y minimo en (7, —=1).

93 (Tiene algiin punto de tangente horizontal la funciéon y = tg x?

No, puesto que )’ = # 0 para todo x.

cos? x

94 Estudia y representa las siguientes funciones:

4-—2x x3
_ b =
VY- VT 3G D
4 +2x2%2—x3 x4 —2x2
Qy=—=—"-—" dDy=— "
Y x2 Y x2-1
—4x% -4+ 2x%2  2x%—4 Y
a)y' = #0 4
Y 2 2 \
No hay puntos de tangente horizontal. \ 2
Puntos de corte con los ejes: (\/E, 0), (—\E, O) % 72\\ \\ 7
Dominio = IR — {0} - \

T

Asintota vertical: x =0

Asintota oblicua: y = -2x

b)y' = 3x2 - 3(x+ D—x3-3 9P+ 9x? 33 6x3 +9x2 _ 2x3 +3x2

9(x + 1)? 9(x + 1? 9(x+1? 3(x+1)?
2
il € VR N X=0, x=—2 =-15
3(x+1)° 2
Minimo en (-1,5; 2,25). \ %
Punto de inflexion en (0, 0). \\ )
5 /
Puntos de corte con los ejes: (0, 0).
Dominio = IR — {~1}
—4% —P y
Asintota vertical: x = -1 5
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_ U —3x)x? -4+ 2x* —x)2x _ (e —3x)x — (4 +2x* -2 _
x x3

_ 4x?—3x% -8 — 4?4 2x7 _ v

x3

oy

P

X3
== 8=O%x=—2 6
3

Minimo en (=2, 5). +

Dominio = R - {0} N X

Asintota vertical: x =0

Asintota oblicua: y =2 -x

G =4 (0 = D = (et = 2x) 2x | 4dxe(x? = D = 2x(at = 2x%)

d
Y (x? - 1)? (x? = 1?
4 _ 2 _ 44 2 4 _ 2
oo 2wt 2 —dat — ot 2007] | 20T -2x742) g
(x% - 1)? (x? = 1?
Minimo en (0, 0). \ Y /

Puntos de corte con los ejes:

©, 0, (N2, 0), (V2 0) t1]

Dominio = IR — {-1, 1}

T~
B
——

Asintotas verticales: x=-1, x=1

95 Calcula el punto de corte de las tangentes a las curvas f(x) = x2-5x+1vy
= l =
g(x) = o en x=1.
Recta tangente a f(x) = x> -5x+1 en x=1:
flx) =2x-5;, f(D)=-3; f(1)=-3
=3w-D-3=-3x+3-3=-"3x

Recta tangente a g(x) = % en x=1:

g = =Ly g =-1; g =1
X
y=-lx-D+1=-x+1+1=-x+2
Punto de corte:

y=-3% DBx=-x+2 2x=2; x=-1;, y=3
y=-x+2

El punto de corte es (-1, 3).
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96

97

98

Halla los polinomios de segundo grado que pasan por el origen de coorde-

nadas y tienen un minimo en x = —%. ¢Cual de ellos pasa por el punto (5, 4)?

S =ax?+bx+c; [0 =2ax+b
=0 = c=0

f/(—%) =0 > —a+b=0 - b=a; a>0 (para que sea minimo).

Son los polinomios de la forma f(x) = ax?

+ax, con a>0.
El que pasa por (5, 4) serd:

f3) =4 — 25a+5a=4;, 30a =4 a=i

-2
30 15
2

-2 42, 2
§ACI) 15x+15x

Un banco lanza al mercado un plan de inversion cuya rentabilidad R(x),
en miles de euros, viene dada en funciéon de la cantidad que se invierte, x,
en miles de euros, por medio de la siguiente expresion:

R(x) =-0,001x2 + 0,04x + 3,5

a) ¢Qué cantidad de dinero se debe invertir para obtener la maxima rentabi-
lidad?

b) ¢Qué rentabilidad se obtendra?

a) R'(x) = —0,002x + 0,04 =0 — x =20
Se deben invertir 20 000 €.

b) R(20) = 3,9
Se obtendran 3 900 € de rentabilidad.

El coste total de fabricacion de g unidades de cierto articulo es:
C(q =3q*+5q+ 75 dolares

c(@

~q

a) ¢Cuantas unidades se deben fabricar para que el coste medio por unidad
sea minimo?

b) Calcula C(q) y M(q) paraelvalor de g que has hallado en el apartado a).

El coste medio por unidad es M(q) =

2
D Mg = 259+
= 64+ 5= (g>+5¢+75) _ 6g°+5q-3¢> =54~ T5 _
a’ q*
2 _
_ 3461275 -0 > q2=25 — ¢ = 5 unidades

Se deben fabricar 5 unidades.

b) C(5) = 175; M(5) = 35
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60x

x2+

desde que comenzo a funcionar (f(x) en miles de euros, x en afios, x =0 in-
dica el momento de constitucion de la empresa).

99 1la funcion f(x) = indica los beneficios obtenidos por una empresa

a) Haz una representacion grafica aproximada de la funcion teniendo en
cuenta el dominio valido en el contexto del problema.

b) ¢Al cabo de cuanto tiempo obtiene la empresa el beneficio maximo? ¢Cual
es ese beneficio?

c) ¢Perdera dinero la empresa en algiin momento? ¢Es posible que llegue un
momento en que no obtenga beneficios ni pérdidas? Razona la respuesta.

60(x? +9) — 60x - 2x _ 60x? + 540 —120x* _ —60x*+540 _

D S0 = (2 + 9)? (2 + 9)2 (2 + 9)2

— x =3 (x=-3 no esta en el dominio)
Maximo en (3, 10)

lim f(x) =0 — asintota horizontal: y =0
X = +oo

La grafica seria:

10 7
/
[

o o

[SSREEEN

2 4 6 8 101214 16 18

b) Beneficio maximo en x =3 — A los 3 anos.

El beneficio seria f(3) = 10 miles de euros.

¢) No perdera dinero ni llegard un momento en que no obtenga beneficios ni pér-
didas, pues f(x) =0 y f(x) >0 paratodo x> 0.

PARA PENSAR UN POCO MAS

100 Averigua qué funcion y = f(x) cumple las siguientes condiciones:
a) Su derivada es f'(x) =3x2 + 4x + 5.
b) Pasa por el punto (-2, 6).
J(x0) = x3 + 2x% + 5x + k, donde k es constante.
Hallamos el valor de £ teniendo en cuenta que:
f(2)=6 -5 -8+8-10+k=06 — k=106
Por tanto:

S0 = x3 +2x% +5x+ 16
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101 La ecuacién de un movimientoes e=t2-6t+9, t>3 (e = recorrido en me-
tros, t=tiempo en segundos).

Halla la ecuacion de un movimiento uniforme (velocidad constante) que en
el instante £=5 esta en el mismo lugar y con la misma velocidad que el an-
terior.

Representa ambas ecuaciones en un diagrama e —¢.
Llamamos a la funcién buscada f(¢) = at + b
Ha de cumplir que f(5) = e(5) y que [f'(5) =e’'(5)
Como:
') =a, e'(t) =2t-06

tenemos que:

[ =e® - 5a+b=4} a=4

J'G)=e'5) » a=4 =-16
Luego: f(1) = 41— 106

Las graficas serian: e
S@®
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RESUELVE TU

Dejamos mil moscas en una isla en la que no habia ninguna y en la cual hay con-
diciones para que vivan, a lo sumo, 600 000. Cada dia, el nimero de moscas au-
menta el 2%.

a) Expresa el crecimiento segin el modelo exponencial, como si no hubiera li-
mitacion.

b) Expresa el crecimiento segin el modelo logistico.

c) Compara el nimero de moscas que habria a los 10, 100, 150, 200, 250, 300 y
400 dias segin cada modelo y razona sobre las diferencias observadas.

a) La funciéon exponencial que expresa el crecimiento de la poblacion de moscas es
M, =1000(1,02)"; ¢ en dias.

Unidad 12. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones Q



b) El crecimiento, segin el modelo logistico, sera:

1

M, = 600000 ! = 600000 ——L ¢ en dias
1+ ( 600000 1),(1702)4 1+599-(1,02)
1000
) TIEMPO Mlz MODELO MZ: MODELO | DIFERENCIA
(dias) | EXPONENCIAL | LOGISTICO M, - M,
10 1219 1219 0
100 7245 7170 75
150 19500 18916 584
200 52485 48337 4148
250 141268 114500 26768
300 380235 232979 147 256
400 2754664 492834 2261830

En los primeros dias (0, 100 y 150) las diferencias son muy pequenas. A partir de los
250 dias se empieza a apreciar una mayor diferencia, siendo bastante grande al cabo
de los 300 dias. A los 400 dias el nimero de moscas, segin el modelo exponencial,
no tiene nada que ver con el nimero de moscas que obtenemos segin el modelo lo-
gistico (el nivel de saturacion estd alrededor de los 600000 ejemplares).
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