GEOMETRIA ANALITICA.
PROBLEMAS AFINES
Y METRICOS
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Punto medio de un segmento

Toma los puntos P(2,5), Q(10, 3) y represéntalos en el plano:

P(2,5

B Localiza graficamente el punto medio, M, del segmento PQ vy da sus coordena-
das. ;Encuentras alguna relacion entre las coordenadas de M ylasde Py Q?

M6, 4
Q/
P(2,5 // Q"
S
iy M T
T/ 0(10,3)
DI /,
1 o

B Haz lo mismo con los segmentos de extremos:

a)P'5, 1), Q9,7

b) P"(0,1), Q"(10,5)

A M'(7, 4)

b) M"(5, 3)
Basandote en los resultados anteriores, intenta dar un criterio para obtener las
coordenadas del punto medio de un segmento a partir de las de sus extremos.

Observamos que las coordenadas del punto medio de cada segmento son la semisuma
de las coordenadas de sus extremos.
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Ecuaciones de la recta

B Comprueba que las ecuaciones:

x=2+3t
y=4-1

corresponden también a una recta, hallando varios de sus puntos. (Dale a ¢
los valores -2,-1, 0, 1, 2, 3, y representa los puntos correspondientes; com-
probaras que todos estan sobre la misma recta).

Elimina el parametro procediendo del siguiente modo:

— Despeja t en la primera ecuacion.

— Sustituye su valor en la segunda.

— Reordena los términos de la ecuacion resultante.

Obtendras, asi, 1a ecuacion de esa recta, en la forma habitual.

—2‘-1‘0‘1‘2‘3

Xyl 46 1,5 @49 3 62 a1,

Y
—4,[6)
~__ 1I'5)
[~ (2,|4)
~L_ 5,3
~_ (8,2
~ a1 n
7
X
xX—2
I = x—2 —x + 14
3 —>T=4—y%x—2=12—3y—>y=T—>
l=4-y
N -1 +l4
= e+
R
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Distancias en el plano

s
0 (3,7
P2, 3
’
s
[0[CAV]
P /
I~ // Q'
\ S
P(2,3) r
f N
P// \
Q/

B Halla la distancia de los puntos Py Q alasrectas r y s.
dP,r)=1;, dWP s)=8;, d(Q,r=5 dQ,s)=5

B Halla la distancia entre los puntos P y Q (ayudate del teorema de Pitagoras).

d(P, Q) =N3*+4%>=5 pues Py Q son dos vértices de un tridngulo rectingulo de
catetos 3y 4.

B Halla, también, la distancia entre:
a) P'(0,5), Q'(12,0)
b) P"(3,1), Q"(7,4)

Basandote en los resultados anteriores, intenta dar un criterio para hallar la dis-
tancia entre dos puntos a partir de sus coordenadas.

) d(P, 00 =52+ 122 =169 = 13
b d@", Q") = V4% +32 =25 = 5

dA, B) = (b, —a)? + (b, —a)?, donde A(a,, a) y B(b,, b,).

N
d(A, B) = |AB|
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1. Halla las coordenadas de ]IE)V y N?ll, siendo M(7,-5) y N(=2,-11).
MN = (=2, -11) = (7, =5) = (-9, =6)
—>
NM = (7,-5) — (=2, -11) = (9, 6)

2. Averigua si estan alineados los puntos P(7,11), Q(4,-3) y R(10, 25).

PO = (-3, -14) 4
_Q)__’_ }—)_—3=i—>A,ByCesténalineados.
OR = (6, 28) 6 28

3. Calcula el valor de k para que los puntos de coordenadas
AQ,7) B(-3, 4) C(k, 5)

estén alineados.

-4 _ 3 4= _ap_ - -
}ek+3 1 — —4 3k—-9 — 3k 5 = k 3

AB = (=4, -3)
BC=(k+3,1)
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4, Dados los puntos P(3,9) y Q(8,-1):
a) Halla el punto medio de PQ.
b) Halla el simétrico de P respecto de Q.
c) Halla el simétrico de Q respecto de P.
d) Obtén un punto 4 de PQ tal que I?ﬁl/A_é =2/3.
€) Obtén un punto B de PQ tal que ITE/ITZQ =1/5.

DM

3+8 9+(—1))=(g 4)
2 2 27

b)5;x=8 S ox=13 P(3,9
— P'(13,-11) [JCIRY!
9O+y _ 4 _
T =1 - y=-11

2 P'(x,))

o) Llamamos Q’(x’, ) al simétrico de Q respecto de P.

Asi: x’;r 8 _ 3 L xi= 2 9’
, 0'(=2, 19) »
N4 + (_l) =9 - y/ =19

2 Q
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d) Llamamos A(x, y) al punto que buscamos. Debe cumplirse que:

- 2 2
PA=§AQ - (x—3,y—9)=§(8—x,—1—y)

x—3=%(8—x) - x=5
5 A, 5)
y—9=§(—1—y) - y=5

e) Llamamos B(x, y) al punto que buscamos.
=2 1 52 1 .
PB=—< PO — (x-3,y-9 = g(a, -10) = (1, -2)

x-3=1 = x=4

B4, 7
y-9=-2 - y=7} @7
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1. Halla las ecuaciones paramétricas, continua, implicita y explicita de la recta
que pasa por A y B, siendo:

a) A-1,-1), B(3, 3) b) A(0, 4), B(6,0)

) A3, 5), B(-1,5) dAG, 5), BG, 2)

D) AL, -1 B(G,3) — AB = (4, 4)
Paramétricas: {;: ; : j;t Continua: — ; 3 _ %
Implicita: x—y =20 Explicita: y = x

b) A0, 4); B(6, 0) — AB = (6, —4)

. x =06\ . x Y- 4
Paramétricas: Continua: — =~——
Y =4— 4\ 6 —4
—4
Implicita: —4x — 6y + 24 =0 Explicita: y = ot 4
O AB,5); B(-1,5) — AB = (-4, 0)
—3_4 _ _
Paramétricas: {x 3 A Continua: x=3 = u
y=5 - 0
Implicita: y—5=0 Explicita: y =5

D AB,5); B(3,2) — AB = (0, -3)

x=3 X — -5
Paramétricas: Continua: S5
y=5-3A 0 -3
Implicita: x—3=0 Explicita: No existe, pues se trata de una
recta vertical de ecuacion x = 3.
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2. Obtén las ecuaciones implicita, paramétricas y continua de la recta y = 2x + 3.
y=2x+3
e Buscamos dos puntos de la recta y su vector direccion:
Si x=0 — y=2-0+3=3 = A0
1 ym20esm S A0S gy
Si x=1 > y=2-1+3=5 — B(,5)

e Implicita: 2x—ypy+3=0

- x=2A
e Parameétricas:
y=3+2A
x—-0 -
e Continua: = %

3. a) Encuentra dos puntos, P y Q, pertenecientes a larecta r: 2x—3y + 6 = 0.
b) Comprueba que I?Q es perpendicular a (2, -3).
c) Escribe las ecuaciones paramétricas de r.

d) Escgbe su ecuacion explicita y comprueba que el vector (1, m) es paralelo
a PQ (m es la pendiente de 7).

A 7r2x-3y+6=0
—Six=0 > 2-0-3y+6=0 - y=2 — P(0,2)
—Six=-3 5 2-(3)-3y+6=0 - =0 > 03,0
S

b) PO =(-3,-2)
—> —>
PQ 1(2,-3) & PQ-(12,-3=0

(3,-2)-(2,-3)=(3)2+(2) (3)=-6+6=0

{ = -3\
o
y=2-2A

d) Despejamos y en la ecuacion de r:
2
2x-3y+6=0 > 2x+6=3y — gx+2=y
. 2
Explicita: y = gx +2

m=% - (1,m)=(l,§)

—>
es paralelo a PQ si sus coordenadas son proporcionales:

2
El vector |1, g

(=3, -2) = x(l, %) S A=-3

Los vectores son proporcionales y, por tanto, paralelos.
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1. Halla la recta del haz de centro P(-3, 5) que pasa por (8, 4).
Hemos de hallar la recta que pasa por P(-3,5) y Q(8, 4.
PO = (11, -1)

x+3 y-5
T T

2. Los haces de rectas cuyos centros son P(4,0) y Q(-6, 4) tienen una recta en
comiun. ;Cual es?

Es la recta que pasa por P(4,0) y Q(=6, 4).

.

PQ = (=10, 4)
x—4 y-0

"o T 4

3. Lasrectas r:3x—5y—7=0y s: x+y+4=0 forman parte de un mismo haz.
¢Cual de las rectas de ese haz tiene pendiente 4?

e El centro del haz es el punto de corte de » y s. Lo hallamos:
3x-5y—-7=0
X+ y+4=0 - x=-y—-4

1
(-4 -5-7=0 = 8-19=0 = y=—?9

x=—y—4=%—4=—%

El centro del haz es el punto P —%, —g)
e Ecuacion de la recta que pasa por P vy tiene pendiente igual a 4:
y=1??+4x+g — 32x-8y+7=0
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1. Escribe las ecuaciones paramétricas de dos rectas que pasen por P(4,-3) y
sean paralela y perpendicular, respectivamente, a 7.

x=2-5¢t
" y=4+2t

x=2-5t N
7 — Vector direccion de 7: v, = (=5, 2)
y=4+2t
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e Recta paralela a » que pasa por P.
P(4,-3) V.=V, =(5,2)
. {x = 4-5¢
=-3+2t
e Recta perpendicular a » que pasa por P.
P(4,-3) v,;=(2,5)

x= 4+2t
|ly=-3+51

La pendiente de r es 3/5. Halla:
a) Las coordenadas de un vector paralelo a la recta 7.
b)La pendiente de una recta perpendicular a la recta 7.

c) Las coordenadas de un vector perpendicular a la recta 7.

a)m, = % - v=0(53) es paralelo a 7.

b) . m. — m= 2
m r 3
b) - .
Qm= -3 — w=(-3,5) es perpendiculara 7.

x=5-1
s: . Halla:
{J’ =3t

a) Ecuacion continua de una recta, r,, perpendicular a s que pase por
P,(5,-3).

b) Ecuacién implicita de r, paralelaa s que pase por P,(0, 4).

) Ecuacion explicita de r; perpendicular a s que pase por P;(=3, 0).

x=5-1 5
s:{ — PG,0es; v.=(-1,3)
y=3t )

a) El vector direccion de 7, es 771 =3, . PG5, -3 e .
xX-5 y+3
T 3 "1
b) El vector direccion de 7, es el mismo que el de s: 372 = (-1, 3).

P0, 9 e 1y

- -4
Vz:x_—lo=yT = 3x=—p+4 > 3x+y—4=0
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©) El vector direccion de 75 es el mismo que el de 7y 7,,3 =3, D.
Ps(_57 0) e I3
x+3 y-0 1
T3 T T rTEe

4. Determina las ecuaciones implicitas de dos rectas que pasen por P(-3,4) y
sean paralela y perpendicular, respectivamente, a 7.

r:5x—2y+3=0

r:5x—-2y+3=0 = Sx+3=2y = y=

|

3
X+ =
2

5
La pendiente de r es m, = =

e Recta s paralela a » que pasa por P(=3, 4).

s:y—4=%(x+3) - $:5x—-2y+23=0

e Recta / perpendicular a r que pasa por P(=3, 4).
2
l:y—4=—§(x+3) — [2x+5y-14=0
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1. Averigua la posicion relativa de estos pares de rectas:

a)r:3x+5y—-8=0 b)r:2x+y—-6=0
s:6x+10y+4=0 stx—y=0

O r: x=7+5t o x=2+t
ly=-2-3t" T |y=1-2¢

x=2+5¢

d)r:3x-5y=0, s: {y=1+3t

Dr:3x+35-8=0 = n.=(@3,5)

s:6x+10y+4=0 - ﬁs=(6, 10)

El = o # ) — Las dos rectas son paralelas
6 107 4 S sonp '
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10

bDri2x+y—-6=0 — Hr=(2, D

six-y=0 - n,=(1,-D
2

1
T # = — Las dos rectas se cortan.

x=7+5t -
) 1 — =05, —
or {y=—2—3¢ v,=(5,-3)

x=241 Vo=, -2)
S: — ve=U, -
y=1-2t :

5 3

T;t —2 — Las dos rectas se cortan.

-

Dr:3x-59=0 - n,=3,-5 - v,=(5,3)

FIEEO L3263, Pm D)
S: 4 ¢ ) i = )
y=1+3 ’

- -
Como v,.= v,y P & r, lasrectas son paralelas.
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1. Halla el angulo que forman los siguientes pares de rectas:

a) r:

x=3-2t . x=1-4t
y=7+1 17 y=4+3t

x=3-2t
b)rlz{y=7+t , ¥3x—5y+4=0

ri:y=5x—-1, ryy=4x+3

DV, =2, D5V, =4 3)

(2, D- 4,3 11
|2, D[4, ] ({5)-(5)

cos oL = = 0,9838699101 — o = 10° 18' 17,45"
D)V, = (2D v, =53

|2, D 5,3 _ U
|2, DG, D (5) - (V34)

cos o =

=~ 0,5368754922 — o = 57° 31' 43,71"

Am, =5 m, =4
1 2

o= || - L 200476190 > o= 20 43 3472
8 1+5-4| 21 ’
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1. P(-6,-3), Q(9,5)
r:3x—4y+9=0, s:5x+15=0

Halla la distancia entre los dos puntos. Halla también las distancias de cada
uno de los puntos a cada recta.

P(=6,-3), Q9,5

ri3x—4y+9=0

$:5x+15=0

dist (P, Q) = | PO | = [(15,8)| = V152 + 82 = \289 = 17

dist (P, r) = [3- 0 - 4D +9)] -3
T e
dist<p,s>=%=15—5=s
aist (@ = B2=2 5291 0
dl‘st(Q,s)=L;15|=6?o=12

2. a) Halla el area del triangulo de vértices A(=3, 8), B(-3, 2), C(5, 2) con la for-
mula de Heron.

b) Hallala, también, mediante la fé6rmula habitual §=b-h,/2, siendo b el la-
do AC. ¢Hay otra forma mas sencilla?

a) A(=3,8), B(=3,2), C(5,2)
Féormula de Heron: S = \/p(p —a)p-b)Xp-o0)

a=|BC| = |8 0| =8 8+10+6
b=|A_5|=|(8,—6)|=\/m=10 P=T=12
c=|4B| = [(0,-60)| =6

l

$=vV12(12-8) (12-10) (12-6) =N12-4-2-6 =576 = 24 u?

b-h,

b)§ = >

o b= |1?C | =10 (del apartado anterior)

e Hallamos la ecuacién de la recta que pasa por A(-3,8) y C(5, 2):

Pendiente: m=§=—% - y=2—%(x—5) - r3x+4y-23=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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|3-(3)+4() 23] 24
V3% + 42 >

24 u?

e h, = dist [B, r] =

10 - (24/5) _
2

Habria sido mds sencillo si hubiéramos dibujado el tridngulo.

Observa:
4 8
\\\ Es claro que AB =6 y BC = 8.
N
Como el triangulo es rectingulo:
L —
N AB -BC 6-8
AN S=—F =—5 =2 u?
B 2 c
-3 g

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Coordenadas de puntos

1 |Determina en los siguientes casos si los puntos 4, B y C estin alineados
a) A(5,-2), B(3,-2), C(-5,-2)

b)A(-1,-2), B(2,7), €, 2)

©) A(0, 3), B(2,2), C(4,1)

.
D) AB = (3,-2) (5, -2) = (<2, 0)
BC = (=5,-2) — (3, -2) = (-8, 0)

Las coordenadas de AB y BC son proporcionales, por tanto, A, B 'y C es-
tan alineados.
—
b)AB =2, 7) - (-1,-2)= (3,9
BC=(1,2)-(2,7) = (-1, -5

— —>
Las coordenadas de AB y BC no son proporcionales, por tanto, 4, B 'y C
no estan alineados.

—
0 AB =(2,2)-(0,3) =(2,-D

BC =4, 1 -(2,2) =2, -1

Las coordenadas de AB y BC coinciden, por tanto, los puntos estin alineados.
2 |Determina k para que los puntos A(-3,5), B(2,1) y C(6, k) estén aline-
ados.

—> —>
Debe ocurrir que AB y BC sean proporcionales.

AB = (5,-4) 5 4 11
o - - =— 5 5k-5=-16 - k="+
B_é=<4,/e—1)} 4 k-1 5

3 |El punto P(5,-2) es el punto medio del segmento AB, del que conocemos
el extremo A(2, 3). Halla B.

Lo x+2 y+3|_
- Si B_(x’y), 2 b 2 ) _(5: _2)'
Si B=(x, N (x+2 y+3 N
Como P es punto medio de AB 272 ’
x+2=10 - x=8 S B=(8 -7
y+3=-4 > y=-7

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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Halla el punto simétrico de P(1,-2) respecto del punto H(3, 0).
@ H es el punto medio entre P y su simétrico.
Si P'(x,y) es simétrico de P(1,-2) respecto de H(3,0) —

— H es el punto medio de PP’ —

x+1 y=2)\_ xX+1=6 - x=5 )
%(TT) (5’0)%{y—2=0—>y=2 - P'(5,2)

Da las coordenadas del punto P que d; d1v1de al segmento de extremos A(3, 4)
y B(0,-2) en dos partes tales que BP = 2PA.

Sea P(x, y).

Sustituimos en la condicién que nos imponen:

— —

BP =2PA — (x=0,y-(2)=2G-x4-) —
x=203-x) . x=0-2x . 3x=0
y+2=24-y y+2=8-2y =

=2
_){x — P, 2)
y=2

Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo ABCD, sabiendo que
AQ,2), BG5,-D y C(6, 3).

Sea D(x, »). D (x, )
— = RN
Debe cumplirse: AB = DC HEASY
(5-1,-1-2)=(6-x3-) — o ele sy
A2
4=06-x x=2 /

- - — D2, 6) N

-3=3-y y=06 N/

B G, -D

Ecuaciones de rectas

Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de la recta que pasa por A
y tiene una direccion paralela al vector d.
a) A3, 7), d(4,-1) b)4(-1, 0), d(0, 2)
Obtén 5 puntos en cada caso.
a) Ecuacion vectorial: (x, ) = (=3, 7) + k(4, -1)

, o X =-3+4k

Ecuaciones paramétricas:
y= T7- k

Dando valores al pardametro k, obtenemos puntos: (1, 6); (5, 5); (9, 4); (13, 3);

17, 2).

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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b) Ecuacion vectorial: (x, y) = (=1, 0) + &(0, 2)

=-1+0-k

Ecuaciones paramétricas:
y =2k

Puntos: (-1, 2); (-1, 4); (-1, 6); (-1, 8); (-1, 10).

8 |Escribe la ecuacion de la recta que pasa por Py Q de todas las formas po-

sibles.

b) P(3,2) y QG@3, 6)

) P(0,0) y Q(8,0)

Halla, en todos los casos, un vector de direccion unitario.
—

a) PQ =(6,7)
Ec. vectorial: (x, ») = (6, =2) + 1(=6, 7)

x= 6-0t

y==-2+7t

Ec. paramétricas: {

x=6 _y+2
-6 7

Ec. implicita: 7x + 6y —30=0

Ec. continua:

Ec. explicita: y = —lx +5

6
s
b) PQ =0, 49
Ec. vectorial: (x, y) = (3, 2) + 1(0, 4)
L x=3
Ec. paramétricas:
{ y=2+4t

- -2

Ec. continua: X3 = yT

Ec. implicita: x—3 =10

N
o) PQ =(8,0)
Ec. vectorial: (x, ») = (0, 0) + #(8, 0)

o x =8t
Ec. paramétricas:
y=0
B . x—0 -0
C. continua: =
8 0

Ec. implicita y explicita: y =0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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Halla las ecuaciones paramétricas de cada una de las siguientes rectas:

a)2x—-y=0 b)x-7=0
A3y-6=0 Dy=—tx
x—1 y+1 1+x
i =1-—
973 2 D=3 Y
. X =1
S x=t > 20-y=0 - y=2t - r:{
y=2

b) {x=7
y=1t

o X =1
y=0/3=2

d)y=—%x

Obtenemos un punto y un vector de esta ecuacién, P(0, 0), V(=3, 1, y a par-
tir de ellos, las ecuaciones paramétricas:

x = -3t
y=t
-1 +1
e) X N
3 2
Obtenemos un punto, P, y un vector direccion, v: P(1,-D); V3, 2).
Las ecuaciones paramétricas son:
x= 1+23r
=-1+2
1+x x+1 y-1
=1-— - = =
b= Y 2 1
Obtenemos un punto, P, y un vector direccion, v: P(-1,D; v(2,-1).
Las ecuaciones paramétricas son:
=-1+2¢
y= 1-1t
Halla la ecuacion continua de cada una de las siguientes rectas:
x=2t-1 x=2
a)r,: b)r,:
1 {y=—3t 2 {y=3t
1
c)r3:3x+y—1=0 d)r4:y+1=3(x—2)
x+1
= = 2 x+1
pX=20-1 R _ )
y=-3t =2 2 -3
=3

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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x-2=0
=2 xX—-2 'y
Iy X =2
)y=3t}l‘=£ 0 3
3
-y-1 1
A3x+y-1=0 = 3x=—-1 - x= Y N A
3 1 -3
_1 x—=2 y+1
d)y+1—2(x—2)+ 5 1

Determina la ecuacion implicita de cada una de las siguientes rectas:

x+1 =
bt el
x=3t-1 -3 2
: dDr:y=— —
ory {y=2 D7y 2 %5

Obtén, en cada caso, un vector normal a la recta.

x+1

a) =

=y-1 = x+1=-2y+2 = x+2y-1=0

Vector normal: n(1, 2)

x=—t+1 x—1_ y+2
> }% s

y=50-2 = - Sx-5=—y-2 = 5x+y-3=0

Vector normal: n(5, 1)

c);:gt_l} - y-2=0

Vector normal: n(0, 1)
-3 2
d)y=7x+g — 10y=-15x+4 — 15x+10y—-4=0
Vector normal: 3(15, 10)

Escribe las ecuaciones paramétricas e implicitas de los ejes de coordenadas.

@& Ambos ejes pasan por el origen de coordenadas y sus vectores directores son los
vectores de la base.

0(0, 0) € eje X x=1

Eje X:{— — Eje X:{ - »¥=0
d,=(@1,0 y=0
0(0, 0) € eje Y x=0

Eje V: ¢ > — Eje Y:{ - x=0
d,=(0, D y=

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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Obtén, para cada una de las siguientes rectas, un vector de direccion, un vec-

tor normal y su pendiente:

a) r: x=2t-1
ly=5t

c)r3:x+3=0

a) Vector direccion: v = (2,5

Vector normal: 1 = (=5, 2)

5
Pendiente: m = >

©) Vector direccion: v = (0, 1)
Vector normal: 1 = (1, 0)

Pendiente: No tiene, es una
recta vertical.

+3 1-
b)rzzxz =Ty

1 2

d)r4:y=§x+§

b) Vector direccién: v = (2, 4)

Vector normal: 1 = (—4, 2)

) 4
Pendiente: m = > =2

d) Vector direccion: v = (3, 1)
Vector normal: n = (-1, 3)

1
Pendiente: m = —

3

Comprueba si el punto P(13,-18) pertenece a alguna de las siguientes rec-

tas:

rp2x—y+5=0

Lx=12+1
vy

y=-5+13t
=13
: +54=0 : 1%
r3:3y+5 r, {y=10—t
Vl:Zx—y+5=0—>2'15+18+5¢0 Pér
ry x=12 +t 13=12+t —» t=1 PE;,Z
y=-5+13¢t -18=-5+13t — t=-1
73y +54=0 = 3(=18)+54=0 Pers
po [r=13 13=13 Per,
y=10-1¢ -18=10-¢t — t=128

Halla, en cada caso, el valor de k para que larecta x + ky—7 = 0 contenga

al punto dado:
a) (5,-2)

b) (7, 3)
3,49

a)(5,-2) > S+Rk(2)-7=0 - 2k=2 — k=-1
b)(7,3) - 7+k-3-7=0 — 3k=0 — k=0

Q) (3,4) = B3+4k-7=0 — 4k=10 — Ie=%

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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x=1-5¢
y=2+t

16 | Dada la recta 7: {

de las siguientes rectas:
a) Paralela a » que pasa por A(-1,-3).
b) Perpendicular a r que pasa por B(-2, 5).

x=1-5¢

r:{ - v, =51
y=2+t

> 1 1
aAv,=(5,1D, A1,-3) = s:y= —g(x +D-3 > s:y= —gx—
D)V, =(1,5), B(-2,5) — s:y=5x+2)+5 — s:y=5x+15
17
y es:

a) Paralela a la recta 2x—3y + 5 = 0. En forma paramétrica.
b) Perpendicular a la recta x + y—3 = 0. En forma continua.
c) Paralela a la recta 2y —3 = 0.

d)Perpendicular alarecta x +5 = 0.

N x=3+1
av,=(3,2), P1,-3) — r:{
y=2-3t
DV =1, D, PA,-3) = r 1 =y15
N x=1+2t
ov,=2,0, P1,-3) = r:{ - ry=-
y=-
5 x=1+1
dDv,=0,0, PA,-3) — 7’:{ 3 - ry=-3
y=-

18
2.

@ La recta pasa por el punto (0, =2).

r:2x—-3y=0

s/ r — la pendiente de s ha de ser igual a la de »
PO, -2)e s

>

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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m =m, = 2/3 - y=%x—2 - 2x-3y-06=0

PO,-2)e s

ECUACION EXPLICITA ECUACION IMPLICITA

UNIDAD W

, escribe las ecuaciones (en forma explicita)

16

5

Halla, en cada caso, la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, —-3)

Halla la ecuacion de la paralelaa 2x—3y =0 cuya ordenada en el origen es

19




20

19

20

Dada larecta 4x + 3y —6 = 0, escribe la ecuacion de la recta perpendicular
a ella en el punto de corte con el eje de ordenadas.

@ El eje de ordenadas es el vertical: x = 0.

e Veamos primero cudl es el punto de corte, P(x, y), de la recta con el eje de or-
denadas.

4 -6=0
{ XE Iy = 4-0+3y-6=0 > 3y=6 —> py=2

"|Eje Y:x=0
Luego P(0, 2) er y también debe ser P(0, 2) €s, donde s L 7.

e Como s r — sus pendientes deben cumplir:

e Como P(0,2)es y m

N

=% %y=%x+2 — 3x-4y+8=0

Escribe las ecuaciones paramétricas de las siguientes rectas:

a) Su vector de posiciéon es a(—3, 1) y su vector de direccion es perpendi-
cular a 7(0, =2).

b)Pasa por A(5,-2)y es paralela a: { ;’ _= th— t
¢) Pasa por A(1, 3) y es perpendicular a la recta de ecuacion 2x—3y + 6 =0.

d)Es perpendicular al segmento PQ en su punto medio, siendo P(0,4) y
Q (_6’ 0)-

a) La ecuacion vectorial sera:

x=-3+2t

- — -
OX=a+1tv —>(x,y)=(—3,l)+t(2,0)—>{ 1
y=

b) El vector direccion de la recta buscada debe ser el mismo (o proporcional) al

de la recta {x - ;z‘_ ! (pues debe ser paralela a ella).
y =

Luego: 8(—1, 2)

Como debe pasar por A(5, -2) — {x =51
y=-2+2

©) La pendiente de la recta 7: 2x -3y + 6 =0 es:

mr=% - ms=_—23 (pues m, - m;=-1 porser rLs)

Un vector direccién puede ser s = (2, —3).
Ademas, A(1, 3) € s.

x=1+2t

Por tanto, s:
{y =3-3t

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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UNIDAD | 8

d) El punto medio de PQ es m(?, %) =(=3,2)
—>
PQ = (=6,-49
{m(—?p, 2es
- - - —>
d (4, —6) es un vector direccion de s, pues d L PQ

=3+ 4

Luego, s: {y —2_ 61

2
De una cierta recta » conocemos su pendiente m = g Halla la recta s en
cada caso:

a) s es paralela a la recta » y pasa por el origen de coordenadas.
b)s es perpendicular a la recta » y contiene al punto (1, 2).

a) Al ser paralela, tiene la misma pendiente. Ademas, pasa por (0, 0):

Sy ==X

3

1
b) Al ser perpendicular, su pendiente es PR

y=?(x—1)+2 - y=§x+%

Haz de rectas

Consideramos el haz de rectas de centro (3, -2).

a) Escribe la ecuacion de este haz de rectas.

b)Halla la ecuacion de la recta de este haz que pasa por el punto (-1, 5).
c) ¢Cual de las rectas del haz es paralela a 2x + y = 0?

d)Halla la recta del haz cuya distancia al origen es igual a 3.

a) alx—-3)+b(y+2)=0; obien y=-2+ m(x—3)

b) Si pasa por (-1, 5), entonces, sustituyendo en y = -2 + m(x — 3), obtenemos:

=2+mE=1-3) — 7=-4m — m=—%; es decir:

=—2—%(x—3) - 4y=-8-7x+21 - Tx+4y-13=0

©) Si es paralela a 2x + y =0 tendrd pendiente —2.
Por tanto, sera:

y=-2-2x-3) > p=-2-2x+6 — 2x+y—-4=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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d) Una recta del haz tiene por ecuacion:
y==2+mkx-3) = y=-2+mx—-3m —> mx—-y—-3m-2=0
Su distancia al origen ha de ser igual a 3:

M = 3; es decir:

m? + 1
|-3m — 2| = 3Vm? + 1. Elevamos al cuadrado y operamos:
Om* + 12m + 4 = 9(m?* + 1)

Om? + 12m + 4 =9m?> + 9

12m=5 — m= 2
12
Por tanto, sera:
5 15
2y 2 2= — 12y -39 =
5V 0 — 5x Y —39=0

Determina el centro del haz de rectas de ecuacion:

3kx+2y—3k+4=0

Llamamos (x,, »,) al centro del haz. Vamos a escribir la ecuacion que nos dan de
la forma:

a(x—xo) + b(y—yo) =0
kx+2y=3k+4=0 — 3RMx-x)+2(0)-y)=0
3kx — 3kx, + 2y — 2y, =0
3k + 2y — 3kx, — 2y, =0
Han de ser iguales las dos ecuaciones. Por tanto:
—3kxy = -3k — x,=1
2),=4 = y,=-2

El centro del haz es el punto (1, -2).

Las rectas r:y=3 y s:y=2x—1 forman parte del mismo haz de rectas.

Halla la ecuacion de la recta de dicho haz de pendiente —2.

Si r1y=3 vy s:py=2x-1 estan en el mismo haz de rectas, el centro de dicho
haz es el punto de corte de estas rectas: P(2, 3).

Buscamos la recta que pasa por P(2, 3) y tiene pendiente m = —2:

y=-2x-2)+3 > y=-2x+7

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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UNIDAD | 8

Posicion relativa de dos rectas

Halla el punto de corte de las rectas r y s en cada caso:

Ar:2x—y+5=0; s:x+y+4=0

tx—2y—4=0; : x=1+i

b)r: x -2y ;S {y=2—3t

c)r:{x=2 . s:{x=3+2t
y=1+3t y=t

r:2x—-y+5=0 ) )
a) Resolviendo el sistema: P(-3, —1)
s: x+y+4=0

= -2
b)s: 4% L+t —>x—1=y——>—3x+5=y—2—>3x+y—5=0
y=2-3t -3

rix—2y—4=0

Resolviendo el sistema: P(2, —1)
$:3x+y-5=0

¢) Por las ecuaciones de r: x = 2(*)

_ * 1
s:{x f+2t S ox=3+2) — 2=3+2 > y=—
y:

1
Por tanto, P (2, —E)

Calcula el valor de los parametros k y t para que las siguientes rectas se
corten en el punto A(1, 2):

rikx—ty—4=0
s:2tx+ky—2=0

Aer - k- 1-1t-2-4=0 k—2t—4=0| Resolviendo el sistema:
Aes = 2t 1+k-2-2=0| 2+2t=2=0| k=2; t=-1

Determina el valor de k para que las rectas 7 y s sean paralelas.

e
3 -2
x+5 y-1
S: —6 ——k

Para que sean paralelas, sus vectores direccion han de ser proporcionales; es decir:

3 =2
Z—? — k=4

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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Halla el valor de k& para que las siguientes rectas sean coincidentes:

raemesse w{IIO0
Expresamos ambas rectas en forma implicita:

r:2x+3y+5=0

Stdx+ 6y —12 -4k =0

Para que 7 =35, estas ecuaciones tienen que ser proporcionales, y por tanto:

22 -11
12 - 4k=10 — k_Z_T

Pagina 208
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Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas:

aAr:5x+y+7=0 b)r:3x+5y+10=0
x=2t+1
: . — 10=0
s {y=—10t—3 SiSx* 3y

C)r:{x=3t—1 s:{x=t
y=t+3 y=2t

a) Buscamos un vector direccion de cada recta:

N

rSx+y+7=0 > n.=G,1D = Vv, =(1,5

x=2t+1 >
S: - =(2,-10
{y=—10t—5 Vem (2710

. .. . - -
Como los vectores direccion son proporcionales (v, = -2v ), las rectas o son
paralelas o son coincidentes.

Como P(1,-3)e s y Pe¢ r las rectas son paralelas.
b) Buscamos un vector direccion de cada recta:
v, =(5,3)
s:3x+5y+10=0 - n =(3,5 — v, =(5,3)

r3x+5+10=0 - n,=@3,35 —

Como los vectores direccion no son proporcionales, las rectas son secantes.

¢) Buscamos un vector direccion de cada recta:

. {x=3t—l

y=1+3 - V=G

R R S G )
y=2t :

Como los vectores direccion no son proporcionales, las rectas son secantes.

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos



UNIDAD

Angulos
30 |Halla el angulo que forman los siguientes pares de rectas:

a){y=2x+5 b {3x—5y+7=0

y=-3x+1 10x +6y—-3=0
c).3|c'=3—t =-1-3t d 2x—y=0
y=2t y=4+t 2y+3=0
a) ry=2x+5 } — sus pendientes son: { =2
sty=-3x+1 mg= -3
_ m, — my _ 2-(=3) _|5]_ _ 4zo
A ‘l+mrms ‘1+2(—3) ‘—5 Loon®
b V=065 Ln e~
R = U=rr= VvV, W -
w=(10,6) L,

Iv-wl [30-30]

¢) Los vectores direccion de esas rectas son:

di=¢1,2 y d,=3,1

Entonces:
|55| + 2 5
cos o = _}1 — = 3 | ) =L=ﬁ — o = 45°
FAREN V5410 542 2 2
d a=2,-DLlr o~ > |§1';2|
. 2 1 — 0=rr = a,a, — COSOL=T=
a,=0,21r, la,| |a,]
0-2
_ 2 =L=£zo,4472 — o = 63°26'5,82"

CVsNd V2 A5 S

31 | ¢Qué angulo forma la recta 3x—2y+ 6 = 0 con el eje de abscisas?

@ No es necesario que apliques ninguna formula. Sabes que la pendiente de r es la

tangente del dngulo que forma r con el eje de

abscisas. Halla el dngulo con la pendiente de r.
3

La pendiente de r es m, = >

Y

La pendiente de r es, ademas, /g o

m.=1g o — tgoc=% — o =56° 18' 35,8" /

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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26

¢Qué angulo forma la recta 2x—y + 5 =0 con el e¢je de ordenadas?

@ El dngulo pedido es el complementario del dngulo que la recta forma con el eje de
abscisas.

El angulo pedido, o, es complementario de f — g B = IgLOL

Por otro lado, #g B =m, = 2:

—L=l = o ! n
g o= B 2 — o = 20° 33' 54,2
Y
;
o
X
B

Calcula n de modo que la recta 3x + ny—2 = 0 forme un angulo de 60° con

el OX.
Y 1g 60° = \3
/ 3 Como 1g 60° = m,, se tiene que:

o @L%%n:—_s:ﬂ:_@

Calcula m y n en las rectas de ecuaciones:
rimx—-2y+5=0
s:nx+6y—8=0

sabiendo que » pasa por el punto P(1,4) yque » y s forman un angulo
de 45°.

@ Las coordenadas de P deben verificar la ecuacion de r. Asi calculas m. Expre-
sa tg 45° en funcion de las pendientes de r y s para obtener n.

@ O bien mira el problema resuelto niimero 3.

Per > m-1-2-4+5=0 —- m=3

V:SX—2y+5=O—>y=%x+% mﬁi
+6y-8=0 — LIV RN n

S nx -8 = =+ — mo=—
Y Y7766 sT76

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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—(n/6) — (3/2)
1—(n/6)(3/2)

—2n — 18
12 - 3n

mg—m,
1+ mam,

=1

1g 45° =

Hay dos posibilidades:

o188y 2n-18=12-3n — n =30
12 - 3n

ST 18 =-12+3n n=—g
12 - 3n 5

Distancias y areas

Halla la distancia entre los puntos P y Q en cada caso:

D | PO =VG-12+(7 =32 =16+ 16 = 42

b)|P_Q)| =\/(3+2)2+(—1—4)2=\/25+25=5\/§

O | PO | =N + 42+ (7 + 52 =16 + 144 =160 = 410
Calcula k& de modo que la distancia entre los puntos A(5, k) y B(3,-2) sea
igual a 2.
AG, k), B3, -2), AB =(2,-2—k)
dist (A, B) = | AB | = V(22 +(2— k) =2 — 4+4+4k+k>=4 —
- R2+4k+4=0 - k=-2

Halla el valor que debe tener a para que la distancia entre A(a, 2) y B(-3, 5)
sea igual a V13.

1481 =V13 > SB-a?+G-2? =\13 > (3-a?+9=13 >

3_g=2 = _
S (B-a? - Smamz o ans
B-a=-2 > a=-1

Halla la longitud del segmento que determina la recta x -2y +5 =0 al
cortar a los ejes de coordenadas.

Hay que calcular la distancia entre los puntos de corte de la recta con los ejes de
coordenadas.

Calculamos primero dichos puntos:

x—-2y+5=0 _ 5
{x=0 —)—2y+5—0—>y—5—>

- A(O, %) es el punto de corte con el eje Y.

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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28

-2 =
.{x ' O%x+5=0ex=5—>
y=0

— B(5,0) es el punto de corte con el eje X.

\/25+§ =
4

Halla la distancia del punto P(2,-3) a las siguientes rectas:

— 2
e Luego AB = dist(A, B) = \/(5 - 02+ (o — %) -

qﬂé
4

>
2

a){x=2t b)y=2 )2x+5=0
y=—t 4
a) Veamos primero la ecuacion implicita de la recta:
1=x/2
{ =9_C; — %=—y — x+2y=0
Entonces:
dist(P, ) = 112+ 263 _ [2-06] _ 4 _ 45
V12 + 22 Vs 503
-2 2.
b)y TV 0
Por tanto:
. 1(=3) — 9/4] |-3-9/4] _ 21
dist (P, r) = | = ===
VOZ + 12 V1 4
. 2:2+5] _ 9
¢) dist (P, r)=|—=—
V22 + 0 2
Calcula la distancia del origen de coordenadas a las siguientes rectas:
aA)3x—4y+12=0 b)2y-9=0
Ax=3 d)3x-2y=0
Q) dist (0, )= 13- 0-4-0+12] _ 12
V32 + (47 >
. 2:0-9] _9
by dist (0, 1) = 1220291 = 9
*’02+22 2
. 0-3] 3
a0, - J0=3L 23
o) dist (0, r a0 1
. 3-0-2-0] 0
d) dist (0, r) = | = =0
V3% + 22 V13

(es decir, la recta 3x — 2y =0 pasa por el origen).

\E;

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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UNIDAD W

Determina ¢ para que la distancia de larecta x—3y + ¢ =0 al punto (6, 2)
sea de V10 unidades. (Hay dos soluciones).

, _l1-6-3-2+¢| _ [6-6+c| _ |c]| _y
dist(P, r) = | = = = N10
N1+9 V10 V10

<]

=\/TO — ¢, =10

=]

Hay dos soluciones:

a

=10 = ¢,=-10 o

Las dos rectas solucién serdn dos rectas paralelas: %
L

Halla la distancia entre las rectas r: x—2y+8=0 y r':-2x+4y—7=0.

ﬁ
o
X
>
\

@ Comprueba que son paralelas; toma un punto cualquiera de r y balla su distan-
ciaa r.

Sus pendientes son m,= — =m,, — Son paralelas.

o=

Entonces, la distancia entre 7 y 7’ sera:

dist(P, r') donde Per
Sea x = 0.
-8

Sustituyendo en » — y = 5" 4 » PO, Der

Ast:
|-2-0+4-4-7] _[16-7] _ 9 _9Vs
V(2)? + 42 \20 2vs 10

dist (v, ") = dist (P, r') =

En el triangulo cuyos vértices son 00, 0), A(4, 2) y B(6,-2), calcula:
a) La longitud del lado OB.
b) La distancia de A al lado OB.

c) El area del triangulo.

2 | 0B | = V6% + (=22 = 2\10
b) Ecuacion de OB: (2
-2 1 1
m=T=—g;y=—§x—>x+3y=O %)
Distancia de A a OB:
B(6, ~2)
g 14+3-2] 10

(es la altura del triangulo).

Viz+32 10

P 1 10
¢) Area = — - 2V10 - —— = 10 u?
2 V10

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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44 | Comprueba que el triangulo de vértices A(-3, 1), B(0,5) y C(4, 2) es rec-
tangulo y halla su area.
Veamos si se cumple el teorema de Pitagoras:
4B =032+ G-1?=5
|AC| =G+ 32+ 2 - 1D2=V50{ 52+52=Q50)" — Por tanto, el tridngulo
|B_5| V2 +(2-52=5 es rectangulo.
B 1 —> —> 1
Area = —- | AB | - | BC | =3-25=12,5u2
45 |Halla el area del tridngulo cuyos vértices son P(-1, 2), Q(4,7), R(7, 0).
|171>€| =VNT + 1?2+ 0-2? =68 = 2V17 (Base del triangulo)
Ecuacion de PR: ok, 7
_0-2 l—> =0 l( 7 =
MTTL T T YTV YT
= 4y=—x+7 = x+4y-7=0
|[4+4-7-7] 25
Altura: d(Q, PR) = = P(-1, 2)
V1% + 42 V17
. » 0 R(7, 0
Area = — 2\17 - == = 25 2
2 e
Pagina 209
PARA RESOLVER
46 |Halla las ecuaciones de las rectas 7, s,t y p. Y ;y
‘ s
A0
v/
/b

30

180° - B
/\“ B .

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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UNIDAD | 8

e p: Pasa por los puntos (=3, =3) y (1, 4).
Asi, su pendiente es:
_4- _7
S R
Por tanto:

pry=1+ %(x—@ - 7x—-4y+9=0
e 7: Su pendiente es 0 y pasa por el punto (0, ?)

Por tanto:
3
7 ==
VT3

e 5: Su vector direccion es (0, 1) y pasa por (2, 0).

x=2
S:
b

e {: Pasa por los puntos (1, 0) y (=3, 2).

Por tanto:

Asi, su pendiente es:

Por tanto:

t: y=—%(x—l) - x+2y-1=0

Dada la recta:

r: =—1+3¢
y=2+kt

halla un valor para & de modo que r sea paralela a la bisectriz del segun-
do cuadrante.

X =~
e La bisectriz del segundo cuadrante es x =-y — { _ (en paramétricas).

Su vector direccion es d = (-1, D.
e El vector direccion de r es T = (3, k).

e Como queremos que 1 // bisectriz del segundo cuadrante, entonces sus vecto-
res direccion deben ser proporcionales:

o1 k=-3

%
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En el triangulo de vértices A(-2, 3), B(5, 1), C(3,—4), halla las ecuaciones de:
a) La altura que parte de B.

b)La mediana que parte de B.

¢©) La mediatriz del lado CA.

a) La altura que parte de B, b, es una recta perpendicular a AC que pasa por
el punto B:

hy L AC(5,-7) — el vector direccion de b, es H; 7,3

B, D e by } -

=
=5+ 7t _ _
—>bB:{x ° T XSl - Ty—18=0

%
y=1+5¢ _y-1 7 5
b) m, (mediana que parte de B) pasa por B y por el punto medio, m, de AC:

27 2 Bl —

m(_2+3, 3—4)
2 2

B, D e my

|

) es vector direccion de M.

=(2
2’

9 2x =10 + 9t

my: - 2p -2 - —
_ 2y -2
y=1+2¢ == p=2=2

o 210 =2, ex—18y-12=0

9 3

©) La mediatriz de CA, z, es perpendicular a CA por el punto medio del lado,
m'. Ast:

C71 =(-5,7) Lz — vector direccion de z: ?(7, 5)

RN
m' ﬂ7 _4—+5)= l,_l)ez
2 2 2 2
1 2x -1
x=—=+7t r=
. 2 . 42—l 2p+1
' 1 2y + 1 14 10
=__ +5¢ t=
yeop e 10

- z:206-28y-24=0 —> z:5x-7y-6=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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UNIDAD W

La recta 2x + 3y — 6 = 0 determina, al cortar a los ejes de coordenadas, el
segmento AB. Halla la ecuacion de la mediatriz de AB.

@ Después de ballar los puntos A y B, balla la pendiente de la mediatriz, inversay
opuesta a la de AB. Con el punto medio y la pendiente, puedes escribir la ecuacion.

N

Y

2x+3y—-6=0

= 3y-6=0 > y=2 — A, 2
x=0

e A=rN eje Y:{

«B=7rnN e X:{Z’“+O5y_6=0 - 2x-6=0 = x=3 = B(@3,0)
y:

e AB = (3,-2) L m,, (mediatrizde AB) — m,,=(2,3)
(3 2) = (2. 1) (punto medio de AB) € mediatriz |
B\ 5 S Ex punto medio de € mediatri

- y—1=i(x—é) - y=%x—% = My 6x—4y—-5=0

Determina los puntos que dividen al segmento AB, A(-2, 1), B(5, 4), en
tres partes iguales.

— 1 —
@ Si Py Q sonesos puntos, AP = ?AB
— — I
Escribe las coordenadas de AP y de AB, y obtén P. Q es el punto medio de PB.
B
Q
P
A
=2 1 1
e AP=§AB - (x+2,y—1)=§(7,5) -
x+2=% - x=%—2=%
R : S p(L
y—l=§ - y=1+2=2

* Q es el punto medio de PB — Q (UST+S, #) - 0 (%, 3)

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos

33



34

51

52

53

¢Qué coordenadas debe tener P para que se verifique que 31% -2 Q_1>2 =0,
siendo Q(3,2) y R(-1, 5)?

—> —>
3P0 =20R — 3G3-x,2-))=2(-4,3) —

17
9—3x=-8 x==
{6—3y=6 -

Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilatero forman un para-
lelogramo. Compruébalo con el cuadrilatero de vértices:

AG3,8 B(,2) 1,00 D(-1,6)
B
5+3 8+2)_
P( 2 ) 2 ) - (47 5)
Q@, ; R, 3); SA, 7

}7@=(3—4,1—S)=(—1,—4)} P - %
SR=(0-1,3-7) = (-1, -4

N
SP=(4-1,5-7)=(-2) } P -7
RO=(-0,1-3=(3,-2

C

Halla el pie de la perpendicular trazada desde P(1,-2) a la recta:
rix—2y+4=0

@ Escribe la perpendicular a r desde P y balla el punto de corte con r.

Sea s la recta perpendicular a » desde P y T = (2, 1) vector director de 7.

. =2 - . L - » . - - -
Asi, PP'1 r = el vector direccion de s, s, también es perpendiculara r(s L r),
luego podemos tomar s(1, —2). Como P(1,-2) € s:

x=1+1t - t=x-1
y+2
y+2 —>x—1=_—2 - 2x+2=y+2 —

y==2-2t = 1=

— s:2x+y=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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UNIDAD | 8

El punto P'(x, ») es tal que:

$:2x+y=0—> y=-2x

P=sNr
rix—2y+4=0
Sustituyendo en la segunda ecuacion:

X—2(2x)+4=0 - x+4x+4=0 —

4 4\ 8
S —. Y i) I
T Xt 7Y (5) 5

—4 8)
Luego: P'|—, =
uego (5,5

Halla el area del cuadrilatero de vértices:

@ Traza una diagonal para descomponerlo en dos tridngulos de la misma base.

B(0,5)
A(4)3) \
TN
\ [ ]~ \
IS NEAN
\ T\
D3, 12) C (4, 12)

e La diagonal AC divide el cuadrilatero en dos tridngulos con la misma base, cu-
ya medida es:

|AC| = |8, -5)| = V89

e Sean b, y b, lasalturas desde B y D, respectivamente, a la base:
by =dist (B, r) 'y bhp,=dist(D,r)
donde 7 es la recta que contiene el segmento AC.
Tomando como vector direccion de 7 el vector A_C> , la ecuacion de dicha rec-
ta es:
Sx+8y+k=0

Como (-4, 3) r} 20+24+k=0 = k=-4 = r:5x+8y-4=0

Luego:
5:-0+8-5-4| _ 36
V89 V89

) 5(=3) + 8(-2) — 4| 35
b, = dist (D, r) = | =
P V89 V89

by = dist (B, r) =

35
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e Asi:

Aypen = Aupet Aupc = +

2 \Vao Vo) 2
55

Calcula el area del triangulo cuyos lados estin sobre las rectas:

rix=3 s:2x+3y—-6=0 t:x—y-7=0

e :

EAN

x=3
ceA=rNs {2X+3y—6=o - 6+3y-6=0 - y=0

Luego: A(3, 0)

eB=rnNt x=3 - 3 7=0 - y=-4
x-y-7=0 I Yo

Luego: B(3, —4)
2x+3y—-6=0
eC=sNt Xy
x—y—-7=0 = x=y+7

> 2+ 7D +3Y-6=0 - 2p+14+3y-6=0 > 59+8=0 >

-8 -8 27
= = + =
-y 5 - X 5 7 5
27 —8)

L  Cl—=—, —
uego (5, 5

e Consideramos el segmento AB como base:
—
|AB| = [0, -D] =16 =4

e La altura desde C es b, = dist (C, r) = 185 -3] _ %

V12 + 02
e Asi:
N
Area - |AB] “ha _ 4-23/5 =ﬁ
2 2 5

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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56 | En el tridngulo de vértices A(-1,-1), B(2,4) y C(4, 1), halla las longitudes
de la mediana y de la altura que parten de B.

e Mediana. Es el segmento BM donde M es el punto medio de AC.

M(é,o) - ﬁw=(§—2,o_4)=(_l7_4)
2 2 2

La longitud de la mediana es: |ﬁ/[| =\1/4+ 16 =

N5
N

e Altura. Es el segmento BP donde P es el pie de la perpendicular a AC' desde B.

—
AC =(5,2) — larecta que contiene ese segmento es:

=-1+5¢ x+1 y+1
: 4 =
r{ -1+ 2 5 2

- 2x-59-3=0

v=(2151 AC = larecta s Lr que pasa por B:

=2-2 _ _
:{x L X2 4 sph0p 18-0

s y=4+5¢ -2 5

r:2x—-5—- 3=0
perfivs = {s:5x+2y—18=0
Multiplicamos la primera por 2 y la segunda por 5, y sumamos:
4 —10y-6=0

25x+ 10y -90 =0

- - % L0 s, 3
29x-96=0 — x 29—>229 5p-3=0 —
_ 192, _ 105 _ 105 o _ 21
— Sy 9 3 TN 29 5 2
P[22
Luego: P(29,29

sy = B <[ 25,25 - 1000 - VIO 5

57 |Halla el punto de la recta 3x — 4y + 8 = 0 que equidista de A(-6, 0) y
B(0,-06).

B (0, -6

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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P(x, y) debe verificar dos condiciones:
1.Px,y)er = 3x—4y+8=0
2. dist (A, P) = dist (B, P) = (x+ 62+ 12 =x2+ (y+6)>

3x—4y+8=0 3x—4y+8=0
X%+ 12x+ 36 + % = x? + %2 + 12y + 36 x=y

— 3x-4x+8=0 > x=8=y > P(8, 8

Determina un punto en la recta y = 2x que diste 3 unidades de la recta
3x—y+8=0.

Plx,y)e ry=2x
dist(P,r") =3, donde r":3x—-y+8=0

y=2x
RN |5X—y+8|=3%M=3_>M=3_)
= Vio V1o

x+8=3V10 - x,=3V10-8 —

— dos posibilidades:
P {x+8=—5x/ﬁ—>x2=—3\%—8—>

{_> y =6\N10-16 — {Pl(sxlﬁ—s,6\/1_0—16)
P, (=310 - 8, -610 - 16)

- y2=—6\/ﬁ—16 -

Halla los puntos de la recta y = —x + 2 que equidistan de las rectas
x+2y—5=0vy 4x—-2y+1=0.

Sean r, r, y r; las tres rectas del ejercicio, respectivamente.

Buscamos los puntos P(x, y) que cumplan:

{Pe = y=-x+2 | 2y 5| ldx— 2 1
dist(P, 1)) = dist(P, r) — X772l _ -V T ]
: ; A5 20
|x+2(=x+2)=5| _ |4x—2(=x+2) + 1]
Vs 25

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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—x-1= y o bien
_ |6x -3 2
- |—x—1|—T - 6 +3 -
_x_l_
2
—2x—2=06x-3, obien 8x = x, =1/8
2x—-2=-6x+3 4x =15 X, =5/4 -
R N b 1 15
R = 8+2 3 . Pl(g’ 8)
- 2,23 p(i i)
V2T g 4 214 4

Calcula ¢ para que la distancia entre las rectas 4x+3y—6=0y 4x+3y+c=0
sea igual a 3.

Sea Pe ry donde x,=0 — y,=2 — P,2) e r

[4-0+3 2+ ] _3

N16 + 9

N |6+c|=3_) 6+c=15 — ¢;=9
5 6+c=-15 = ¢,=-21

Asi, dist(ry, r,) = dist(P, r,) =

%

El lado desigual del triangulo is6sceles ABC, tiene por extremos A(1,-2) y
B(4, 3). El vértice C estaen larecta 3x—y + 8 = 0. Halla las coordenadas
de C y el area del triangulo.

e La recta del lado desigual (base) tiene como vector direccion AB - (3, 5):

y=-2+5t 3 5

r:{x=1+3t Xzl _Yr2 sk 3y—11=0

—
e La recta que contiene la altura tiene por vector direccion a = (=5, 3) L AB y

)

l\)|>—=

pasa por el punto medio del lado desigual AB, es decir, por M (

o |

)

b

C

=5/2 -5t - —
{x 5/2 -5 -5 _2y-1 _,

y=1/2+3 " 10 6
— b 12x+20y-40=0 — b 6x+10y—-20=0
eC=sNh,. donde s:3x—-y+8=0

3x— y+ 8=0 —6x+ 2y-16=0
6x + 10y —-20=0 6x + 10y —20 =0

12y -36 =0 —>y=?—g=3 -

- 3x-3+8=0 - 3x+5=0 > x=_—35

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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-5 )
L Ol —
uego (5 )

o Area =

- =
base x altura _ 4B G| V34 - N850/ i
2 b

2 2

AB=(3,5 — |AB| =34

™M)= (-25 -5 —>
a2 5]~ 1a -

N850
6

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rec-
tas 7 y s y forma un dngulo de 45° con la recta: x +5y—6 = 0.

r:3x—y—-9=0 s:x—3=0

3x-y-9=0

x _3=O—>9—y—9=0—>y=0

P=rﬂs:{

Luego: P(3, 0)

Como la recta pediday x+ 5y —6=0 forman un dngulo de 45°, entonces si sus
pendientes son, respectivamente, m, y m,, se verifica:

o 450 = m, — m, | G5 -my
8 _1+m2~m1 N 1+ 1/5) - m,y
‘—1—5~m1
> 1=|—1
5—m,

%

5—-my =-1-5m,, o bien
-G -m)=—-1-5m,

4m; =—-6 — m, =-0/4
om, =4 — m; =4/6

Hay dos posibles soluciones:

-6 -3 9
Z‘ly—O=T(x—5) e t1:y=7.x+?

4 2 6
12:y—0=€(x—5) - tZ:y=§x—g

Dadas 7r:2x—y—17=0 y s:3x— ky—8 =0, calcula el valor de k para que
r y s se corten formando un angulo de 60°.

@ Halla la pendiente de r. La pendiente de s es 3/k. Obtendrds dos soluciones.

Las pendientes de 7 y s son, respectivamente:

r N

- =3
m2ymk

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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Entonces:

2-3/k _‘ - 3 =‘2k+_63‘ —  dos casos:

18 00° =\ %

k= 9B *3 44153
3k + 6) = 2k -3 } 2-13
- -

N3k +6)=2k-3 k2=@=9@_12
2+3

Las rectas r:3x—2y+6=0,s:2x+y—6=0y &: 2x—5y—4 =0 son los lados
de un triangulo. Represéntalo y halla sus angulos.

Y 7
V4
/
7
-
/ 1
-
7 X
)
' l/
T |/ S
) _ _ 2
m, = > mg=-2; m,= 5
tg(r,s)=‘ 3/2 - (=2) 72 _ 7

Luego: (7,?) = 60° 15' 18,4"

zg(f\z)=‘ 3/2 - 2/5 ‘_‘15—4‘= 11

1+3/2-2/5 10+6| 16

Luego: (7, 7) = 34° 30' 30,7"

s s T~
Por dltimo: (s, 1) =180°~(r,s)—(r, t)=85°14"11"

Halla los angulos del triangulo cuyos vértices son A(-3, 2), B(8,-1) y
Cc(3, —4).

@ Representa el tridngulo y observa si tiene algiin dngulo obtuso.
—> —>

AB = (11, -3); BA (11, 3)

AC = (6,-6);  CA(=6,6)

— —>
BC =(-5,-3); CB(5,3)

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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AB - AC 66 + 18 Y
A . + 1

COSA=—FS—— = ——— =0,868
48] 1aC] 13072

A3,
Luego: /? = 20° 44' 41,6" T~ -y 5%
~—
x  BA-BC 55-9 S B(8. 1
cos B=—S——=—= —— 22— = 0,692 A
|BA| |BC| 130 V34 o

A
Luego: B = 46° 13' 7,9"

A A A
Asi, C=180° - (A +B) = 104° 2' 10,5"

Pagina 210

66

Halla la ecuacion de la recta que pasa por (0, 2) y forma un angulo de 30°
con x=3.

@ La recta que buscamos forma un dngulo de 60° o de 120° con el eje OX.

Y] /
\ 7 /
\ /
\
\ )&
AV IV£3E NS
\ | /
€0;2)
ALXE X
/60T T\
/ \
/
/ N\
&

La recta r forma un dngulo de 60° o de 120° con el eje OX.
Su pendiente es:
my = tg 60° = V3, o bien
m, = 1g 120° = -3
Teniendo en cuenta que debe pasar por P(0, 2), las posibles soluciones son:
rey = Vax+2

rZ:y=—\/§x+2

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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67 |Larecta 2x +y =0 es labisectriz de un angulo recto cuyo vértice es (—l, 1)-

Halla las ecuaciones de los lados del angulo.

Las pendientes de las tres rectas son: m, = -2, m,, m,

’

r

nm, —m
RN

1+mbmr

-2 —-m
1—2mr

{ 1-2m,==2-m. — m.=3

-1+2m,=-2-m, - m,=-1/3 ~
r:y—1=3(x+%) — y=5x+%

%
r/:y—1=_3—1(x+%) - y=_?1x+%

Encuentra un punto en la recta x—2y—6 =0 que equidiste de los ejes de co-
ordenadas.

Eje X:»=0

e v:ix=00 = {dist;P, 6]66 f(()) = dist (P, eje Y) N
P(x,y) e r Xoa=o=
7| = Ed — dos casos: {x=y
Vor+12 NoZ+ 12 -y >
xX-2y-6=0

. Y=2y-6=0 = y,=-6 = x =-0 N P, (=6, -6)
-y-2y-6=0 = y,=-2 = x,=2 P, (2,-2)
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Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por A(-2, 2) y forman un an-
gulo de 60° con x = y.
ml
+m

V3 +Vam=1-m - m, = 1-43
V341

N3 -3m=1-m — mz=ﬂ

N3 +1

b:x=y — su pendiente es my, =1

] - b

1g 60° =

1+1

Teniendo en cuenta que pasan por A (=2, 2):
1-v3
V341

1+\/§

vy y—2= (x+2)
2 —\/§+1

riy—2= (x+2)

ECUACIONES PUNTO-PENDIENTE

Escribe la ecuacion de la recta » que pasa por A(2,3) y B(5,6) y halla
la ecuacion de una recta paralela a r, cuya distancia a r sea igual a la
distancia entre A y B.

- vector direccion /Té=(3, 3) - x=2+3t
" | pasa por A2, 3) “ly=3+3t
x;2=%—>3x—3y+3=0—>r:x—y+1=0
esyr > mg=m,=1 - y=x+c > s:x—-y+c=0
dist (r, s) = dist (A, s) = dist (A, B) —
[2-3+c]|

V12 + (-1)?

J1+c| _ -1+¢c=6 = ¢=6+1=7
\2 - V18 - -1+c=-6 = ¢,=-6+1=-5

%

= | 4B

= Spx=y+7=0

$:x=5=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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71 |Halla el punto simétrico de P(1, 1) repecto alarecta x—2y—4=0.

e - . -
e PP’'1 v donde P’ es el simétrico de P respecto a esa rectay v es el vector
direccion de la misma.

A
PP'-v=0-> (x-1,y-D-2, D=0 -
> 2x-D+@p-D=0 - 2x+y-3=0
e Ademas, el punto medio de PP’, M, debe pertenecer a la recta. Luego:

M(x+1 y+1 x+1 2y+1

2 2 )€ T T3 2

-4=0 -

- x+1-2y-2-8=0 =
- x-2Y-9=0

¢ Asi, teniendo en cuenta las dos condiciones:

2x+y-3=0
X=29-9=0 = x=9+2y [
-15 _

- 20+2)+y-3=0 - 18+4y+y-3=0 o ys5 -

- x=9+2(-3)=9-6=3

Luego: P'=(3,-3)

72 |Un rombo ABCD tiene un vértice en el eje de las ordenadas; otros dos vér-
tices opuestos son B(-1,-1) y D(-5, 3).

Halla las coordenadas de los vértices A y C y el area del rombo.
Sea AeejelY — A=(0,y) yseaelpunto C=(x,, p,).

Como estamos trabajando con un rombo, sus diagonales AC y BD se cortan en
su punto medio, M.

Ademas, AC L BD.

-1-5 -1+3
2 2

oM

) = (-3, D es el punto medio de BD (y de AC).

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos

45




e Sea d la recta perpendiculara BD por M (sera, por tanto, la que contiene a AC):
B_b =(-4,4) — d-= (4, 4) es vector direccion de d .
M3, Ded

4
La pendiente de d es m,;=—=1

- 4 -
M3, Ded
> diy-1=+3) - y=x+4

® Asi:

A=dﬂejeY:{y=g+4}—>y=4 — A, 4
x:

O+x, 4+,
e M es punto medio de AC = (3, 1) =|—F, ——| —

2 2
X
—3=72—>x2——6
- 4y, i — C(=6,-2)
N

—  —>

. _ |AC||BD]

e Area = >

24 u?

N
AC| = |(=6,-6)| =72 = 672 .
|%| | | —>A1real=—6\/E N2 _
|BD| = (=4, ©| = V32 = 472 2

En el tridngulo de vértices A(-3, 2), B(1, 3) y C(4, 1), halla el ortocentro
y el circuncentro.

@ El ortocentro es el punto de interseccion de las alturas. El circuncentro es el pun-
to de interseccion de las mediatrices.

ORTOCENTRO: R=h, N hy N b, donde h,, b, y h. son las tres alturas (desde A4,
B y C, respectivamente).

— —> -
= —_ = == 2
-bA{aJ'BC (3,-2) > a=(2,3 —>/9A:{ 3+ 2t

Ae b, y=2+3t
x+3 _y=-2 _, hy:3x—2y+13=0
2 3
) {BL@=(7,—1)—>B=(1,7) {x=1+l
® Dy %bB: _
Be by, y=3+7t

- x—1=¥ = by 7x—y—-4=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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o) CLAB=(4 1) — c=, -4 , Jx=d

“lceb - P y=1-4t
c

—>x—4=%%/ocz4x+y—l7=0

Bastaria con haber calculado dos de las tres alturas y ver el punto de intersec-
cion:

Tx—y— 4=0
h,Nh,:
b “ {49“')/—17:0 Sumando:
11x -21=0 —>x=£
11
(22, 103)
21 147 — 44 103 117 11
=Ty 4=7.20 4=/ 44 10O
y=x [T 11 11

NOTA: Puede comprobarse que el ortocentro, R, esta también en h,. Basta con
sustituir en su ecuacion.

CIRCUNCENTRO: S = m, M my N m,, donde m,, m, y m, son las tres mediatrices
(desde A, B y C, respectivamente).

- — -
alBC —- a=(Q 3

e my 5 -
Punto medio de BC: M(?, 2) e my
=3 (-2 3.7
==z z(x z)ﬁy 2574
CLAB=(4, 1) — & =1, -4
*m, 5 —
Punto medio de AB: M’ (—1, 7) € mg
- y—i=—4(x+ D - y=—4x—é
2 2
Asi:
N
2 4 3 7 3
S=my, N m, . 5—) ?x—z=—4x—? -
y=—4x—-=
2
- x-7=-16x-6 - 22x=1 — x=% -
ye_g L3 _ 433 _ 37
22 2 22 22
L[ )
Asi, 5(22, > )

NOTA: Se podria calcular m2, y comprobar que Se m,,

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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74 |Larecta 2x +y—4 =0 es la mediatriz de un segmento que tiene un extremo

en el punto (0, 0).

Halla las coordenadas del otro extremo.

75

r2x+y—4=0

00, 0) A Gx, )

Un vector direccion de la recta es el v = (1, =2).

N — —
e Debe verificarse que: v.L OA=v - OA=0

(1,-2)-, =0 > x-2y=0 > x=2y

e Ademais, el punto medio de OA, M, pertenece a la recta:

x Y x Y _
M(;,?)er—)Z ?4’?—4 0 —
- 2-27)/+%—4=0 - 4y+y-8=0 —

—)y=% —>x=2~%=%

16 8)
L D Al—, =
uego (5’5

mo que tiene el centro en el origen de coordenadas. Halla:

a) Los otros dos vértices.

b) Los angulos del paralelogramo.

Pl(=2, D

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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a) Como las dos diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio,
que es el centro, se tienen facilmente los otros dos vértices:

R(2,-4), S(=6,0)

—> —> —> —
b) PO = SR =(8,-4) — QP = RS = (-8, 4)
PS = OR = (-4, -4) — SP =RO =4, 4

— —>
A PS - P — A A
cos P=—— % o216 =-0,31623 — P=108°26'58" = R
|EsT|POl V3280

360° — (P + R)

A A
S = . = 71°33' 54" = Q

A
NOTA: Podriamos haber calculado § con los vectores:

—> —>
A SP + SR 32 -16

A
cos S = = — =0,31623 — §=71°33' 54"
|sP| ISRl V32 - V80

76 |Dos de los lados de un paralelogramo estan sobre las rectas x+y—-2=0y
x—2y+ 4 =0 yuno de sus vértices es el punto (6, 0).

Halla los otros vértices.
e Como las rectas no son paralelas, el punto donde se corten serd un vértice:
rns)x+ y—-2=0 ) ox+ y—2=0
ry lx=2y+4=0 —x+2y-4=0
3y—-6=0 > y=2 —
- x+2-2=0 - x=0
Luego un vértice es A (0, 2).
e El vértice que nos dan, C(6, 0), no pertenece a ninguna de las rectas anteriores
(pues no verifica sus ecuaciones, como podemos comprobar ficilmente sustitu-

yendo los valores de x e y por las coordenadas de ). Asi pues, el vértice
C no es consecutivo de A.

Sean s,//r; una recta que pasa por C y s,/r, una recta que pasa por C.

Se trata de las rectas sobre

las que estan los otros la- $2
dos. /
A 1

Asi, los otros vértices, B y B
D, seran los puntos de cor- v
te de:

rNs,=8B )

D ¢ S
r,Ns =D

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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50

+y+a=
51:{36 y+ra=0 - 5;:x+y—-06=0

Ces;, > 6+0+a=0 — a=-6

_2 =
szz{x y+b=0 = 5 x—-2y—-6=0

Ces, > 6-0+b=0 - b=-06

x+ y=2=0

e B=yr Ns,:
! 2{x—2y—6=0

Resolviendo el sistema:

De la primera ecuacion — x=2-y — enlasegunda — 2—-y-2y-6=0 —

—4 10 (10 —4)
— = - Bl—2 =
D YT g AT o 3 3
eD=r Ns:XT2+T4=0 = 6-y-29+4=0 —
2 1{x+ y—-6=0 > x=6-y o
10 8 8 10
- =2 Dl =2
O T T (3’ 3)

Halla un punto del eje de abscisas que equidiste de las rectas 4x+3y+6=0 y
3x+4y—9=0.

P(x, 0) debe verificar dist (P, r) = dist (P, s):
|[4x+3-0+6] _ |3x+4-0-9]|

%
V25 V25
4x+6=3x-9 - x, =-15 3
- {4x+ 6=-Bx-9) = x,=3/7 = HEL 0, P2(7’ O)

Halla el punto de larecta 2x—4y—1 =0 que con el origen de coordenadas y el
punto P(—4, 0) determina un tridngulo de irea 6.

@ Si tomamos como base |17é| =4, la altura del tridngulo mide 3. El punto que bus-
camos estd a 3 unidades de PO y en la recta dada. Hay dos soluciones.

Los vértices son O(0, 0), P(—4, 0), O(x, ).

Si tomamos como base OP, entonces:

[
Area=# - 6=4'Tb - h=3

El punto Q(x, y) € r — 2x—4y—1=0 y debe verificar que dist (Q, OP) = 3.

La recta sobre la que se encuentra OP tiene por vector direccion O_I:>’(—4, 0 vy
pasa por (0, 0). Luego es el eje X: p=0.

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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Asi
2x—4y—-1=0
Y ~ 2x—4-3—1=0%x1=12
vl »=3 2
=3 _ o 1
V0% + 12 V2 26 -4(3) =120 = x,=—

Luego hay dos tridngulos, OPQ, y OPQ,, donde:
13 —11
o33 v o5

79 |Sean A, B, C, D los puntos de corte de las rectas x—2y+2=0y 2x—y—2=0

con los ejes de coordenadas. Prueba que el cuadrilatero ABCD es un trape-
cio isosceles y halla su area.

. Y
- —X  B(0,1)
" ca,o

D(0,-2)

@ Mira el problema resuelto niimero 1.
-2+ 2=
Sean: A = r N eje OX: {x Y O L x=2 = 420

B =rN eje OY: X 2y+2 O—)y=1:B(O,1)

D =s M eje OY: x-y=-2=0

C—sﬁeeOX{zx V=220 L, xo1 5 ¢, o
{ - y=-2 = D, -2)

Calculamos los vectores direccion de los lados:

—

AB =2, D

. —

BC = (1, -1) DA = ZBC - BC / DA
=2 - — —>

Ch = (-1,-2) |4B| =5 = |CD|

N

DA = (-2, 2)

Luego, efectivamente, ABCD es un trapecio isosceles de bases BC y DA.

Para calcular el drea necesitamos la altura:

%
AD (2, -2)
D0, -2)

Como

}% y=-=x—-2 = AD: x+y+2=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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— =
cIBC+IDA| 3N2  N2+2v2 3V2 9.2 9
Area = : = : = ==

2 2 2 2 4 2

Larecta x + y— 2 =0 y una recta paralela a ella que pasa por el punto
(0, 5) determinan, junto con los ejes de coordenadas, un trapecio isosceles.
Halla su area.

s/rix+y=2=0 = x+y+’<f=0}e 0+5+k=0 — k=-5
P,5 € s

Luego s:x+y—-5=0

OSednA—rﬂe]eX{ é’ VS x=2 3 42,0
-rﬂe]eY{x ‘a —>y=2:B(O,2)

x=0
C=sNeje X: {x V72T 5 k=5 = CG,0

y=0
—Gﬂe]eY{erg =0 - y=5 = D(Q,5

.X:

—> —>
e AB =(=2,2); CD =(-5,5)

- = Al
) |AB|+|CD| lAB|+|CD|
Area = b= - dist (A, s) =
2 2
_V8+V50 |2+0-5] _2¥2+5V2 3 _ 72 3 21
2 VE+ 1 2 Va2 N2 2

Un punto P, que es equidistante de los puntos A4(3,4) y B(-5, 6), dista el
doble del eje de abscisas que del eje de ordenadas. ;Cuales son las coorde-
nadas de P?

e d(P, 0X)=2d(P, 0Y) = |y| =2|x| — {y=2x
y=-2x

e |2P| = |PB| » Va-32+ -2 = V(5 -02+ G- 2 —
— x?2+9-6x+y?+16-8y=x2+25+10x+p?+36-12y —
= —6x—-8y+25=10x-12p+ 61 — 16x—-4y+36=0 —
— 4x-y+9=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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e Como deben cumplirse las dos condiciones, habra dos soluciones:

y=2x _ _ -9 B
Pl:{4x—y+9=0 —>4x—2x+9—0—>x——2 - y=-9
-9
Luego: P, (7, —9)
LJy =2 - -2 _3 -
PZ'{4X—)/+9=O = 4x+2x+9=0 > x ¢ 3 - =3

Luego: Pz(§, 3)

De todas las rectas que pasan por el punto A(1, 2), halla la pendiente de
aquella cuya distancia al origen es 1.

@ La ecuacion y =2 +m(x —1) representa atodas esas rectas. Pdsala a forma ge-
neral y aplica la condicion d(O, r) = 1.

e Esas rectas tienen por ecuacion:
y=2+mkx-1 = mx—-y+Q2-m)=0

_ N

od((%yﬂ:léM:lﬁ{z m m 1
m2+1 2—-m=—"\m?+1

= QC-m@P=m?+1 > 4+m?>-4dm=m?+1 -

- 4-4m=1 > m=%

Dado el triangulo de vértices A(—4,-2), B(-1,5) y C(5, 1), halla las ecua-
ciones de las rectas 7 y s que parten de B y cortan a AC, dividiendo al
triangulo en tres triangulos de igual area.

e La altura de los tres tridngulos es igual a la distancia de B al lado AC. Por tan-
to, tendran la misma area si tienen la misma base. Asi, se trata de hallar los pun-
tos, P y Q, que dividen el lado AC en tres partes iguales:

— — — —
— _ 204 +0C =( 2 1)- ~— _ OC+20C =(8 )
37 ’

OP = 0Q = —, 0
3 Q 3 3’
e Larecta r esla que pasa por B y por P
U o R
(=2/3) - (D (1/3)

y=5-18x+1) — rl18x+y+13=0

-18
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e La recta s esla que pasa por B y por Q:

5-0 __ =5 _ 15

"D w3 13 11

y=5—1—?(x+1) - 1ly=55-15x-15 — s 15x+11y-40=0

Dadalarecta »: 2x—3y + 5 = 0, halla la ecuacion de la recta simétrica de 7 res-
pecto al eje de abscisas.

e Hallamos dos puntos de la recta dada. Por ejemplo: A (2, 3) y B(5, 5).
e Los dos puntos simétricos respecto al eje OX de A y B son A'(2,-3) y B'(5,-5).
e La recta, 7/, simétrica de r respecto al eje OX serd la que pasa por A’ y B":

_5-(3) _-5+3 _-2

m —_—
5-2 3 3

La recta 7' es: y=—3—%(x—2) - 3y=-9-2x+4 — 2x+3y+5=0
e De otra forma:

Si (x, ) esun punto de la recta 7, entonces (x,—)y) es un simétrico respecto
al eje OX. Por tanto, la ecuacion de la recta 7/, simétrica de r respecto al eje
OX, sera:

2x=3(=)+5=0 — 2x+3p+5=0

Pagina 211
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CUESTIONES TEORICAS

Prueba que si las rectas ax+by+c=0 y a'x+ bly+c'=0 son perpendi-
culares, se verifica que aa'+ bb'= 0.

e El vector (a, b) es perpendicular a la recta ax + by + ¢ = 0.

e El vector (a', b') es perpendicular a la recta a’x + b’y + ¢’ = 0.

e Si las dos rectas son perpendiculares, entonces:

(a, b) « (a', b') =0; es decir, aa'+ bb' = 0.

Dada la recta ax + by + ¢ = 0, prueba que el vector v = (a, b) es ortogonal
a cualquier vector determinado por dos puntos de la recta.

@& Llama A(x,y;) y B(x, y,) y baz ¥ - AB. Ten en cuenta que los puntos A y
B verifican la ecuacion de la recta.

*Si A(x,, y,) pertenece a la recta, entonces ax, + by, +c=0
e Si B(x,, y,) pertenece a la recta, entonces ax, + by, +c=0
e Restando las dos igualdades: ax; —x,) + by, -y, =0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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Esta ultima igualdad significa que:

(a, b) « (x; —x,, y, —»,) = 0; es decir, que el vector (a, b) es perpendicular al

—
vector AB, siendo A y B dos puntos cualesquiera de la recta.

87 |a) ;Qué se puede decir de una recta si en su ecuacion general falta el término
independiente?

b) ¢Y si falta el término en x?

c) ¢Y si falta el término en y?

a) La recta pasa por (0, 0).

b) Es una recta horizontal (paralela al eje OX).

©) Es una recta vertical (paralela al eje OY).

88 | Prueba que la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos P(x,, y,) v

o Y=»V1 V2=
Q(x,, y,) puede escribirse de la forma: poympey = oy %y

N
Un vector direccion de la recta es  PQ = (x, — x,, ¥, —y,;) y un punto de la recta
es P(xy, yp.

Entonces, las ecuaciones paramétricas de la recta seran:

X —x
x=x +,-x)1 = 1=
Xy =X
ﬁ
y_yl
YE O -yl > s ——
1 2~ N V-
X —-X - - -
. T VU Sl R G
Xy =Xy Yo=h Xy =X X=Xy

o, lo que es lo mismo:
Y= Vo=
X —x X, — X,

PARA PROFUNDIZAR

89 |Un cuadrado tiene una diagonal sobre la recta x + 5y —6 = 0 y uno de sus
vértices es A(-2,—1). Halla los otros vértices y la longitud de la diagonal.

e Se comprueba que A ¢ s.

e Luego la otra diagonal en la que estd A sera r tal que r Ls:

Sx-y+G=0

-10+1+G= = : —y+9=
Comerr}_) 0 G=0 > G=9 = rn5x-y+9=0
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e M=rNs sera el punto medio de las dos diagonales:
- 506-5)-y+9=0 -

S5x-= y+9=0
X+59-6=0 > x=6-5y
25y - -9 .3 —6_5.2 .23
- 30-250-y+9=0 = y e 2—>x652 5
Luego: M(ﬁ, é)
272
2+C, -1+C
L 2)
2 2

e M es el punto medio de AC — (?’ %) = (

3=2+C c =-1
3 Te 74 - C(1, 4
3=-1+C, > C, =4

e B y D estan en las rectas que equidistan de AC.

{

Dichas rectas son todos los puntos P(x, y) tales que:
BD _ Ac
2

dist (P, r) = —
2

2

pues, al ser un cuadrado, sus diagonales son iguales. Es decir:
AC _ |, 9] _ V26 N
2
{tlz Sx—y— 4=0

dist (P, r) =
Sx—y+9=20/2
1,:56—-y+22=0

|5x-y+9] _ V26 _){
S5x—y+9=-26/2

V26 2

Ast:

B S5x— y—-4=0

B—tlﬂs.{ x+59-6=0 > x=6—5y} -

— 30-25y-y-4=0 - y=1 - x=1 = B{, D
}_>

D=t s Sx— y+22=0
TR x+5— 6=0 - x=06-5y
— 30-25)-y+22=0 - y=2 - x=-4 = D(-4,2)

e La longitud de la diagonal sera:
1AC | = 1BD | =26

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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De un cuadrado conocemos dos vértices contiguos A4(3,1) y B(4, 5). Cal-
cula los otros vértices. ¢Cuantas soluciones hay?

D, A D,

C y D son puntos de las rectas s y r perpendiculares a AB, y cuyas distan-
—
ciasa B y A, respectivamente, son |AB |:

%
e AB=(1,4) — s:x+4y+k=0

} — 4+20+ k=0 > k=-24 —
Como Be s

= S:x+4y-24=0

%
o AB=(1,49) — rix+4y+5k'=0

}—) 3+4+k'=0 = k=-7 —
Como A€ r

— rix+4y-7=0

ﬁ
e AB=(1,4) — r4x—yp+k"=0

} — 12-1+k"=0 — k'=-11 —
Como A€t

— ti4x—-y-11=0

—
e C y D son puntos que estdn en las rectas cuya distancia a AB es |AB| =V17.

Sean P(x, y) tales que:

. |40 —y — 11|
dist (P, 1) = —————— =17
N17

{4x—y—11= 17 - {t1:4x—y—28=0
4x—y—11=-17 — |lpdx-py+ 6=0
Son dos rectas paralelas. Hay dos soluciones. Asi:
Cl=tlﬂs{4x_ y—-28=0

X+4y—-24=0 > x=24-4y
= 96-16y-y-28=0 = y=4 = x=8 = (8,4
C2=l‘zﬂs{4x_ y+6=0

X+4y—-24=0 —> x=24-4y
- 96-16y-y+6=0 = y=6 - x=0 = C,00,0)
D1=tlﬂr{4x_ y-28=0 N

x+4y—- 7=0 - x=7—-4y
— 28-16y-y-28=0 = y=0 = x=7 — D,(7,0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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dx— y+6=0 N

D2=l‘2ﬂr{ ~ ~
X+4y—-7=0 - x=7—-4y

— 28-16y-y+6=0 = y=2 = x=-1 = D,(-1,2)

Y

B

La diagonal menor de un rombo mide lo mismo que su lado y tiene por ex-
tremos los puntos A(-3,-2) y C(1, 2). Halla los vértices B y D Yy el peri-
metro del rombo.

Y
B
S o~ 1,2
\ \
\ \ X
, A\
A3, 2 T~
D

« AC=(4 4 — |AC| =32 =42

Como esta diagonal mide lo mismo que el lado, entonces el perimetro sera:

Perimetro = 4 |A—C>| =162

—
e Los otros dos vértices estdn en la perpendicular a AC  por su punto medio

M(-1, 0).

La recta AC tiene por vector director (1, 1) — x—y+ k=0 N
Como, ademas, A(-3, -2) € recta AC

- B3+2+k=0 > k=1 > AC:x—-y+1=0
La recta s perpendicular a AC serd:

Six+y+ k=0 }e—1+/e’=0—>/e’=1—>s:x+y+1=0
Como M(-1,0) € s

Los puntos B y C seran los (x, y) que estén en s y cuya distancia al vértice
A sea igual a la diagonal, es decir, igual a 4V2.

xX,ypes - x+y+1=0 - x=-1-y
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Va+ 32+ (+2? =4V2 > e+ 32+ (+ 2% =32

= Q-pP+@+22=32 5 4+yr—dp+)?+d+4y=32 > 29?=24 >

y=2V3 = x =-1-2V3

- =12 -
Y y2=—2\/§%x2=—1+2\/g

Luego, los vértices B y C son:

(-1-2v3,2V3) y (-1 +2v3,23)

92 |Determina la ecuacion de una recta de pendiente —2 que forma con los ejes
un triangulo de area igual a 81. ;Cuantas soluciones hay?

e Las rectas de pendiente —2 tienen por ecuacion:

y=-2x+k
e Los puntos de corte con los ejes, A y B, son:
Si x=0 o> y=k - A, &) \
A
- _k k
Siy=0 = x > —>B(2,0)
B
e Asi: \
Area= K2k _g1 5 prozpg 5 M7 18
2 k, = -18 \r .
2

Dos soluciones:

rppy=-2x+18 y r,;y=-2x-18

93 | Conocemos dos vértices de un trapecio rectingulo A(1,1) y B(5, 1) y sa-
bemos que uno de sus lados esta sobre la recta y = x + 1. Calcula los otros
dos vértices. (Hay dos soluciones).

Podemos comprobar que A, B ¢ r.
Como un lado estd sobre 7, los otros dos vértices estin en 7 y, por tanto, A y
B son vértices consecutivos.

N
Ademds, un vector direccion de 7 es t = (1, 1), que no es proporcional a AB = (4, 0).

—
Por tanto, t ¥ AB — loslados AB y CD no son paralelos, luego no son las
bases del trapecio.

Podemos construir dos trapecios:

a) ABC\D,, donde AB es la altura del trapecio:

C, y D, seran los puntos de corte de r con las rectas perpendiculares a 4B
que pasan por B y A, respectivamente.
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%
el l AB — 4x+ k=0

—>4+k=0 > k=-4 > 14x-4=0 - rhx=1
Como A, D et

x=1
Asi: D, =t N =2 D, (1, 2
si: D, r{y=x+1 -y - D1, 2)
—> Y
esl AB — 4x+k=0 s 4
%
Como B(5,1) e s !
—>4:-5+k=0 > k=-20 - A
1
— $:4x-20=0 - s:x=5
Ast: Cp=s N x=5 - ! B
y=x+1 A X
- y=06 — C,5,0

b) ABC,D,, donde C,D, es la altura del trapecio:

C, y D, seran los puntos de corte de r con las rectas perpendiculares a r
que pasan por B y C, respectivamente (es decir, C, y D, son los pies de
dichas perpendiculares).

et lr > y=—x+k
= 1==1+k > k=2 - t:y=—x+2
Como A€t

- Xx+2=x+1 = 1=2x —

1 _ 3 (1 5)
= - = 2 D= =
— X > - ) > — 22,2

eslr - y=—x++k

}—) 1=-5+k o> k=06 - s:y=—=x+6
Como Be s

Asi: Cz=sﬂr:{ =_x++16 - x+6=x+1 = 5=2x —
y=x

-5 -7 5 7
I A _>C2(2’2)

Y
s
LA
A
Lz/
I~
B
T A X
1
3 s
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AUTOEVALUACION

1.

Se consideran los puntos A4(0, 1), B(4,9) y C(—4, k).
a) Calcula las coordenadas de un punto P que divida al segmento AB en dos

1 -

partes tales que AP = ;PB.
b)Determina k para que el punto C sea el simétrico de B respecto de A.

a) A0, D, B4, 9), C(-4, b
Sea P(x, y):

3x=4-x - x=1
3¥=-3=9-y > »y=3

—

1 — 1
AP =2PB = (y-D=2(G-x9-) - { } P(1,3)
b) A debe ser el punto medio de CB.

(, 1)=(ﬂ 9+k

SR - 9+k=2 > k=-7

Calcula la ecuacion de estas rectas:

a) Pasa por A(3, 2) y B(-2, 1), en forma paramétrica e implicita.

-1
b)Pasa por el origen de coordenadas y tiene pendiente m = 3 en forma
continua y explicita.
- —> -
a) Vector direccion d = BA = (5, 1). Vector de posicion: p(3, 2)

x=3+5¢

Ecuaciones paramétricas
y=2+t

t=y-2; x=3+5(p-2=3+5y-10 > x-5p+7=0

Ecuacion implicita: x—5y +7 =0
1 . » -
b)m = 3 — vector direccion: d(3, —1)

. . X )
Ecuacion continua: g = —1

X
== > y=-%

X
Ecuacion explicita: y = BE)

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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3.

Halla las ecuaciones de las siguientes rectas:
-2
a) Pasa por P(2,-3) y es perpendiculara y = ?x +1.
b)Es paralelaa 2x + 3y +1 =0 y suordenada en el origen es 2.

5
a) Una recta perpendicular a la dada tiene pendiente m = X Como ha de pasar por
P(2,-3), su ecuacion es:

y+3=%(x—2) = 2p+6=5x-10 = 5x-2y-16=0

b) Una recta paralelaa 2x+3y+1=0 es 2x+ 3y +k=0.
Como ha de pasar por (0, 2), debe ser k= —0.

La recta buscada es 2x + 3y —6 = 0.

Escribe la ecuacion del haz de rectas que pasa por (5, 1) y halla la recta de di-
cho haz que pasa por (0, 1).

El haz de rectas que pasa por el punto (5, D es a(x—-5+b(y—-1) =0

La recta del haz que pasa por (0, 1) es la recta que pasa por (5, 1) y por (0, 1). Por
tanto, su ecuacion es:
ER

s o 77!

Estudia la posicion relativa de las rectas » y s y de las rectas r y f, donde:
5 x=k
r:3x+5y—34=0 sy==-x t:
g 773 {y=2
e Posicion relativa de » y s:

Vector direccion de 7, 5,,(—5, 3)

Vector direccion de s, a; 3. 5) } r y s son perpendiculares.

e Posicion relativa de r y t:

Vector direccion de ¢, 3[(1, 0)

. . 1 r ! son secantes.
Vector direccion de 7, dr(—S, 3) } Y

Calcula k para que las rectas » y s formen un angulo de 60°, siendo #:y = 3;
s:y=kx+1.

La recta 7: y =3 es paralela al eje de abscisas. Asi, la tangente del dngulo que for-
man 7 y s coincide con la pendiente de s, que es igual a k. Es decir:

go==k
k=3
z‘g60°=\/§} )
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7. Comnsidera los puntos A(0, k) y B(8,5) ylarecta »:3x + 4y + 1 = 0. Deter-
mina el valor de k para que:

a) La distancia entre A y B sea igual a 10.

b)La distanciaentre A y » sea 1.

Q) dist(A, B) =82 + (5 — k)2 =64 + 25 + k2 — 10k = 10 —

k=11
2_10k-11=
— k% 10k 0<_,__,

. 4 - 1 4k +1 = k=1
[3-0+ /e+|=|4/e+1|=1< 5 -

bydist(d, 1) == 5 Gk+1=-5 — k=-3/2
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