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Sl Sistemas, matrices y determinantes
010
1.- Dada la matriz A =|0 O 1|, hallar las matrices
0 0O
Q) B=(A+I)((A-I)", b) C = (I — A)®.

Solucion

2.- Comprobar que cualquier matriz cuadrada se puede expresar de forma unica
como suma de dos matrices, una simétricay otra antisimétrica.

Solucion
1 0 -1
3.- Dada la matriz A = |0 X\ 3 [, averiguar para qué valores del pardmetro A
4 1 X\
la matriz A tiene inversa.

Solueion

4.- Si la dimension de las matrices A, B, C, y D son 3x3, 2x2, 3x2 y 3x2
respectivamente. Calcllese la matriz X en cada una de las siguientes ecuaciones
matriciales:

a) [1] AXB+C=D. [2] A'™X=CB. [3] XA=DD'+2cC'.
b) Hallar el valor de X en los apartados anteriores siendo

1 -2 3 1 2 1 1 2 0
A=(0 1 Z,B:[_2 2],6:—12,0202

0O O -1 1 11

Solucion

IX+Y=A
5.- Hallar dos matrices X e Y de dimension 2x3 tales que { 4 _:_ oy _B"
310
. .y 2 3 4 2
La misma cuestion para el caso concreto A = y B = .
2 1 5 2 1 8
2

Solueion

0 coso seno

6.- a) Hallar A3, siendo A = |[cosaa O -1
sena 1 0o
1 7 1
b) Hallar una matriz B tal que B> =|0 8 38].
0O 0 27
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110
c) Hallar €C", n€ N, donde C = |0 1 1.
001

Solucion

7.- Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad del siguiente sistema, segin los
valores del pardmetro a resolviéndolo cuando sea posible:

[—6x —6y +(11—-a)z+12=0

3x +(2-a)y-6z +3 =0

(2—a)x+3y-6z+21=0

Solticion
1 1 1

A

1

1 PN N2 A3
3 X+2 2x+1 3
3 22 +1 NP4 2) 3N

Solucion

9.- Usa el teorema de Rouché para explicar qué tipo de sistema de ecuaciones
lineales:
a) Constituyen las ecuaciones de tres rectas en el plano que determinen un
triangulo.
b) Constituyen las ecuaciones de tres planos en el espacio que determinen un

tetraedro. o
Solucion

10.- La matriz A, cuadrada de orden tres verifica la ecuacion A®> + A = B con
2 4 7

2 4|, ¢se puede asegurar que la matriz A es regular?

0 2

8.- Resolver la ecuacion

B=1|0
0

Solucion

11.- ¢Existe alguna matriz regular de orden impar tal que A' = —A°?

Solucion

12.- Calcllese el rango de las siguientes matrices mediante el método de los

-2 1 6 7 1 2 -3 45
6 -35 O 01 -101
menores. A=15 -1 7 -2/, B=|2 1 -3 11
2 5 0 3 10 -100
0O -5 4 -1 o1 -111

Solucion
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13.- Sean A, B <M, (R) con |A| = 4 y [B| = —3. Calcular los determinantes

|y |-BJ.

Solticion

14.- Sean B y (B — I)matrices de orden tres /inversibles.

siguientes:

o ) . |BX+Y =2B
a) Resolver el siguiente sistema matricial {B3X LBY -0
o 1 1
b) Hallar X e Y para el caso concreto B=| 1 0 1.
-1 -1 0

Solticion

15.- Sean X, C y D tres matrices de orden 3. Suponiendo que la matriz
A-2I es inversible, despejar X en la ecuacion: 2X + C — A" = D + (X'A" — A)".

oz
Solucion
1 3 -2
16.- Hallar la /nversa de la matriz A=|2 4 O | y escribir A como producto
35 -1

de matrices elementales.

Solucion

1 3 -2
17.- Mismo ejercicio anterior (16) para la matriz A=| 2 4 O
-1 -5 6
oz
Solucion
132 -11 4
1411 2 3
18.- Hallar el rango de la matriz A=(2 5 5 1 3 7
2 4 6 -1 2 8
387 0 411

Solueion

19.- Estudiar si existe alguna matriz A de dimension 3x2 talque AA" = I, donde

I es la matriz unidad de orden 3. .
Solucion

20.- Comprobar que el valor de un determinante de Vandermonde es:

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C. 3



fas ¢
[
B

Sistemas, matrices y determinantes

1 1
a b c ... p
@@ b* & ... p*|= (b-a)c-a)...(p—a)-
-(c-Db)...(p-b)-
a™! bt ot p™Y

Soltcion

21.- Discutir, en funcion del pardmetro a, el siguiente sistema de ecuaciones
x+2y+z =1

tineal 2x+y +3z = -4

MEAES Y x-y + (a+2)z = -3a-5

4x +2y+(a+6)z = -3a°-8

Solucion

22.- a) Resolver el sistema lineal siguiente AX = B mediante el método de
Gauss:

1 0 -3)(x -5

2 3 -1|ly|=|7

4 5 -2)(z 10
b) Hallar Ce M, (R) tal que CA sea una matriz triangular superior equivalente por
filas a A.

Solucion
a O 0

23.- Sea la matriz A=|1 2a 1-a/|: se pide:
a ab 2

a) Estudiar el rango de A en funcion de los parametros reales a y b.
b) Para b = 4, consideremos el sistema de ecuaciones lineales AX = B, donde

a

B =| 2 |. Discutir el sistema segin los valores del pardmetro a y resolverlo para
a

a=0.

c) Calcular la inversa de A-2I para a=b=3.

Solucion

24 .- Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Probar que si I-AB es
invertible, entonces I-BA también es invertible y que

(- BA)_1 =I+B(I- AB)_1 A. Nota: I es la matriz unidad de orden n.

Solticion

4 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.



P P
Y -
o

Sistemas, matrices y determinantes
25.- Sea A una matriz cuadrada de orden n tal que A?> + 2A + I = 0. Entonces A

es /nvertible. .
Solucion

: : , 10
26.- Encontrar el conjunto de matrices que conmutan con la matriz A = .

11
Solucion

111
27.- Demostrar que la matriz A =|1 1 1] verifica la relacion:
111

A" = 3"'A, neN.

Solucion

110
28.- Dada la matriz A=|{1 1 1| hallar A", ne N.
0 01

Solucion

29.- Hallar p y q para que se verifique la ecuacién: A? + pA + qI = (0) siendo

A 2 1 I 10
"1 2)* o 1)
oz
Solucion
30.- Resolver la siguiente ecuacién matricial C+AX=DB-EX siendo |A + E| = O.

Solucion

31.- Hallar las matrices inversas de las siguientes matrices:

1 1 1 1
2 5 7
cos X —senx 1 1 -1 -1
A = ,B=(6 3 4|, ,C-= .
senx Cos X 5 2 _3 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Solticion

32.- Probar que AA" y A'A son siempre matrices simétricas. ¢Es conmutativo
el producto anterior? Mostrar también que A + A" es simétrica, si A es
cuadrada; ¢qué sucede con A — A'?

Soltcion

33.- a) Si B es una matriz antisimétrica, iqué se puede decir de C=A'BA?
b) Si A y B son matrices simétricas, iqué se puede decir de AB-BA?

Soltcion
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1 3 4
34.- a) Hallar la /nversade A =|-2 -5 -3| b) Escribir A como producto de
1 4 9

matrices elementales.

Solticion

35.- Sabiendo que las matrices A, X e Y son de orden 7 y que el determinante
de A es igual a k20, se pide:

a) Calcular los determinantes de A2 4A. A-1 2A2A-1 A+A.
AX +Y =2A

A’X + AY = (0)

c) Resolver la siguiente ecuacion matricial siendo B, C matrices de orden7:
XA? — XA + CA = (X + B)A? + 3XA

Solucion

b) Suponiendo que A-I sea invertible, resolver el sistema: {

111
36.- Sea A=|0 1 1|, se pide:
001

a) Calcular A%, A%y dar la expresion general de A".
b) Comprobar que A® — 3A> + 3A =1,

c) Obtener A™!, -
Solucion

37.- Sea A una matriz ortogonal (A 1=A"). Se pide:
a) Estudiar si A"! y A" son también matrices ortogonales.
b) Hallar |A|.

c) Si B es otra matriz ortogonal del mismo orden que A, estudiar si AB es

ortogonal. o
Solucion

38.- Discutir, segin los valores de los pardmetros a y b, el siguiente sistema de
ecuaciones. Resolverlo paraa = b = 1.

2%, — X, -3x, —-x =2

—X, + X, + X3 +2X, +2x; =3
X, + X, + 3%, +2x; = 6
X, +2%X;+a X, +X5; =Db

Soltcion

39.-a) Resolver el sistema matricial siguiente:
{BAX +4Y =1,

3X +2Y = O,
¢Qué condicion ha de cumplirse para que el sistema anterior sea compatible?

6 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.



Sy
7 . . . .,
: Sistemas, matrices y determinantes z

e
{ 5
b) La matriz solucién X ¢puede verificar [X| = 0?

c) Resolver el sistema de ecuaciones lineales:
2x+0y+3z+1t=0

Ox+0y+z-1t=0
x+0y+0z+2t=0

Solucion

101 -1
40.- a) Estudiar el rango de la matriz M =|{1 O 3 -1]| segln los valores de a
10a b

y b.
b) Resolver el sistema de ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es M en los

casos en que sea compatible. i
Solucion

2 3
41 .- Dada la matriz A = [4 7} hallar:

a) En funcion de los valores p y q, una matriz X tal que AX = (2)

b) Una matriz Y tal que A%Y + AY = A.
c) Un valor de A tal que |A-2I|=0.

d) El valor de los determinantes siguientes:
A%, [BA|, |A7|, |-Al, |A-AT], |A+AT|.

Solucion

42.- Sean A, B, X, e Ye M, (R) matrices inversibles que verifican el sistema:

2AX'+Y =0
~3A - ¥YX = (AB)" X
Se pide:
a) Hallar X eY.
1 2 1 1 2 -3
b) Resolverlo para el caso concreto: A=|{0 -1 1|yB=|0 -1 1
0 01 00

Soltcion

43.- a) Calcular las matrices cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las
ecuaciones siguientes: 2X + Y = B
X-2Y=¢C
b) Si X e Y son las matrices anteriores, calcular, en funcion de B y C, la
matriz Z definida por:
Z=(2X +Y) X - (2X + Y)(2Y)

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C. 7
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Solucion

44 .- Sabiendo que las matrices X e Y son de dimension 2x3 y verifican el

istema 2~ 2V = A lquea=[2°21,8 gg hallar dich
susema3x1+2yf=B en el que A = 01 1 y B= , hallar dichas
7 7
matrices X e VY.
oz
Solucion
h+1 1 1 1

, 1 h+1 1 1 L

45.- Dada la matriz B = 1 1 hat1 1 |°S€ pide:
1 1 1 h+1

a. Hallar el rango de B para los distintos valores de h
b. Calcular para qué valores de h existe la matriz inversa de B.
. ¢Para qué valores de h la matriz B es ortogonal?

(2]

BX+Y=2B

d. Para el valor h = 2, resolver el sistema matricial siguiente:
I {B3X +BY =0

Solticion

46.- a) Demostrar que (AB)! = B! A"!, siendo A y B matrices /inversibles del
mismo orden.
b) Consideremos la ecuacién matricial [I-(BA)'1X-(C-I) 1=DX-A'B'X, siendo
A,B,C,D matrices cuadradas de orden n e I la matriz unidad del mismo orden.
i) Despejar X.
ii) ¢Qué condicion ha sido necesaria para poder despejar X?
iii) Hallar X, si es posible, en cada uno de los siguientes casos.

1 Cz[-27 41} y ngﬁfnu:) c=[_27 :J y D=[é .OJ
olucion

47 .- a) Discutir el siguiente sistema seguln los distintos valores de a:
(1-a)x+(1+2a)y+2(a+1)z=a
ax +ay = 2(a+1)
2x+(a+1)y+(a-1)z=0a*-2a+9

b) Resolver el sistema para el valor de a que hace al sistema compatible

indeterminado.

c) Para el valor de a del apartado anterior razonar cudl es el minimo nidmero de
ecuaciones linealmente independientes y qué ecuacion o ecuaciones son

13 o 7 13 . (¥4 2
combinacion lineal del resto. ¢Hay alguna solucion en la cual x = —?

J11
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Solugion

48.- Sean A, B, C, X matrices cuadradas de orden n. Se pide resolver la
siguiente ecuacion matricial indicando, cuando sea preciso, las condiciones que
deben cumplir las matrices que vayan surgiendo para poder despejar la incognita
X: (A+B'X)-(A!B)=(D-2X)B-(A"BH!

Solucion

49.- a) Discutir y resolver, segln los valores de m, el sistema siguiente:
XxX+y+2z=0
mx+y—-z=m-2
3x+my+z=m-2
b) Hallar, para m = 2, la solucién particular tal que y =1.

Solucion

50.- Dado el sistema

ax +y+z+t1t=1 Se pide:
Xx+ay+z+t=b 1) Discutirlo segin los valores de a y b.
x+y+az+t=b? 2) Resolverlo cuando sea compatible.

og
x+y+z+ t=b @@UM@H@W
51. a) Dada la ecuacion matricial B (X A - D)= C+ X A, donde A, B, C, Dy X
son matrices cuadradas de orden n, obtener la matriz X, sabiendo que A, B y
(B-I) tienen inversa. Siendo I la matriz identidad de orden n.
b) Hallar dos matrices X e Y de dimension 2x3 tales que cumplan que
X+Y=A
4X + 3\/ =B
3

siendo A y B dos matrices cualesquiera de la misma dimension 2x3.
nx+2y+z=1
c) Dado el sistema de ecuaciones lineales {-2x —ny +2z =1 se pide,
3x -2z =2
estudiar las soluciones del sistema en funcion del parametro n.

Solucion

52.- a) En el siguiente sistema de ecuaciones matriciales formado por matrices
cuadradas de orden 3, se pide obtener las matrices X e Y

3AX +4Y =1
3X+2Y =0

Siendo I la matriz identidad de orden 3 y O la matriz nula de orden 3.

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C. 9
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b) Dada la ecuacion matricial B(XA+D)=-C+3BXA , donde las matrices

A,B,C y D son matrices cuadradas inversibles, se pide obtener la matriz X.

ax +2y +z =1
c) Dado el sistema de ecuaciones lineales {-2x —ay + z = 0
y=0

Discutir las soluciones del sistema en funcion de los valores del pardmetro a.

Solticion

53.- La matriz A es nilpotente de orden 3 (A*=0) y la matriz B = I + A.
Demostrar que B1 = I - A + A%,

07z
Solucion
1 0 1
54 .- Dada la ecuacién matricial X A = A'+X, donde A=|{0 -1 O |, obtener la
1 0 -1
matriz X.

Solucion

55.- Probar que si I-AB es /nversible, entonces la matriz I-BA también lo es y
verifica:
(I-BA) !=I+B(I-AB) A

Solticion

10 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.
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1.- Dada la matriz A =|0 O 1|, hallar las matrices
00O
aQ)B=(A+I)((A-I)", b) € = (I — A)*.
Solucion:
110 1 1 0)" (-1 -1 -1
A+l=|0 1 1|, A-D*=0 -1 1| =0 -1 -1,
001 0 0 -1 0 0 -1

a) B=(A+1)(A-1)" =

1 -2 1
b) C=(1-A)°=(-D3(A-)°==—(A-°=—(A=D|0 1 -2|=
0 0 1

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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2.- Comprobar que cualquier matriz cuadrada se puede expresar de forma Unica
como suma de dos matrices, una simétricay otra antisimétrica.

Solucion:
Sea M = A+B siendo, A una matriz simétrica (A=A") y B una matriz antisimétrica (B'=-B), por

tanto

nt ol . . M=A+B
M'=A"+B'=A-B que resolviendo el sistema M

B:( M +M! ] |
2
Entonces podemos escribir _

. M+MY) M+ MY
siendo 5 simétrica, puesto que > =

t
se obtiene A:(NI M j y

M-M")
antisimétrica, ya que [ 5 J = -

La descomposicién es Unica:

Si fuera M=A;+B; =A,+B, = A, -A, = B, —B, , siendo la diferencia de matrices a la vez
simétrica antisimétrica

simétrica y antisimétrica, pero la Unica matriz simétrica y antisimétrica simultaneamente es la

matriz nula. Asi pues,

2 4 5
Ejemplo. SiM=|3 -1 6|, entonces
0 -3 7
2 7/2 5/2 0 1/2 5/2
A:%(M+Mt)= 7/2 -1 3/2 B:%(M—Mt)z -1/2 0 9/2|.
5/2 3/2 7 -5/2 -9/2 0

12 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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1 0 -1
3.- Dada la matriz A = [0 X 3 [, averiguar para qué valores del pardmetro A
4 1 X\
la matriz A tiene /nversa.
Solucion:
1 0 -1
IATS|A=0 A 3|=—(h-D(R-3) 20
4 1 -

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 13
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4.- Si la dimension de las matrices A, B, C, y D son 3x3, 2x2, 3x2 y 3x2
respectivamente. Calcllese la matriz X en cada una de las siguientes ecuaciones
matriciales

a) [1] AXB+C=D. [2] A'™X=CB. [3] XA=DD'+2cC'.
b) Hallar el valor de X en los apartados anteriores siendo
1 -2 3 1 2 1 1 2 0
A=10 1 2,8:[_22],6:—12,D:02
O 0 2 -1 1 11
Solucion:

a) Siexisten Ay B™ entonces,

[1] - .
[2] - :
[3] -

b)

12 -7/2 1 -1 11
Al=lo01 -1 |. O-C)=|1 0 B‘l_i 13
0 0 1/2 2 0 3 6
[1]-
1 0 0 -1 4
(AH1=| 2 1 0. CB=|-5 2|.
-7/2 -1 1/2 -3 0
2] X(A‘)1CB..
8 2 2
bp'+2cct)=|2 14 8|,
2 8 6
8 2 2\(1 2 -7/2) |(8 18 -29
[3] X=(DD'+2cCHAt=|2 14 8|0 1 -1 |=|2 18 -17
2 8 6Jl0 0 1/2 2 12 -12

14 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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8 . > 3IX+Y=A
5.- Hallar dos matrices X e Y de dimension 2x3 tales que { 4X+2Y — B
% T 3 4
La misma cuestion para el caso concreto A = 1 y B= [ 2 1
2 - 5
2

)

Solucion:

6X+2Y=2A .
ax+2y=8 2T '
{ex +2Y =2A S enem
— =- + .
AX+2Y=B i 7e,

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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0O cosa sena
6.- a) Hallar A3, siendo A = |cosa O —1
sena 1 o
1 -7 1
b) Hallar una matriz B tal que B* = (0 8 38|.
0O 0 27

110
c) Hallar €", n€ N, donde C = (0 1 1{.
001

Solucion:
0 cosa  sena 0 Coso sena 1 sena —Ccosa
a) A% =|cosa 0 -1 | cosa 0 —1 |=|-sena cos?a-1 cosasenc
seno 1 0 seno 1 0 seno.  cosasena  sen’a -1
0 cCosa Ssena 1 seno —Ccosa 0 0O
A3 =| cosa 0 ~1 |-sena. cos?o-1 cososeno|=|0 0 0
seno 1 0 seno.  cosaseno  sen’a -1 0 0O

b) Las potencias de una matriz triangular es una matriz triangular.

1 ab
B=|0 2 c|,

0 0 3
1 a b)Yl a b 1 3a 4b+ac
0 2 c|0 2 c|=|0 4 5c
003[003 0 O 9
1 a b)1 3a 4b+ac 1 7a 13b+6ac 1 -7 1

353_02cJ0 4 5¢c |=|0 8 19c |=|0 8 38 :a——11

0 0 30 O 9 0 O 27 0 0 27 ~

16 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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Veamos que

Por induccion.

Se verifica para n=1. Suponemos que se verifica para n, y probamos que se verifica para n+1.

Cn+1 — CCn —

o O B+

n(n-1) n(n+1)
10 1 n 1 n+l
1 1)0 1 n =0 1 n+1
0 1)0 O 1 0 O 1

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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7.- Estudlar' la compatibilidad o incompatibilidad del siguiente sistema, seguin los
valores del pardmetro a resolviéndolo cuando sea posible:
—6x —6y +(11—a)z+12=0
3x +(2-a)y-6z +3 =10
(2—a)x+3y-6z+21=0

Solucion:
-6 -6 1l-a
Estudiamos la matriz de los coeficientes| 3 2—a —6 | cuyo determinante es a®>-15a%-3a-17
2-a 3 —6
igualando a cero se obtienen las raices son -1y 17.
1* caso:
-6 -6 11-(-) -6 -6 12 -
Sia=-1, resultar 3 2—-(-)) —6 =1=r 3 3
2—-(-1 3 —6 3 3
2° caso:
-6 -6 11-(17) -6
Sia=17, resultar 3 2—(7) -6 |=2=r 3 -15 -6 -3
2—(17) 3 -6 -15

—6x -6y -6z+12= O

. Resolviendo el sistema equivalente:
3x—-15y -6z+3 =

, es decir, solucion anch

18 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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1 1 1 1
1 X N N
8.- Resolver la ecuacion =0.
3 X+2 2Xx+1 3X
3 22 +1 NP4+ 2x 3N
Solucion:
1 1 1 1 1 0 0 0 )
2 3 2 3 2 1 7\' }\'
1 A A A 1 A-1 A=A A=A 3
- (Y1 1-
3 A+2 20+1 3h|e=—<43 A-1 A-1 A-1
. , , . 2 A+l 23
3 2A+1 A°+20 3A 3 2A-2 A" -1 20°-2A
1 A-1 A*-1 1o
+
= (x-1’l1 o 0 =—(x—1)51 Zl‘z(k—l)6:0:>
o 2 A-1 2a-2

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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9.- Usa el teorema de Rouché para explicar qué tipo de sistema de ecuaciones
lineales:

a) Constituyen las ecuaciones de tres rectas en el plano que determinen un
tridngulo.

b) Constituyen las ecuaciones de cuatro planos en el espacio que determinen un
tetraedro.

Solucion:

a) Sean las tres rectas:

r=a,X+a,y=»0b,s=a,x+a,y=»b,, t=a,x+a,y=>b, con(a,,a;,)=(0,0) vi=1,2,3

En total tenemos tres ecuaciones lineales que forman un sistema incompatible (las 3 rectas no tienen
ningln punto en comun).

a12 a12 a11 a12 bl
Considerando: r(A)=|a, a, | ((A*)=|a, a, b,
aSl a32 a31 a32 b3

r(A) = 2; y r(A*) = 3 el Sistema es incompatible y ademés todas las submatrices de orden 2x2 son
de rango dos. |Las rectas se cortan dos a dos.

b) Sean los planos:

o =a,X; +a,X, +a,X; =a,con(a,;,a,,a,;) #(0,0,0);
B =b,x, +b,X, +bx, =b, con(b,,b,,b;)=(0,0,0);
¥ =C,X; +C,X, +C,X, =C, con (c,,C,,C,) # (0,0,0)
d=d,x, +d,x, +d,x, =d, con(d,,d,,d,) = (0,0,0)
considerando:

al a2 a3 al a2 a3 aO
b, b, b b, b, b, b

c, C, C c, C C ¢
dl d2 d3 dl d2 d3 dO

r(A) = 3; y r(A*) = 4 el gistema es incompatible y los cuatro planos no tienen ninglin punto en
comun, ademas todas las submatrices de orden 3x4 son de rango tres. Los planos se cortan dos d
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10.- La matriz A, cuvadrada de orden tres verifica la ecuacion A* + A = B con

2 4 7

B=|0 2 4|, ¢se puede asegurar que la matriz A es regular?
0 0 2

Solucion:

B 0= B =|A% +A| = 0= B =|A(a% +1] » 0= B = |A]A2 +] % 0= | 2 0.

Si
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11. ¢Existe alguna matriz regular de orden impar tal que A" = —A®?

Solucion:

Al=-A3 = ‘At‘ = ‘— A3‘ = |A|= —‘Ag" ——|A]® = 1=-|A]* , y esto, es absurdo en los ntimeros

reales.
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12.- Calcllese el rango de las siguientes matrices mediante el método de los
menores.

-2 1 6 7 1 2 -3 45
6 -3 5 O 01 -1 01
A=|5 -1 7 -2, B=(2 1 -3 11
2 5 0 3 1 0 -100
0O -5 4 1 01 111
Solucioén:
6 -3 5
5 -1 7
O T 2 5 0=38 > —L7
0 -5 ’ 054_’ 2 5 0
B 0 -5 4
1 2 4
1 2 -3 1 2 4
‘1 0:0 1 1—0-010—‘1 4‘—7-010
0o 17" T 21T 2 11
2 1 -3 2 1 1
100
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13.- Sean A, B € M,(R), con |[A| = 4 y [B| = —3. Calcular los determinantes
siguientes: |AB|, |[A~!|, [5A|, |A°|, |B'| y |-B].

Solucién:

|ae] | 1e| - B2

ol
54| =5¢|A| = [2500]
INERE
SRR =)
-8/ =(-1)"[e|-[E&].
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14.- Sean B y (B — I)matrices de orden cuatro /nversibles.

o i . BX+Y=2B
a) Resolver el siguiente sistema matricial {B3X BY -0
0O 1 1
b) Hallar X e Y para el caso concreto B=| 1 0 1]|.
-1 -1 0

Solucién:

BX+Y=2B=Y=2B-BX [] _ _
a) B3X+BY =0 = B2X+Y =0 2] sustituyendo [1] en [2] se obtiene
3B
B2X+2B-BX=0 = (B-HX=-2 = X=-2B-1"
IB* 3(B-I)*
Sustituimos este resultado en la ecuacion [1] y obtenemos

Y =2B+[B-I)"

0 1 1 11 1 -1 0 -1
b) B=[1 0 1[;B-I=[1 -1 1 ;(B—l)*:% 0 -1 -1
-1 -1 0 -1 -1 -1 1 1 0

-1 0 -1 1 0 1
X:—210—1—l:O 11

1 1 0 -1 -10

1 2 1
Y=2B[I+B-)"]=||2 1 1
-1 -1 2
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15.- Sean X, C y D tres matrices de orden 3. Suponiendo que la matriz A-2I es
inversible, despejar X en la ecuacion: 2X + C - A" =D + (X'A" - A)'.

Solucion:

2X+C-Al =D+ (X'A'-A)! = 2X+C-A' =D+ AX-Al = 2X+C=D+AX =
(2-A)X=D-C y como 2I-A es inversible, multiplicando por la izquierda por la matriz
(21— A)~Len la ecuacion anterior, se tiene
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1 3 -2
16.- Hallar la /nversa de la matriz A =2 4 O | y escribir A como producto
35 -1
de matrices elementales.
Solucion:
1 3 2100 1 00 1 00
2 4 00 1 OfconE,=|-2 1 O|yE,=| 0 1 0| seobtiene:
3 5 -10 0 1 0 01 -3 01
1 3 -2/11 00 1 0 O 1 0 0
0 2 4}-2 1 OfconE,;=|{0 -1/2 O|yE,=|0 1 O seobtiene:
0 4 5-3 01 0 0 1 0 -2 1
13 -21 0 O 10 O
0 1 21 -1/2 O|conE,=/0 1 0O | seobtiene:
00 -31 -2 1 0 0 -1/3
1 3 21 0 0 10 2 100
01 21 -1/2 0 |conE,=0 1 O|yE,=/0 1 2 seobtiene:
0 0 1|-1/3 2/3 -1/3 0 01 0 01
1 3 0/1/3 4/3 -2/3 1 -30
0 1 0/1/3 5/6 -2/3|conE;=[{0 1 O] seobtiene:
0 0 1-1/3 2/3 -1/3 0 0 1
1 0 0-2/3 7/6 4/3
0 1 0/1/3 5/6 -2/3
0 0 1-1/3 2/3 -1/3
y escribir A como producto de matrices elementales.
100
E.E.E,E.E,E.LE,EA=|0 1 0|< A=(E,EEE[EEEE)" =
0 01

=E,'E,'E,"E, 'E, ' 'E, Uy =S
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1 3 -2
17.- Mismo ejercicio anterior (16) para la matriz A= 2 4 O
-1 5 6
Solucioén:
1 3 -2 | 00 1 3 -2 1 0
(AlD=|2 4 0 | 10W>o—24|—2 0
0 1 f,=f, +f, 0 -2 4 | 1 1

R O O O - O

0 1 3 -2 1 0
o} —T T 0 -2 4 | -2 1
1 0 0 0 | 3 -1
Observamos que la matriz A
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11 4)

(1 3 2

3 7

1

12 8
387 0 4 11

2 4 6

18.- Hallar el rango de la matriz A=2 5 5

Solucion:

2 -11 4
-1 2 1 -1
1 3 1 -1
2 1 0 O
1 3 1 -1

3
1

1
0
0
0
0

-1 1 4

141 1 2 3
-1 2 8

1 3 2
2 4 6

-1
-2
-2

13 2 -11 4
01 -1 2 1
00 O 5 2
00 0 5 2
00 O O

f, +2f,
-11 4

f.=f, +1,
f, =f_ +2f,

fy
-1

-1
-1
0

0

3 1
1
3 1

-11 4
Jn

2
-1 2 1
1
2
1

3
1
-1
-2
-1

1
0
0
0
0

=
—
C
©
—
—
o
o
s~ _

-1

-2
0
0

0
0

13 2
01-12 1
00 0 5 2
00 0 O
00 0 O

-1

-2

-2
0

0

-1 1 4
5 2
5 2
0

-1 2 1
0
0
0

13 2
01
00
00
0 0

29
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19.- Estudiar si existe alguna matriz A de dimension 3x2 talque AA" = I, donde
I es la matriz unidad de orden 3.

Solucion:
a d 5 a’+d*> ab+de ac+df 100
a c
AA'=|b e (d fj: ab+de b*+e* bc+ef |=|0 1 0|=
e
c f ac+df bc+ef c®+f? 0 01
2 2 _ —
a~+d =1 a=Ccosa,
b?+e%=1 d=senq,
2 2 —
c-+f =1 b =cosa
= 3Ja,,0,,0, € R/ 2
ab+de=0 e =sena,
ac+df =0 C=CoSa,
bc+ef =0 f =sena,
. T, 3n
Ademés, ab+de=0= cosa, cosa, +sena,sena., = cos(o, — o, )= a, —o, =+—0+—.
2 2
, T, 3n
Anélogamente: 0 = cosa, COSa, +Sena,seno, = cos(a, —o;) = o —0l; =+ —60+—,
2 2
T, 3N
0 =cosa, cosa., +sena. sena., = COS(OLZ —ag): o, -0y =t—0f—.
2 2
0
- T, 3n
Pero, o, —oi; = (a, —ot, ) +(a, —0y) =, —o; =4£m Yy no coincide con +—6+—, absurdo.
2 2
27

[Luego no existe tal matriz A]
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2/ ) =
. -_'_\:,L"

20.- Comprobar que el valor de un determinante de Vandermonde es:

1 1 1
a c ... p
a@ b> ¢ ... p’l= (b —a)c -a)...(p — a)-
.. -(c-b)...(p-b)-
a"! bt ! P e

Solucion:

Restando en cada fila la anterior multiplicada por a el determinante queda:

1 1 1 ... 1 1 1 1 1
a b cC .. p 0 b-a c—a p-a
a? b> ¢ .. p°|=|0 b(b-a) c(c-a) .. p(p-a)|=
a"t bt ¢t .. p™| |0 b"*(b-a) c"?(c-a) p"*(p-a)
1 1 1
b cC .. p
=(b-a)(c—a)..(p—a) b> ¢ .. p°
b.n g C;q . p.n g

este Gltimo determinante también es de Vandermonde; efectuando en él el mismo proceso y asi

sucesivamente se obtiene el resultado buscado.
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21.- Discutir, en funcion del pardmetro a, el siguiente sistema de ecwaciones

lineales
x+2y+z =1
2x+y +3z = -4
x-y+(a+2)z = -3a-5
4x +2y + (a+6)z = -3a°-8
Solucioén:
1 1
. 3 - . .
La matriz A = L 1 a+2 de los coeficientes es de orden 4x3 y la matriz ampliada
- +
4 2 a+6
1 2 1 1
. 12 1 3
A = de orden 4x4 puede ser de rango 4.
1 -1 a+2 -3a-5
4 2 a+6 -3a°-8
1 1 1 1 2 1 1
-3 1 -6
g 1201 3 —4 0 -3 1 —6
A= = =0 a -3a|=
1 -1 a+2 -3a-5| 0 -3 a+1 -3a-6 )
) ) a -3a
4 2 a+6 -3a°-8 |0 6 a+2 -3a°-12
-3 1 -6 A0
=0 a —3a =9a2(a—1)=0:>{ : . Podemos distinguir tres casos:
0 0 -3°+3a -

1. si@#0ly a=1= r(A*)=4>r(A) SISTEMAINCOMPATIBLE|

2 1
1 3 . P
L 2 = 2<nudmero de incAgnitas.
2 6

1 1 1 1 21

2 3 4 2 1 3 .

=3;r(A)=r = 3=n0mero de
1 -1 3 -8 1 -13
4 2 7 -11 4 2 7

incégnitas. SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO|

32
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22.- a) Resolver el sistema lineal siguiente AX = B mediante el método de
Gauss:

1 0 -3)(x -5
2 3 -1||ly|=|7
4 5 -2)(z 10
b) Hallar Ce M, (R) tal que CA sea una matriz triangular superior equivalente por

filas a A.
Solucion:
1 0 -3-5) (1 0 -3-5 1 00
a)E |2 3 -2/7 |=/0 3 5|17 |siendo E,=|-2 1 0 |=f,-2f,
-2/10 4 5 -210 0 01
1 0 -3-5 00
0 3 5|17 |=|0 3 5|17 |siendo E, 1 0(=f,-4f
4 5 =210 0 5 10|30 -4 0 1
1 0 -3-5 1 0 -3-5 100
E{O 3 5/17|=(0 3 5 17}5|endo E;,=(0 1 O s%f3
0 5 1030 1
5
1 0 -3-5 1 0 -3-5 100
E,/O 3 5|17|=|0 1 2| 6 (siendoE,=|0 0 1J=f2<—>f3
01 2|6 0 3 5|17 010
1 0 -3-5 1 0 -3-5 1 0 0
E;/O 1 2|6 |={0 1 2|6 |siendoE;,=|0 1 0}=f3—3f2
0 3 5|17 0 0 -1-1 0 -3 1

X—-32=-5
Por tanto, el sistema equivalente: Y + 2z =6 , cuya solucion sera
-z=-1

b) Si llamamos A a la matriz de los coeficientes del sistema anterior, hallar una matriz C tal que CA
sea una matriz triangular superior equivalente en filas a A.

10 -3
E.E,E.EE,EA=|0 1 2 | C=EE,E,E,E,=
00 -1
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23.- Sea lamatriz A=|1 2a 1-a/|: se pide:
a ab 2

a) Estudiar el rango de A en funcion de los parametros reales a y b.

b) Para b = 4, consideremos el sistema de ecuaciones lineales AX = B, donde
a

B = | 2|. Discutir el sistema segin los valores del parametro a y resolverlo para
a

a=0.

c) Calcular la /nversa de A-2I para a=b=3.

Solucion:

a) Para resolver el calculo del rango obtenemos el valor del determinante de A:

a o0 0
2a 1-a ) .
Al=[1 2a 1—a=aa =a(4a—ab+a’b) e igualamos a cero
a ab 2
a=0
|A|=a(4a—-ab+a’h)=0= 4 . Podemos distinguir los siguientes casos:
b—ab=4=b=—"—
azl 1-a
2. Sia¢0,b¢£:.
0 0O L
3. Sia=0 = |A|=0;A=|1 0 1 |con 2¢o:>.
0 0 2
A a 0 0
4, Sib=1—:>|A|=O;A= 1 22 1-a| =>kA)=2
~a
a at 2
l1-a

a o 0 \(x a
b) Para b=4 el sistemaqueda: | 1 2a 1-a ||y |=]| 2 |.Por el apartado anterior:
a 4a 2 z a

a 0 0|
¢ Si a=0=r(A)=3y lamatrizampliada r(A") =1 2a 1-a|2|=23elsistemaes
a 4a 2 |a

compatible determinado.
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0 0 00
e Si a=0 =r(A)=2y la matriz ampliada r(A")=| 1 0 1|2 |=2<n° de incognitas el sistema
0 0 20

es compatible indeterminado.

. X+2=2
EImstemaparaazOes{ =>x=2=
21=0=12=0
30 O 10 O
¢)Paraa=b=3 queda A=|1 6 -2|ylamatriz A-2I=1 4 —2|con|A-2I[=18=0 tiene
39 2 39 0
inversa y por adjuntos tenemos que:
4 -2 0 0 [0 O
A-21)  (A-21), (A-2I SR L B
Lo (B (A2, (A=200 s g g
(A=2l) =——|(A-21), (A-=21), (A-2I), |==|- - =
|A-2| . 2 “| 18/ 3 0] B o [ -2
(A_2|)13 (A_ZI)zs (A_2|)33 1 4 1 0 10
39 39 [ 4
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24 .- Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Probar que si I-AB es
invertible, entonces I-BA también es /invertible y que

(I-BA)" =I+B(I-AB) A
Nota: I es la matriz unidad de orden n.

Solucion:
Demostremos que: (1-BA)™(I-BA)=1.
(1-BA) (I - BA) (1+B(1-ABY ' AJI-BA)=(I- BA)+ B( _AB)'A(1-BA)=
=(1-BA)+B(1-AB) '(A-ABA)==(1-BA)+B(I-AB) " (I-AB)A=1-BA+BA=1.

Puesto que (I-BA)™(I-BA)=1, podemos asegurar que |l - BA| 0, luego y por

ser (inica, se cumple (1-BA)1-BA)™ =1.
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25.- Sea A una matriz cuadrada de orden n tal que A’> + 2A + I = 0. Entonces A

es invertible.

Solucion:

De la ecuacion A® + 2A +1=0 se tiene que A*> +2A =0-1< A(A+2l) = -1 y tomando
determinantes en la ecuacion anterior |A||A + 21| =|-I| = (-1)" = +1 0y por tanto |A| =0 y

SR
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10
26.- Encontrar el conjunto de matrices que conmutan con la matriz A = [ 1 1].

Solucion:

Buscaremos matrices cuadradas X tales que AX=XA. Si

a 0 a ¢ )
la,beR; X = se tiene que:
b a b d

1 0)a c a c)y1 O a c a+c ¢ i
AX=XA & = = = , dé donde resulta el
1 1)b d b di1 1 a+b c+d b+d d

a=a+¢C

X

sistema b=bid cuya solucion es d=a y ¢=0 y las matrices que conmutan con A son de la
a+b=b+

c+d=d
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27.- Demostrar que la matriz A =|1 1 1| verifica la relacion:
111

A" =3"'A, neN.

Solucion:

Utilizaremos el método de induccion, evidentemente se cumple para n=1y para n=2 ocurre

111111 3 3 3 111
que: A>=AA=(1 1 11 1 1(=[3 3 3|=31 1 1|=3*"A.
1110111 3 3 3 111

Supuesto que se cumple paran, A" =3""A, n e N, se demuestra para n+1:
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110
28.- Dada lamatriz A=|{1 1 1| hallar A", ne N.
0 01
Solucion:
1 1 01 10 2 21
Paran=2setieneque: A>=AA=|1 1 1|1 1 1 2 2 2
0 0 10 0 1 0 01
1 1 0Y2 2 1 4 4 7
Paran=3setieneque: A’ =AA’=[1 1 1|2 2 2|=|4 4 4
0 0 10 0 1 0 01

Ahora podemos suponer que - y demostrar para n+1 que sigue la

regla anterior,
1 0{2n1 y i L R LI LI L |

1
An+1 =AAn — 1 2n -1 2n—1 2n—1 — 2n 2n 2n
0

0 1 0 O 1
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29.- Hallar p y q para que se verifique la ecuacién: A? + pA + qI = (0) siendo

[ en-( )

Solucién:

Sustituyendo en la ecuacion A” +pA +ql = (0) se tiene que:

B R R B R R M AT M

5+2p+q=0
5+2p+q 4+p 0 0 4+p=0 . . .
= = & y resolviendo el sistema se obtiene y
4+p 5+2p+q 0 0 4+p=0
5+2p+q=0
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30.- Resolver la siguiente ecuacion matricial C+AX=DB-EX siendo |A + E| = O.

Solucion:

En la ecuacion C+AX=DB-EX agrupamos las expresiones que tienen la incognita X
quedando AX+EX=DB-C, aplicando la propiedad distributiva por la derecha (A+E)X=DB-C; por
hipdtesis |A+E|;at0<:>3(A+E)‘1 y multiplicando por la inversa por la izquierda en la Gltima

ecuacion (A+E) ™ (A+E)X=(A+E) " (DB-C) = [X=(ATE) (DB-0)|
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31.- Hallar las matrices /nversas de las siguientes matrices:

1 1 1
2 5 7

1
— 1 1 -1 -1
A:[cosx senxj’B= 6 3 4| c- .
senx Cos X 1 -1 1 -1
5 -2 -3 1

-1 -1 1

Solucion:

Primeramente calculamos el determinante de la matriz dada,

COSX —senx ) ) ) )
=C0S° X —(-sen“x) =cos” x +sen“x =1 0, VX

A=

senx  COoSX

. . L COSX  Senx
Luego existe la matriz inversa de A y sera: |AT = (ue en este caso ocurre que
—Senx CosX

o COSX  senx . . .
AT = = A"y se dice que A es una matriz ortogonal.

—senx CosX
2 5 7

|B| =6 3 4|=-1+#0. En este caso utilizaremos el método de Gauss para obtener la
5 -2 -3

inversa mediante combinaciones lineales de las filas de la matriz dada B. Consideramos la matriz B
ampliada con la matriz unidad de orden 3 que es la que se quiere conseguir:

2 5 71 0O
6 3 4]0 1 0],simultiplicamos la fila primera por 3y se resta a la segunda y en la tercera
5 -2 =30 0 1

2 5 711 0O
fila le restamos los 5/2 de la primera obtenemos:| 0 -12 -17|-3 1 0/; ahora es la tercera
29 41 5
0O - — ——-— 01
2 21 2
2 5 711 0 O
fila —29/24 por la fila segunda |0 -12 -17-3 1 0|; la fila tercera por 24 quedando
119 29
o 0 == -=1
24 18 24
2 5 711 0 o0
0 -12 -17-3 1 0 |; en lugar de la segunda fila se pone 17 veces la fila tercera mas la

0 O 1|27 -29 24

2 5 711 0 0
segunda  fila 0 —-12 0456 —-492 408 |; dividiendo por -12 la segunda
0 0 127 -29 24
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2 571 0 0 2 5 0]-188 203 -168
filaj0O 1 0-38 41 —34/|; primera menos 7 veces tercera |0 1 0/-38 41 -34 |;
0 0 1/27 -29 24 0 0 1127 -29 24
2 0 0/2 -2 2
primera menos 5 veces segunda |0 1 0[-38 41 —34|; y por Gltimo dividiendo por 2 la
0 0 127 -29 24

1 00 1
primera 0 1 0-38 41 -34|. Resultando la  matriz inversa  de B:
0 01 24

1 1 1 1
1 1 -1 -1 . .
Para C = utilizaremos el método de Gauss:

1 -1 1 -1

1 -1 -1 1
1 1 1]1 0 0 O
1 -1 -10 1 0 O
1 -1 1 -10 0 1 0O
1 -1 -1 110 0 0 1
1 1 1|1 00 O0)(1 1 1 1|1 oo00O
0 -2 -2-1100(|0 -2 0 -2-1010
0 -2 0 -2-101 0|0 0 -2 -2~-1 100
0O -2 -2 0-1 0010 -2 -2 0|-1 001
11 1 12 0 0 O)(2 1 1 141 O O O
0O -2 0 -2-10 1 0(|0 -2 0 -2-1 0 1 O
0 0 -2 -2~11 0 0|0 0 -2 -2-1 1 0 O
o 0 -2 2|0 0 -121){0 0 O 4|1 -1 -11
11 1 1]t 0o 0 0y 1 1 .|t O 00
0 -2 0 -21 1 0)lo -2 o —2_%8 118
00 -2y Yy G pl0 0 -2 000 2 22
00014 440001______

4 4 4 4
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Sistemas, matrices y determinantes

32.- Probar que AA" y A'A son siempre matrices simétricas. ¢Es conmutativo
el producto anterior? Mostrar también que A + A" es simétrica, si A es

cuadrada; ¢qué sucede con A — A'?

Solucion:
Por definicion X es una matriz simétrica si X' = X, para AA" se tiene que:

(AA‘)t :( t)tAt =AA'" ypara A'Aresulta que (A‘A)t :A‘( ‘)t =A'A.

En general |no es conmutative el producto anterior, baste considerar un contraejemplo:

10 10

121 t (121 6 1
A= = A'=|2 0] puesresulta AA' = 2 0= y
0 01 11 0 01 11 11

10
t 121
A'A=|2 0 =
001
11

RN
NN

1
2 | que evidentemente no pueden ser iguales.
2

Ahora la matriz A es cuadrada para poder efectuar la suma con su transpuesta A', en cuyo

caso (A+A') =A"+(A) =A'+ A=A+ A luego A+Aes simétrica; y

(A —A' )t =A' - (At )I =A'—A=—(A-A") cumple que la transpuesta coincide con la opuesta

que significa que [A=A"es antisimétrica.
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33.- a) Si B es una matriz antisimétrica, iqué se puede decir de C=A'BA?
b) Si A y B son matrices simétricas, cqué se puede decir de AB-BA?

Solucion:

a) B es antisimétrica < B' =—-B. Y como C=A'BA tenemos que:
C'=(A'BA) =A'B'(A') =AB'A_ = A'(-B)A=-A'BA=—C luego .

B es antisimétrica
antisimétrical

b) Por ser A'y B matrices simétricas se cumple que A'=A y B'=B y entonces
(AB-BA)'=B'A' -A'B' =BA-AB= - (AB-BA)

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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Sistemas, matrices y determinantes

Fakpio

1 3 4
34.- a) Hallar la /nversade A =|-2 -5 -3| b) Escribir A como producto de
1 4 9
matrices elementales.
Solucion:
1 3 41 00 1 3 41 00 1 3 41 0 O
-2 -5 -30 10 =10152 10 =/012%52 1 0}

f,+2f;

fa—f,
1 4 90 0 1)-f" (0 1 5-1 0 1 0 0 03 -1 1
luego |A ne es invertible y no puede escribirse como producto de matrices elementales.
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Sistemas, matrices y determinantes

35.- Sabiendo que las matrices A, X e Y son de orden 7 y que el determinante
de A es igual a kz0, se pide:

a) Calcular los determinantes de A2, 4A, A-1, 2A2A-1 A+A.
AX+Y =2A

A’X + AY = (0)

c) Resolver la siguiente ecuacion matricial siendo B, C matrices de orden 7:
XA? — XA + CA = (X + B)A? + 3XA

b) Suponiendo que A-I sea /nvertible, resolver el sistema: {

Solucién:

a) [A2|=| A" = [i?]:
4n|~4'| o - [

= - [

AP A =27 | |AT] = 27Kk = (27K

A+ A =24 [2].

b) Sabemos que A es invertible pues |A| =k # 0. En el sistema multiplicamos por la matriz A la
AX+Y =2A AAX+Y)=A2A [A’X+AY =2A°

A*X +AY =(0) :{ A’X +AY =(0) { A*X +AY =(0)

ecuaciones A’X —A’X =2A° 0= A*(X-AX)=2A’ = (I-A)X =21= X =2(1-A)™". Ahora

de la segunda ecuacion: A’X +AY =0=Y =-A’X =-A?2(I-A) "' =2A*(A-D"

¢) En la ecuacion XA* — XA + CA = (X + B)A® + 3XA desarrollamos el paréntesis

XA% — XA +CA = XA? + BA? + 3XA agrupamos los sumandos con incognitas
XA? — XA - XA® —3XA =BA* —CA quedando —4XA = BA?* — CA sacando factor comin A
tenemos —4XA = (BA —C)A y como A es invertible multiplicando por la inversa de A

—4XAA™ = (BA-C)AA™ = -4X =BA-C vy, por ultimo, despejando X

primera ecuacion: { restamos las

1 1
X=-7(BA-C)="(C~BA),
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Sistemas, matrices y determinantes

1 11
36.- Sea A=|0 1 1|, se pide:
001
a) Calcular A%, A%y dar la expresién general de A".
b) Comprobar que A®> — 3A%> + 3A =I.
c) Obtener A™!.

Solucion:
1 1 1)1 11 1 2 3
a)A2=AA=£0 11 {0 11 ={0 1 2
0 0 1)l0 0 1 0 01
1 2 3\(1 11 1 3 6
A*=A’A=(0 1 ZJ 01 1}= 01 3}
0 0 1)l0 01 0 01

Para generalizar debemos considerar la sucesion 1+2+3+4+....+n=(n+1)n/2 entonces:

utilizando la demostracién por induccidn: consideramos que se

cumple para n y lo demostramos para n+1:

1n@ D (1 e OFEDN
AM=A"A=[0 1 n |0 1 1|=/0 1
00 1 Joo1 [0 O

1 36) (123 (111 (111

b) A*-3A?+3A=|0 1 3|-30 1 2|+30 1 1|=|1 1 1|=1I

001 (0 01) o001 111

1111 00 1111 0 0 11 01 0 -1

¢[0 110 1 0[=]01001-1=/01001 -1

001 o0 1) loo 10 0 1 00 10 0 1

1001 -1 0
= 0 1 00 1 -1 luego
““loo 10 0 1
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37.- Sea A una matriz ortogonal (A"'=A"). Se pide:
a) Estudiar si A™! y A" son también matrices ortogonales.
b) Hallar |A|.
c) Si B es otra matriz ortogonal del mismo orden que A, estudiar si AB es
ortogonal.
Solucion:
W ()" —(a)*~ (a) = A~ Sorogonal. (') ~(a7)" - A=(a') = A

b) |A|:‘A“:‘A‘l‘:ﬁ:>|A|2 =1:>-.

o ()" - 8" ~ia' ~ (e~ T AEZGRGRL
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38.- Discutir, segun los valores de los pardmetros a y b, el siguiente sistema de
ecuaciones. Resolverlo paraa = b = 1.

2%, — X, -3x, —-% =2

=X, + X, + X3 +2%X, +2%X; = 3

X, + X, + 3%, +2%; = 6
X, +2X;+a X, +X =Db

Solucion:

2 -1 0 -3 -1|2 3
Cl-1 11 2 23
A’ = ‘ =—6¢0 1 2 2|=-6#0

1 3 0 216

3 2

0 2 a 11|b
2 0 -3 -1 0 2 1 3 L
-11 2 2| |0 4 2 4

- =0 0 -2=4@-1)=0=a=1
1 3 0 2 |1 3 0 2
0 a-1 -2
0 2 a 1| |0 2 a1
-10 -3 - -1 0 -3 -
1 1 2 2 0 1 -1
- 2(a-1)=0=a=1

1 3 0 2 0 3 -3
1 2 a 1 0 2 a-3 O
Caso 1:

a#1=r(A)=4=r(A")<nlmero de incégnitas :>_.
Caso2: a=1=r(A)=3, cudlesel r(A")?
3 -1 2 0 -3 -1 2
2 23 2 2 3| > F 2
- =0 2 7 |=-6(b-1)=0=b=1
0O 2 6 |0 -6 -4 -3
0 -2 b-8
1 1 b 0 -3 -3 b-6
Caso 2a:a=1 yb¢1:>r(A)=3yr(A*):4:>_.
Caso 2b:a=1 y b=1=r(A)=3 = r(A")< nimero de incognitas :>-

Solucion parael casoa=1yb =1:
0 -3 -1 | 2-2x,+X, 1 2 2 3+ X, =X, 1 2 2 3+ X, =X,
1 2 2| 3+x,-X,|=|0 -3 -1 | 2-2X,+X, |=|0 -3 -1 | 2-2X, +X,
3 0 2 6-X, — X, 0 -6 -4 | -3-4x, +2X, 0 0 -2 -7

N W -k O
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39.-a) Resolver el sistema matricial siguiente:
{3AX +4Y =1,

3X+2Y =0,
¢Qué condicion ha de cumplirse para que el sistema anterior sea compatible?
b) La matriz solucién X ¢puede verificar [X| = 0?
c) Resolver el sistema de ecuaciones lineales:
2x+0y+3z+t=0
Ox+0y+z-1t=0
x+0y+0z+2t=0

Solucion:

3AX +4Y =1, : . 3 . ,
a , despejando en la segunda ecuacion Y = _EX y sustituyendo en la primera

3X+2Y =0,
3AX-6X=I3, por tanto (3A-613)X=ls, si suponemos que existe (3A-613)* obtenemos:

©)
203 1 20 3 1 203 1
fo-1f, f,43t, 2x+3z+t=0
001 -1—25100 1 -1|—55/001 -1j=" "
100 2 0o 3 3 000 0 -
2 2

por tanto, =t x=-2¢ para cualquier valor dey.
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101 -1
40.- a) Estudiar el rango de la matriz M =1 O 3 -1]| segln los valores de a
1 0a b

y b.
b) Resolver el sistema de ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es M en los

casos en que sea compatible.

Solucion:

101 -1 10 1 -1 1 0 1 -1
a)|1 0 3 -1|—%="%3/1 0 3 -1 |—Lfsl00 2 0
1 0a b 0 0 a-1 b+1 0 0 a-1 b+1

Si b = -1 entonces rango(M)=2.
Si b =-1 entonces rango(M)=3,

b)
La solucion al sistema cuya matriz ampliada sea M es:
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2 3
41 .- Dada la matriz A = (4 7} hallar:

a) En funcion de los valores p y q, una matriz X tal que AX = (:J .

b) Una matriz Y tal que A?Y + AY = A.
c) Un valor de A tal que |[A-AI =0.
d) El valor de los determinantes siguientes:
A°|, [BA|, AT, |-Al, |A-AT, |A+AT.

Solucion:

7 3 !
a) A:(j 3), |A|_2,A1_[§ ‘E],X= 2
-2 1 2

2-1 3
© |A-ul= =12 -9+2=0= X
47—\

d)

-2,

A% =[S = [E2].
5A/=25/A| = [E0].
w1
-A=(-1)1A-]
-l -

Gla 7
\A+A\=‘ ‘:
7 14

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

55




@;&? Sistemas, matrices y determinantes '@'

42.- Sean A, B, X, e Ye M, (R) matrices /nversibles que verifican el sistema:

2AX'+Y =0
~3A - YX = (AB)" X
Se pide:
a) Hallar X e V.
1 2 1 1 2 -3
b) Resolverlo para el caso concreto: A=|0 -1 1|yB=|{0 -1 1
0O 01 0O
Solucion:
2AX+Y =0 Y =-2AX" .
) = . L4 =>-3A+2AXX=(AB) X
—3A-YX=(AB)'X  |-3A-(-2AX")X=(AB) X =

= -A=(AB) X=—(AB)A=(AB)(AB) ' X=X=

Y =-2AX'=-2A(-ABA) " =2AA'BA" =

b)
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43.- a) Calcular las matrices cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las
ecuaciones siguientes:
2X+Y =8B
X-2Y=C
b) Si X e Y son las matrices anteriores, calcular, en funcion de B y C, la matriz
Z definida por:
Z=(2X + Y) X - (2X + Y)(2Y)

Solucion:

a) Multiplicando la primera ecuacién por 2 y sumando las ecuaciones
4X+2Y =2B

X-2Y=C
5X = 2B+C —>

Multiplicando la segunda ecuacién por -2 y sumando las ecuaciones
2X+Y =B

-2X+4Y =-2C

5Y = B-2C =

b) Z=(2X+Y)X=(2X+Y)(2Y)=(2X+Y)(X-2Y)=

= ﬁB+EC+EB—EC EB+1C—EB+EC =
5 5 5 5 5 5 5 5

2X -2Y
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44 - Sabiendo que las matrices X e Y son de dimension 2x3 y verifican el

istema 2V = A lquea=(2 91 B—gg hallar dich
sistema 3X*+2\/*=B en e que = Y = , naliar aicnas

011
7 7

matrices X e Y.
Solucion:
5X-2Y =A 5X-2Y =A 1 t

o =X=2(A+B")
3X'+2Y'=B] ~3X+2Y =B 8
le(A+Bt):>Y=1(5x—A)=1 51(A+Bt)—A - 3palp

8 2 2\"8 16~ 16

€n nuestro caso:

58 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.



SN
- "\?‘
g
L

=

£

&

Sistemas, matrices y determinantes

h+1 1 1 1
1 h+1 1 1
1 1 h+1 1
1 1 1 h+1
a. Hallar el rango de B para los distintos valores de h

b. Calcular para qué valores de h existe la matriz inversa de B.
c. ¢Para qué valores de h la matriz B es ortogonal?

45.- Dada la matriz B = , se pide:

. L BX+Y =2B
d. Para el valor h = 2, resolver el sistema matricial siguiente: { .
B°X+BY =0
Solucion:
a)
[ 1 + h 1 1 1 1
1 1+h 1 1 3
#1: DET =h «(th+4) =0
1 1 1+h 1
1 1 1 1+ h |
#2: 3
#3: SOLVECh -Ch + 4) = 0, h, Real)
#4: h=-4vh=20
si [h#=4 8 h#0 entonces m
Si h=—4:
1+ -4 1 1 1
1 1+ -4 1 1
#5:  RANK =Bl
1 1 1+ -4 1
1 1 1 1+ -4
si |h=0|:
1+0 1 1 1
1 1+0 1 1
#6:  RANK =
1 1 1+0 1
1 1 1 1+0
b) Si h#4 & h#0 entonces existe la matriz inversa de B

#7 :

[ 1+ h 1 1 1 1-1
1 1+h 1 1
1 1 1+h 1
1 1 1 1+h |
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#8:

¢) B es una matriz ortogonal si B.B‘=I

(T 1 + h 1 1 1 ] 1+h 1 1 1
1 1+h 1 1 1 1+h 1 1
#9: SOLVE .
1 1 1+h 1 1 1 1+h 1
L 1 1 1 1+h Ll 1 1 1 1+h

' = IDENTITY_MATRIX(4), h, Real

i J

#10: ]
d)
#13: B-X +Y = 2-B

3

#14: B X + B-Y =0

Para h=2 existe B"-1
-1 3

#13: B (B ‘X + B-Y = 0)

2
#14: B X+Y=0
2

#15: (B:X+Y =2-B) - (B :X+Y=0)

2
#16: B-X-B :X= 2B

2
#17: SOLVE(B-X - B :X = 2-B, X, Real)
2

#18: Xz ———

1-B
#19: SOLVE(B-X + Y = 2-B, Y, Real)
#20: Y =B-(2 - X)
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#21:

#22:

#23:

#24:

#25:

X =

-1 1

1 -1

1 1

| 1 1

2- (IDENTITY_MATRIX(4) - B)

-1

Y := B-(2-IDENTITY_MATRIX(4) - X)
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46.- a) Demostrar que (AB)! = B! A, siendo A y B matrices inversibles del
mismo orden.
b) Consideremos la ecuacién matricial [I-(BA)'1X-(C-I)!=DX-A'B'X, siendo
A,B,C,D matrices cuadradas de orden n e I la matriz unidad del mismo orden.
i) Despejar X.
ii) ¢Qué condicion ha sido necesaria para poder despejar X?
iii) Hallar X, si es posible, en cada uno de los siguientes casos.

2 -1 00 2 -1 1 0
L C=[-7 4] Y D{o -1] = Cz[-7 4] Y D{o -1]

Solucion:
a) (AB)B*A*)=A(BB A =AIA* =1

b)

i) X—A'B'X—(C-1)* =DX-A'BX < (I-D)X = (C-1)* = [X=(1=D)*([€=1)
i) [Ha sido necesario que la matriz I-D sea inversible]

iii)  Caso1:

o e
SHIESE

Caso 2:

N

N~ O

por tener determinante nulo, luego no es

posible despejar X.
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47 .- a) Discutir el siguiente sistema segun los distintos valores de a:
(1-a)x+(1+2a)y+2(a+1)z=a
ax + ay = 2(a + 1)
2x +(a+1)y+(a-1)z=a*-2a+9
b) Resolver el sistema para el valor de a que hace al sistema compatible
indeterminado.

c) Para el valor de a del apartado anterior razonar cudl es el minimo nimero de
ecuaciones linealmente independientes y qué ecuacion o ecuaciones son

I3 o 7 13 . (¥4 2
combinacion lineal del resto. ¢Hay alguna solucion en la cual x = —?

V11
Solucioén:
a)
Aplicamos el teorema de Rouché para discutir el sistema.
l1-a 1+ 2.-a 2-(a+1)
#1: DET a a 0 za-(1-a-(a-2)

2 a+1 a-1
ET determinante se anula para a =0, 1, 2
Por otro lado Ta matriz ampliada es:

[ 1 -a 1+ 2-a 2-(a+ 1) a
a a 0 2-(a+1)
#2:
2
| 2 a+1 a-1 a - 2-a+9
Para a = 0, las matrices de los coeficientes y ampliada son:
[ 1 1 2 1 1 2 0
#3: 0 0 0|Aa]OO O0 2
| 2 1 -1 2 1 -1 9
1 1 2 1 1 2 0
#4: RANK 0 O 0 = 2 A RANK 0 0 0 2 =3
2 1 -1 2 1 -1 9

Luego para|a: 0 el sistema es incompatible.
Para a = 1, las matrices de los coeficientes y ampliada son:

0 3 4 0 3 4 1
#5: ] I 1 1 0 4
2 2 0 2 2 0 8
0 3 4 1
#6: RANK ] 1 1 0[|=2ARANK| 1 1 0 4 |=2
2 2 0 2 2 0 8

Luego para ja= 1 el sistema es compatible indeterminadd con un grado de
Tibertad.
Para a = 2, las matrices de los coeficientes y ampliada son:
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-1 5 6 -1 5 6 2
#7: 2 2 0 A 2 2 0 6
2 3 1 2 3 1 9
-1 5 6 -1 5 6 2
#8: RANK 2 2 0 = 2 A RANK 2 2 0 6 =3
2 3 1 2 3 1 9
Luego para a= 2 el sistema es incompatible.
Para el resto, es decir, para el rango de A es 3 vy
por tanto,

b)
#9: SOLUTIONS([3:y + 4.z =1, x +y =4, 2.x + 2.y = 8], [x, y, z]) =

[o - =]

<)

En el apartado a) hemos obtenido que para a=1l el rango de la matriz de los
coeficientes = rango de Ta matriz ampliada =2, luego el minimo nimero de
ecuaciones 1.i. es 2.

Observamos que la tercera ecuacién es 2 veces la segunda, luego el sistema es
equivalente al formado por las dos primeras ecuaciones.

Sustituimos el valor de x en el sistema equivalente y resolvemos el sistema en

y,Z
2 2-J11
#10: SOLUTIONS||[3:y + 4.z = 1, +y =4\, Ly, z]|=1||4 - —,

J11 11
3./11 11 ]]
22 4
La solucion es pues:
2 2./11 3./11 11
#11: | ——, 4 - , - ]
J11 11 22
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48.- Sean A, B, C, X matrices cuadradas de orden n. Se pide resolver la
siguiente ecuacion matricial indicando, cuando sea preciso, las condiciones que
deben cumplir las matrices que vayan surgiendo para poder despejar la incognita
X:

(A+B'X)-(A'B) = (D-2X)B - (A" B )

Solucion:

Aplicaremos las siguientes propiedades
(A+B)C=AC+BC

(AB)' = B'A", (AY'=A

( AB)-l -BlAl, ( A-l)-l

(A" = (A

Suponemos que existen tanto [& como [B7Y

Aplicando las propiedades correspondientes mencionadas quitamos los paréntesis en la ecuacion
dada y se obtiene:

A'+ XB - B(A")'= DB - 2XB - B(A")" y como (A)™* = (A™)!
A'+ XB = DB - 2XB, sumando 2XB a ambos miembros y restando A'
3XB = DB - A', multiplicando por B a la derecha de ambos miembros

3XBB* =DBB™- AB' = 3X =D - AB'y multiplicando por 1/3 ambos miembros:

X = (D-AB"/3
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49.- a) Discutir y resolver, segin los valores de m, el sistema siguiente:
x+y+2z=0
mx+y-z=m-2
3x+my+z=m-2
b) Hallar, para m = 2, la solucion particular tal que y =1.

Solucioén:

a) Discutir segun los valores de m, el sistema propuesto:

Al tratarse de un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas hallamos, en primer lugar, el
determinante de la matriz A de los coeficientes (Ilamaremos AM a la matriz ampliada)

1 1 2
#1: A=| m 1 -1
3 m 1
#2: DET(A)=2m*-8
#3: SOLVE(2:m’- 8, m)
#4: SOLVE(2m?-8,m)=(m=-2vm=2)
Discusion:
i) Para[m#=2,2| rango (A) = 3 = rango (A*), luego el sistema es [compatible determinado) y su
solucion es:

#5: SOLVE([x+y+2z=0,mx+y-z=m-2,3x+my+z=m-2],[x,Y,Z])

#6:

ii) Si [m =22, la matriz ampliada es:
1 1 2 0

#7: -2 1 -1 -4
3 -2 1 -4
1 1 01 0
#8: ROW_REDUCE | -2 -1 -4 ] [ 01 1 0
3 0 0 0 1

La ultima ecuacién es incompatible, Iuego para m= 2 eI sistema es

También podiamos haber resuelto con Solve el sistema para m=-2 y quedaria:

#9: SOLVE([x+y+2z=0,(-2)x+y-z=-2-2,3x+(-2)y+z=-2-2],[x, Y, 2])

#10: 1

ii) Si ,rango (A) = 2 = rango (A*) < nimero de incognitas, luego el sistema es compatible

y su solucion es:

#11: SOLVE([x + y + 2.z =0, 2.x +y -z =0, 3:-x+ 2.y +z=0], [x,y, z])
#12: [x - 3.z = 0 AY + 5.z =0]

#13:SOLUTIONS([Xx + y + 2.z =0, 2.x +y -2z=0, 3:-x + 2.y +2z=0]1,[x, vy, z])

#14:

b) Para y=1
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' Sistemas, matrices y determinantes
50.- Dado el sistema
ax +y+z+t=1

Xx+ay+z+t=b
x+y+az+t=Db?

X+y+2zZ+ ¥+

Se pide:
1) Discutir

n
(o
w

lo segin los valores de a y b.

2) Resolverlo cuando sea compatible.

Solucion

1) Sea la matriz de coeficientes A y A* la matriz ampliada

#1: A =
#2: DET
#3:

#4: SOLV
#5:

3 2
a - 3.a +3.-a-1
3 2
E(a - 3-a + 3:-a -1, a, Real)
a=1

Si fa distinto de 1 entonces rango A = rango Ax = 4 y el sistema es |compatible

o para todo b.

determinad
Sia=1,

#6: A* =

Rango de A
#7: DET

#8:

#9: SOLVE
#10:

se tiene
[ 1 1 1 1 17

1 1 1 1 b

2
1 1 1 1 b

3

[ 1 1 1 1 b

* =1 para cualquier b y como
[ 1 1
| 1 b
b -1
(b -1, b, Real)
b =1
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Distinguimos:
Sq
es
Sq

, en este caso, el rango de A es 2 y por tanto el sistema

. Para este valor rango A = rango A* = 1, luego el sistema es
2) Resolucién si a es distinto de 1.

1 1 1 1]
b a 1 1

DET 2
b 1 a 1

#11: L b 1 1 1 |

DET

#12:

DET 2

#13: .1 b 1 1 |

DET

#14:
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[a 1 1 1]

DET 2

#15: [ 1 1 b 1

DET

#16:

DET 2

#17: 1 1 1 b

DET

#18:

Resolucion si a=1y b =1

#19: SOLUTIONS([Xx + y + z

#20: SOLVE(SOLUTIONS([x +
Real)

, Y, z, tD
1], [x, y, z, t1), [x, y, z, t],

< +

#21:
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51. a) Dada la ecuacion matricial B (X A - D)= C+ X A, donde A, B, C, Dy X
son matrices cuadradas de orden n, obtener la matriz X, sabiendo que A, B y

(B-I) tienen inversa. Siendo I la matriz identidad de orden n.

b) Hallar dos matrices X e Y de dimension 2x3 tales que cumplan que

X+Y=A

ax+2y-g

3

siendo A y B dos matrices cualesquiera de la misma dimension 2x3.

c) Dado el sistema de ecuaciones lineales

nx+2y+z=1
-2x-ny+z=1 se pide,
3x -2z =2

estudiar las soluciones del sistema en funcion del parametro n.

Solucion

a) De la ecuacién matricial dada B(XA-D)= C+ XA

Quitamos paréntesis: BXA-BD=C+ XA ; BXA- XA=C+BD ;(BX- X)A=C+BD

multiplicamos por A™* en ambos lados: BX- X=(C+BD)A™

Sacamos X factor comun (derecha): (B-1)X=(C+BD)A™ Donde | es la matriz unidad

Multiplicamos (B-1)"* a ambos lados (izquierda): X=(B=1)"(C+BD)A™

b) En el sistema dado:

Multiplicamos por 2/3 la primera ecuacién y le restamos la segunda

10 2
3

=>Y=AX> Y:A—(—EA+i
5 10

c)

EX+EY =EA
3 3 3
2
AX+SY =B
3

[

g—4jX:§A—B

3

-~ X=5A-B=> X——E(ZA—BJ

8-

Si A es la matriz de coeficientes, |A| =

10\ 3

Spa-S3p-vy
5 10

1

3

~ZA+—B=X

5

10

Para cualquier otro valor el sistema es compatible determinado
Para p=-2 rango(A)=2 = rango (A*), sistema compatible indeterminado

Para [n=1/2, rango(A) = 2 pero rango (A*) = 3 [sistema incompatible

2n%+3n-2. Sus raices son n=-2 y n=1/2.
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52.- a) En el siguiente sistema de ecuaciones matriciales formado por matrices
cuadradas de orden 3, se pide obtener las matrices X e Y

3AX +4Y =1
3X+2Y =0

Siendo I la matriz identidad de orden 3 y O la matriz nula de orden 3.

b) Dada la ecuacion matricial B(XA+D)=-C+3BXA , donde las matrices
A,B,C y D son matrices cuadradas inversibles, se pide obtener la matriz X.

ax +2y +z =1
c) Dado el sistema de ecuaciones lineales {-2x —ay + z = O
y=0

Discutir las soluciones del sistema en funcion de los valores del pardmetro a.

Solucion

a) Multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restandola a la primera queda

3AX+6X=I de donde (3A-61)X = I quedando

Sustituyendo ahora en la segunda ecuacion queda 3(3(A-21)")+2Y = 0 despejando

Y =-(9/2) (A-21)]

b) Operando, BXA+BD =-C+3BXA por tanto, BD+C = 2BXA y despejando la matriz X

X = (1/2)B(BD+C)A]

c)
a 2 1
La matriz de coeficientes del sistemaes A=| -2 —-a 1| por tanto, |A|=-2-
0 1 0

Asf pues cuando rango (A)=3y el sistema es compatible y determinado
Cuando a==2| |A|=0y el sistema queda:
=2x+2v+Z=
-2x+2v+z=0
Y= 0
Que, viendo las dos primeras ecuaciones, es un sistema incompatible|.
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53.- La matriz A es nilpotente de orden 3 (A*=0) y la matriz B = I + A.
Demostrar que B' = I - A + A%

Solucién:
Ya que existe B™, se cumple 1=B.B™ =(I+A)(I-A+A%)=1-A+A*+A-A%+A’=|+0=|

Analogamente se cumple: (I-A+A?) (1+A)=I
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1 0 1

54 - Dada la ecuacién matricial X A = A'+X, donde A=|0 -1 O |, obtener la
1 0 -1

matriz X.

Solucion:

Dada la ecuacion matricial X A = A'+X de la cual podemos despejar X de la siguiente manera

XA-X=A
Por la propiedad distributiva X (A —1) = A,

1 0 1 1 00 0 0 1
Observamos que [A—1|=[|0 -1 0 |-|0 1 0|=|0 -2 0[=2#0
1 0 -1 0 01 1 0 -2
2 0 1

luego existe (A-)?=| 0 —% 0 | y podemos multiplicar por la derecha

1 0 0
XA-DA-D=AA-D?

Simplificando X = A'(A = 1)

En nuestro caso

Lo 102 o1 1
X=AA-)"'=|0 -1 00 -5 0
10 -1, 4 o
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55.- Probar que si I-AB es /nversible, entonces la matriz I-BA también lo es y
verifica:
(I-BA) '=I+B(I-AB)'A

Solucién:

En efecto:

(1-BA)(1-BA)*=(1-BA)(1+B(I-AB) *A)=

=(I-BA)+ (I-BA)B(I-AB) *A=

=(1-BA)+B(I-AB)*A-BAB(I-AB) *A=(I-BA)+(B-BAB) (I-AB)*A=
=1-BA+B(I-AB)(I-AB)‘A=I-BA+BA=I

Analogamente serfa (I-BA)(I-BA)=I
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