SISTEMAS
DE ECUACIONES.
METODO DE GAUSS
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Ecuaciones y sistemas de ecuaciones con dos incognitas

1. ¢;Podemos decir que las dos ecuaciones siguientes son dos “datos distintos”? ;No
es cierto que la segunda dice lo mismo que la primera?

2x+ y=5
4x +2y=10

B Represéntalas graficamente y obser-
va que se trata de la misma recta.

Se trata de la misma recta.

uiy

)

2x + y|=

B Pon otro sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas en el que la segunda
ecuacion sea, en esencia, igual que la primera. Interprétalo graficamente.

x+ y=1
3x+3y=3

Graficamente son la misma recta:

x+y=|1
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2. Observa las ecuaciones siguientes:

2x+ y=5
x— y=1
x+2y=4
B Represéntalas y observa que las dos I x—ly=1

primeras rectas determinan un pun-
to (con esos dos datos se responde a
las dos preguntas: x=2,y=1) y que
la tercera recta también pasa por ese
punto.

QLD

ui

B Da otra ecuacion que también sea
“consecuencia” de las dos primeras x_|ly=1
(por ejemplo: 2 - 12 + 3 - 22) repre- [
séntala y observa que también pasa
por x=2,y=1.

QLD

-

2-12+3:22 —» Tx-y=13

2x+Y55

7x—y|= 13
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3. Observa que lo que dice la segunda ecuacion es contradictorio con lo que dice

la primera:

2x+y=5
2x +y=7

B Represéntalas y observa que se trata
de dos rectas paralelas, es decir, no
tienen solucién comiin, pues las rec-
tas no se cortan en ningdn punto.

i

Rx Hy =[5
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B Modifica el término independiente de la segunda ecuacion del sistema que
inventaste en el ejercicio 1y representa de nuevo las dos rectas.

Observa que lo que dicen ambas
ecuaciones es ahora contradictorio y
que se representan mediante rectas

paralelas.
x* =1 Rectas paralelas:
3x+3y=0 1

35+ 3y =0

4. Fijate ahora en este sistema formado por tres ecuaciones:
2x+ y=5
x— y=1
x+2y=0

B Representa las tres rectas y observa
que la tercera no pasa por el punto x=y=|1
en el que se cortan las otras dos.

x+2y$0

ur
I
—
~

B Modifica el término independiente Tx+y=0
de la recta que inventaste en el ejer-
cicio 2. Observa que lo que dice des-
pués del cambio es contradictorio
con las dos primeras ecuaciones y
que, al representarla, no pasa por el
punto de corte de ellas.

2x+ y=5
x—-y=1
Tx— y=0
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1. Sin resolverlos, ;son equivalentes estos sistemas?

- - x+ y-z=5 -
a){ x+y=5 b){x+y—z—5 D! x+ y - d){mﬁ y—z=11

2x—y=7 x+y =7 20+ 2y —z =12 x+2y—z=7
x+y=5 z=2 z=2 x+y—z=11
3x =12 x+y =7 x+y =7 y =—4
a) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de sumar las dos que tenia-
mos.

b) Hemos sustituido la primera ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

¢) En el primer sistema, la tercera ecuacion se obtiene sumando las dos primeras. El
resto es igual que en b).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.
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1. Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

2x+ y=1 x+ y+z=6 x+y+z=6 x+y+z=6
a)<3x+2y=4 b) y—-z=1 Aix+y+z=0 d) y—z=1
x+ y=3 x+ 2y =7 x —-z=0 z=1

D2x+ y=1 - y=1-2x
3x+2y=4 1-2x=3-x = x=-2, y=3-(-2)=5

x+ y=3 - y=3-x
Veamos si cumple la 22 ecuacion: 3 - (=2) +2-5=-6+10=4

Solucion: x = -2, y=15. Son tres rectas que se cortan en el punto (-2, 5).

bx+ y+z=06 , _ .
Y La 3% ecuacion se obtiene sumando las dos primeras;

podemos prescindir de ella.

X+y=6-=z X=6-2z-y=6-2z-1-2z=5-2z
y=1+z2

Solucion: x=5-2\, y=1+ A, z=A Son tres planos que se cortan en una recta.

Ax+y+z=6 Las dos primeras ecuaciones son contradictorias.
x+y+z=0 El sistema es incompatible.
X -z=0 Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
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Dx+y+z=6| z=1
y—-z=1 y=1l+z=
z=1 x=6-y

Solucion: x =3, y=2, z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1.

2. a) Resuelve el sistema: { x+2y=3

x— y=4
b) Afiade una tercera ecuacion de modo que siga siendo compatible.
c) Aniade una tercera ecuacion de modo que sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

3-2y=4+y - -1=3y — y=_—1

a)x+2y=3} x=3-2y 3

xX— y=4] x=4+y _ 4 =4_i=£
NEATYEATEET
Solucion: x = ﬂ, Y= -1
3 3

b) Por ejemplo: 2x + y =7 (suma de las dos anteriores).

¢) Por ejemplo: 2x+y=9

dEna) — Son dos rectas que se cortan en (%, %)
. 11 -1
Enb) — Lanueva recta también pasa por 3 3)
11 -1 . L p
Enc¢) — Lanueva recta no pasa por 3 3) No existe ningin punto comun a

las tres rectas. Se cortan dos a dos.
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1. Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:
2x =6
a){Sx ’ ;; b){ x+y+3z=7
-y 5 - z=4
2x -2t=6 2x +3z2=0
)y x+y+3z = | x+3y— z=7
5 — z+ t=4 4x =4
7
a) 3x = *T3 ucic 7 —4
x—2y=5 _x-5 _ 4 Souczon:x—g,y—?
YT TR
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b) 2x =0
xX+y+3z=7 S5x - z=4 z=5x-4=11
5x - z=4 xX+y+3z=7 y=7-x-3z=7-3-33=-29

Solucion: x =3, y=-29, z=11

o) 2x —2t=6| 2x =60+2t | x=3+t¢
x+y+3z =7 5x - z=4—1 z=5x—-4+1t=11+ 06t
S5x - z+t=4 X+y+3z=7 y=7—-x-32=-29-19t

Soluciones: x =3+ A, y=-29—-19\, z=11+06A, 1 =A

x=1
d2x  +32=0] 4x =42 2
xX+3y— z=7 2x +3z2=0 3 3
4x =4 xX+3y— z=7 7-x+z 16
y:—:_
3 9
Solucion: x =1, y=1—6, Z=_—2
9 3
2. ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:
z+ t=3
y+3z-2t=4 b x+y+z=7
a) 2z =2 M2x —z-4
x — z+2=5
_ 2y+ z=1
C){x+y+z+t:g ) 2y _
X-y - x+2y+2z=1
a) z+ t=3 2z = z=1
y+3z-2t=4 z+ =3 1=3-2z=2
2z =2 y+3z-2=4 | y=4-3z+2=5
X - z+2=5 X - z+2=5 xX=5+z-2t=2
Solucion: x=2, y=5, z=1, t=2
x=2+2
b) x+y+z=7} 2x =4+z 2
2x —z=4 x+y=7-z y=7—z—x=5—3—22
Soluciones: x=2+MA, y=5-3\ z=2A
C)x+y+z+t=3} X =2+y } x=2+y
x—-y =2 xX+z=3-y—1 z2=3-y—-1-2-y=1-2y—1t

Soluciones: x=2+N\, y=A z=1-2A—L, t=U
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d 2y + z=1 2y = )
2y =1 2y +z= 2=1-2y=0
x+20+2z=1 x+20+z=1 x=1-2y-2=0
L 1
Solucion: x=0, y= > z=0
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3. Transforma en escalonados y resuelve:
xX— y+3z=—4 x+y+z= 06
A x+ y+ z= 2 b)) x—y—z=-
x+2y— z= 6 3x+y+z= 8
a) x— y+3z=—4 i X— y+3z=—4 12 X—y+3z=—4
x+ y+ z= 2 =18 2y—2z= 06 2t 2 y— z=
xX+2y— z= 6 -1 3y—4z=10 3 3y—4z=10
12 X—-y+3z=—4 | z=-
22 y— z=3  y=3+z=2
32_3.22

—==1 x=-4+y-3z=1
Solucion: x=1, y=2, z=-1

b) x+y+z= 6] 1 xX+y+ z= 06 . -
X—y—z=—4 28— 12 -2y —-2z=-10 ;:(_2) x+y:z;g}
3Bx+y+z= 8| -3 1 -2y -2z=-10 e

(Podemos prescindir de la 32, pues es igual que la 22)

x+y=06-=z x=6-z-y=6-z-5+z=
y=5-z] y=5-=z

Soluciones: x=1, y=5-A, z=2A

4. Transforma en escalonado y resuelve:

x— y+3z = 0
3x -2y —5z+ 7w =-32
x+2y — z+3w= 18
x—3y + z+2w=-26

x— y+3z = 0 12 x— y+ 3z = 0
3x — 2y -5z + 7w =-32 PB=F o i y—l4z + Jw = =32
x+2y— z+3w= 18 3-12 3y — 4z +3w= 18
xX—3y+ z+2w=-26 o= 2y — 2z +2w=-26
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12 x—-y+ 3z = 0 12

22 y—l4z + Tw=-32 22

38-3-22 38z — 18w = 114 2

42 4222 —30z + 16w = —90 1532+ 19 - 42
w=20

x—-y+ 3z = 0

y—ldz + 7w =-32 Z=%=3
19z - 9w= 57 i _
3w= 0 y=-32+ 14z - 7w =10

x=y-3z=1

Solucion: x=1, y=10, z=3, w=0
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1. Resuelve estos sistemas de ecuaciones mediante el método de Gauss:
x+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x—=2y =-3
a)y 3x-2y— z=4 b)) 2x-3y+ 2=2 O 2x+3y+ z= 4
—2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y—5z= 4
Q) x4+ y+ z=2 1 1 1 2 12 1 1 1 2
3x—2y— z=4 3 2 -1 | 4| » 2¢2-3-12 0 -5 4| 22| =
2x+ y+2z=2 -2 1 2|2 3421 0 3 416
1 11 12 x+ p+ z=2 Z=32 "
— 22 (D 05 4|2 S5y + 4z =2 y=""==2
32.5+22»3 0 O 8 24 22:24 5
X=2-y—z=
Solucion: x=1, y=-2, z=3
b) 3x—4y+2z=1 3 4 2|1 12_2. 30 7 2 0] -9
2x-3p+ z=2 -2 3 1|2 > 22-3 -7 =2 0|3
Sx— y+ z=5 5 -1 115 32 5 -1 15

Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

C) X — Zy = _3 1 2 0 —5 12 1 =2 0 —5
2x+ 3+ z= 4 (—2 3 1 4) s 284212 (O -1 1 —2) -
2x + ‘V_SZ= 4 2 1 —5 4 32-2-12 0 5 —5 10

” 1 2 0 -3
— 22 (0 101 2] 5 XY =—3}x=—5+2y
3245.28 0 0 0 0 —y+Z=—2 z==-2+ Y

Soluciones: x=-3+2\, y=A z=-2+A
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2. Resuelve mediante el método de Gauss:

X— y+2z=2 2x— y + w:O 2x— y + w: 9
x-2y+z =0 x-2y+z =11
a)-x+3y+ z=3 b S5x— y+z+ w=0 © Sx— y+z+ w=24
X+ y*5z=7 Sx—2y—z+2w=0 S5x—2y—z+2w= 0
a) X — y+22=2 (1 -1 2 2) 12 (1 -1 2 2)
x+3y+ z=3 -1 3 1 3] - 28412 0o 2 3 51 -
x+ yesz=7 V1 1 57 mee o2 35
x=2-2z+y
%x—y+22=2}x—y=2—22 5_32 5 32
2y+3z=5 2y=5-3z | y=—%H "5~ 1=7%

x=2_22+i_5_z=2_7_z
2 2

2 2
) _9 _5 -
Soluciones: x = 5—77», y= ?—37», z =2\
b)2x— Y + w=0 2 -1 0 1 0 12
x—-2+z =0 1 -2 1 010 2
S5x— y+z+ w=0 5 -1 1 1|0 3% -18
Sx—2y—z+2w=0| \5 -2 -1 2]0 =i
2 -1 0 110 12 2 -1 0 11]0
1 -2 1 010 N 22 1 -2 1 0] 0 N
3 0 1 0,0 F e 4 0 0 010
1 0 -1 010 # 1 0 -1 010
2x—y +w=0 x=0
xX—-2y+z = z=0
7 dx = y=0
X -z = w=0
Solucion: x=0, y=0, z=0, w=20
C) 2X — Y + w= 9 2 -1 0 1 9 12
xX—-2y+z =11 1 -2 1 011 N 28
Sx— y+z+ w=24 5 -1 1 1|24 F=1e
Sx—2y—z+2w= 0 5 2 -1 210 oz
2 -1 0 1 9 12 2 -1 0 1 9
1 -2 1 0 11 N 22 1 -2 1 0 11 N
30 1 0 15 Foa 4 0 0 0] -3
1 0 -1 0l -18 # 1 0 -1 0l-18
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2x—y +w= 9

xX—-2y+z = 11
7 dx = 3

X -z =-18
-3 _ ) _xtz-11_ 11 —9_ -3
X 4 z=x+18 7 > 7 w=9-2x+y

3 .1 __ 6 53
2 YT F T YTy

)
jSN

Solucion: x =
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1. Discute, en funcion del parametro k, estos sistemas de ecuaciones:
4x + 2y =k 4x + 2y =k
Ay x+ y—z=2 b)) x+ y—z=2

kx+ y+z=1 kx+ y+z=0

) 4x + 2y =k (4 2 0 Ie) 12 4 20 /6)
X+ y—z=2 1 1 -1 2| —» 28 1 1 1] 2] >
kx + y+z=1 k1 111 K k+12 0|3

12 4 2 0 k
— 22 ( 1 1 -1 2 )
3 -18 k=30 0 |3-Fk

e Si k=3, queda:

4 2 0 | &k
11 -1 |2 &5 x* y—z=2 X—z=2-y
00 0 0 4o + 2y =3 4 =3-12y

z=x—2+y=3_232—2+y=_5+2y=_5 e
4 2
Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x = % -\, y=2\ z= % s

e Si k# 3, es compatible determinado. Lo resolvemos:
X+ y—z=2

4x + 2y =k
(k- 3)x =3 -k
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=2TRk_
x %3
y=/e—4x_/e+4_2+£
2 2 2
sexty-2=—1+2+% _2-_14+ K
2 2
Solucion: x = -1, y=2+£, z=—1+£
2 2
b)4x+2y =/€ 4 2 O /@ 12 4 2 O
x + y_Z=2 1 1 -1 2 — 22 1 1 -1
bx + y+Z=O k1 1 0 3% + 22 k+1 2 0
1a 4 2 0 k
- 22 1 1 -1 2
3e = iz k=30 0 |2-Fk
e Si k=3, queda:
4 2 0] 3
1 1 -1 | 2| Elsistema es incompatible.
00 0]-1

e Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4x + 2y =k

(k- 3)x =2-k
w2k

k-3
_k—4x _ R*+k-8
V= 2k —6

2—-k R2+k-8 k> —5k+8

= + =2 = + —2==__-= >
2Ty k-3 20k-3) 2%k—6

. 2—-k B2+ k-8 k2 -5k +8
Sol cx= = =
MR T -6 0 7T 2k—6

2. Discute estos sistemas de ecuaciones en funcion del parametro k:

kx+y—z=8 x+ y+ =z=1
a)| x+y+z=0 b) y+kz=1
2x tz=k x+ 2y =k

x+y+Z=() 1 1 1 0 22

a)/(gx+y_z=8 k1 -1 8 JERp k—1 0 =2
N 11
e ta=k 20 1 | k 3 20
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— 2

18 +2 - 38 k+3 0 O 8+ 2k
1 1
32 0 1

e Si k=-3, queda:

0 0 O 2
1 1 1| 0| Sistema incompatible.
2 0 1] 3

e Si k# -3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

(k + 3)x =8+ 2k
x+y+z=0
2x +z=k
oo 8T 2R
k+3
r=k-2x=k —k—16
k+3
—k*—k + 8
=_x_ =
g &+ 3
2 2
Solucion: x=8+2k, y= —k _k+8, 2=k —k—16
k+3 (k+3) k+3
bx+ y+ z=1 1 1 1 1 12 1 1 1 1
y+hkz=1 01 &k 1] —» 22 01 & 1 =
x+ 2y =k 1 2 01| k 3 -12 01 1] k-1
12 11 1 1
— 2 0 1 k 1
3 -2t 0 0-1-kl k-2
e Si k=-1, queda:
1 1 1 1
0 1 -1| 1| Sistema incompatible.
00 01]-3
e Si k#-1, es compatible determinado. Lo resolvemos:
x+y + z=1
Y +hkz=1
~l1-kz=Fk-2
_ k-2 _2-k
-1-k 1+k
- 2 2 2
y+k(2 /e)=1 N y=1_2/e—/e _1tk—2k+k*_1-k+k
1+k 1+k 1+k 1+k
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1—k+k> 2-k _1+k-1+k-—k-2+k _

x=1-y-z=1

1+k 1+k 1+k
_ 2+ 3k-k?
1+k
Solucio’n'x=_2+5k)’_k’2 S l-krk? z=2_]e
' 1+k 1+, 1+4k
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Halla, si existe, la solucion de los siguientes sistemas e interprétalos grafica-

mente:
=2
32: y=1 x+2y=1
a) y_ b){2x—- y=3
5x— y=4 v p-8
2x+2y=1 Sx+ y=

Los resolvemos por el método de Gauss:

a) 3 1 2 123 .22 0 4| -1
1 -1 1 N 22 1 -1 1
5 -1 4 3#-5-2¢ 0 4| -1
2 2|1 #oze 0 4| -1

Podemos prescindir de las dos ultimas filas, pues coinciden con la primera. Que-
darfa:
4dy=-1 — y= -1
4
1 _3
—y=1 - x=1l+yp=1-—=2
xX—y X Y "7

one (2,21
Solucion: ( R

. -1
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto (%, T)

b (1 2 1 12 1 2 1
2 -1 | 3| —> 22-2-1¢ 0 -5 |1
5 1|8 t-5- 10 0 913

. -1 . . -1
De la 22 ecuacion, obtenemos ) = ?; de la 3* ecuacion, obtenemos ) = =
Luego, el sistema es incompatible.
El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningin

punto comun a las tres.
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Comprueba que este sistema es incompatible y razona cual es la posicion re-
lativa de las tres rectas que representa:

x+2y=5
3x— y=1
2x+4y=0

Si dividimos la 32 ecuacion entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 1? ecuacion es
x + 2y =5. Son contradictorias, luego el sistema es incompatible.

La 12 y la 3* ecuacion representan dos rectas paralelas; la 22 las corta.

Resuelve e interpreta geométricamente el sistema:

B/2)x-3y=0

-1 210 12 -1 210 12 -1 2|0
2 1 |-1] > 2:2+2-12 0O 5 |-1| > 22 0 5|-1
3/2 3|0 @/3) - 3¢ 1 2|0 32+12 0 01]0
-2
-x+2y=0 }x—Zy——S
S5y =-1 _ -1
Y7
Solucion: (i, i)
5 5
Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto (_DTZ _?1)

Resuelve los siguientes sistemas reconociendo previamente que son escalo-
nados:

_ -y+ z=1
a){zx_11y= o b) 9z =2
y=- 3x—y+ z=3
x+y—1 =2 2x-3y+z=0
<) y +z=4 dDi3x—y =
y+it—-z=1 2y =
_ =%
V22— y= 717711
11y = -69 x=7+y:_4
2 11
Solucion: (i, _—69)
11° 11
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b) -yt z=
9z =2 z=% y=z—1=% 3+§_Z
Ax—y+ z=3
Solucion: (i, _—7, 3)
399
D s ~ z=A
o x y—f+ :4 y=4-z
PR t=l-y+z=1-(G-2+2z=73+22
yHl—z= X=2-—yp+1=2-(4-2)—3+22=-5+ 3z

Soluciones: (=5 + 3\, 4—A, A, =3 +2\)

d2x-3y+2=0

3x— y =0 y=l x=2 -1 z=—2x+3y=1
2 3 6 6
2y =1
Solucion: (%, %, %)
6 Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales:
S
2x + 5y =16 3x+2y+ z=1
a){ x+3y—-2z=-2 b){5x+3y+3z=3
x  + z=4 x+ y+ z=0
a) 2x + 5y =16 25 016 e 250116
X+3y—2z=- 1 3 2| 2| > 22423 330106
X + z= 4 1 0 1 4 3¢ 1 0 1 4
12 2 5 0] 16 18 _5.28 30 0|6
— 22:3 1 1 0O 2| > 22 1 1 0O 21 -
3? 1 0 1 4 : 1 0 1 4
—3x =6 | x=-2
- x+y =2 y=2-x=4
x tz=4 | z=4-x=6
Solucion: (=2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1 3 2 111 32 1 1 110
Sx+3y+3z=3 53 3| 3| —> 2 5 313>
x+ y+ z=0 1 1 1 0 12 3 2 1 1
12 1 1 1 0 12 1 1 1
— |28-5-12 0 -2 2|3 > 2 0 -2 213
=308 0 -1 211 2-30+2 00 2 |1
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x+y+ z=0

S 2y-2:-3 ¢ z=—+ y=2t22
2 -2
2z=1
Solucion: (i, -2, i)
2 2

X=—y-—z=

6 Transforma en escalonados y resuelve los siguientes sistemas:

_ - y+z=1
a){gx:sy; 1; b){ x—2y—=z=2
Xroy=- 3x— y+z=3
a)2x— y= 7 (2 -1 7) 12 (2 -1 7) 2x
5x+5y=—17} 5 3 1-17 T o2z 11 0 | 4 _>11x
4 -69
== =2yx_7 =7
T T
Solucion: (i, _—69)
11° 11
b) —y+z=1 0 -1 1 1 2 1 -2 -1 2
X—-2y—z=2 1 -2 -1 21 —> 18 0 -1 1 1] —
3x— y+z=3 3 -1 1 3 3 3 -1 1 3
12 1 -2 -1 2 2 1 -2 -1 2
SN 0 -1 1| 1| 2 0 -1 1|1
3#-3-1 0 5 4|3 3452 0 0 9 2
X—-20)—z=2 5 7
- -y +z=1 z=§ y=z—l=7
9z =2
‘, 2 =7 2
Solucion: (—, —_, —)
3°9°9
e Resuelve:

S
x+ y— z=1 3x+4y— z= 3

a){3x+2y+ z=1 b){6x-6y+2z=-16
5x+3y+3z=1 x— y+2z= -6

a x+ y— z=1 1 1 -1 1 12
3x+2y+ z=1 3 2 1 1| - 2¢-3-1¢
Sx+3y+3z=1 53 3 1 3#-5-10
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12 1 1 -1 1
— 20 (0 -1 4 _2)_>x+y— z=1 }
33_7 .08 0 0 0 0 —y+4Z=—2
y=4dz+2
x=1-py+z=1-Uz+2)+z=-1-32
z=A

Soluciones: (=1 — 3L, 2+ 4\, N

b)3x+4y—- z= 3 3 4 1| 3 3 1 -1 2| -6

6x — 6y + 2z = -16 6 -6 2| 16| —» 2t:2 3 3 1 -8 =
X— y+2z= -0 1 -1 2| -6 12 3 4 -1 3

il 1 -1 2 -6 2 1 -1 2 -6
— 22312 0 0 -5 | 10| » 22:(D 0O 0 1 21 =

3*-3-12 0 7 7121 3#:7 0 1 -11] 3
_)x—y+2§z:g y=3+z=3-2=1

_ =0+y-2z=-06+1+4=-1
y- z= 3

Solucion: (-1, 1, -2)
8 Razona si estos sistemas tienen solucion e interprétalos geométricamente:

ayl X* 2y— z=3 b) —x+3y+6z=3

2x +4y—-2z=1 2/3x—2y—4z=2

Q) x+2y- z=3 Si dividimos la 22 ecuacion entre 2, obtenemos :
2x + 4y — 2z =1

x+2)—z= %, que contradice la 12.
El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

b) —-x+3y+6z=3

(230 — 2y — bz = 2 } Si multiplicamos por — % la 12 ecuacion, obtenemos:

Ex — 2y —4z=-2 que contradice la 22 ecuacion.

3

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

o Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:

x+2+z=3

a — =
)¢ x— y—z=-10 2x— y4z=—1

x+2y+z= 9
o]
2x— y+z= 5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



9
19
-13

—-x+2y— z=1 2x—-3y+z=0

O 2x—4y+2z=3 dDi3x—y =0

x+ y+ z=2 4x+ y—-2z=0

a) x+2p+z= 9 1 2 1 9 12 1 2 1
x— y—-z=-10 1 -1 -1 |-10| > —2#2+12 0 3 2
2x— y+z= 5 2 -1 1 5 3¥-2-10 0 -5 -1

12 1 2 1 9 X+2p+ z= 9
- 2 0 3 2 19| - 3y +2z=19

284238 0o -7 0| =7 =7y =7
y= 19;3y=8 xX=9-2y-z=-1
Solucion: (-1, 1, 8)

b) x+2y+2=3 (1 2 1‘ 3) i (1 2 1‘3)

2% — y+z=—1} 2 11| 1) 7 ez 05177
7z
_ =53
o, Xt2y=3-=z 5 5
y=7-z2 x=3—z—2y=3—z—%+2?z=%_5?z
Si hacemos z = S\, las soluciones son: (l—37\., %—7», SK)

O —x+2y— z=1 -1 2 -1 |1 32 1 1 1|2
2x—4y+22=3 2 4 2 | 3| > 2 2 4 2 | 3] >
X+ y+ z=2 1 1 1 ]2 1 -1 2 111

12 1 1 1 2 12 1 1 112
— |22-2-1¢ 0 =6 0| -1] > 20+2-3 00 0]>5
SaRE 0 3 0/ 3 3 03 013
La segunda ecuacion es imposible: Ox + 0y + 0z =5
El sistema es incompatible.

dD2x-3y+2z=0 2 3110 12 2 3 1|0
3x— ) =0 3 -1 0|0 —> 2 3 -1 00| —>
dx+ y—2z=0 4 1 =110 3#+1 6 -2 010

il 2 -3 110 5 B
- 2 3 -1 00| x‘5y+z‘0}
3a_2 .23 0o 0 0 0 3x — Y =0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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y=3x
=-2x+3y=-2x+9x=7x
x=A

Soluciones: (h, 3\, 7\)

@ Resuelve por el método de Gauss:
S

x +2z=11 x+y+z+it=1
x+y =3 x—y+z—-t= 0
a) y+ z=13 b) x+y—z—t=-1
x+y+ z=10 x+y+z—t= 2

x—-3y— z=-1
x+5y+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

2x+ y+3z=0
A4x+2y— z=0 d
6x+3y+2z=0

) x  +2z=11 10211 1 10211
x+y =3 1 1 0 3 N 22 =02 0 1-2|-8 N
y+ z=13 01 113 & 01 1|13

x+y+ z=10 1 1 1110 w-r 01 -11-1
12 10 2|11 12 10211
oz 0 1 -2|-8f , 2 01 -2|-8|
320 00 3 21 3 -3 4 0000
E=2 00117 # 00117
L7 i;‘:ii = 8+2:=-8+14=6
ooz x=11-22=11-14=-3
z= 7
Solucion: (=3, 6, 7)

Dx+y+z+t= 1] (1 1 1 11 12 11 1 1]1
x-y+z-t= 0|1 -1 1 -1|0]| 2 0-2 0 -2|-1| |
X+y—z—t=-1 11 -1 -1|-1 S 00 2 2|2
X+y+z—t= 2 11 1 112 w-r 00 0 —=2/1

x+y+z+ 1= 1

2y —2t=-1
z+ t= 1
2= 1
1 13 2-1
f=— = —1-f=1+L=3 - -1 “l—y—z—t=-1
2 o ) x y==
3 3001
Solucion: -1, 1, > - L
olucion LS5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



A2x+ y+3z=0 21 3|0 12 21 3|0
dx+2y— z=0 4 2 10| > 220-2-12 00 7|0 =
6x+3y+2z=0 6 3 210 ¥-3-1 00 =710

z=0
o Xry+32=0 = _2x Soluciones: (A, =2\, 0)
—7z=20
x=2A

d) X—3y— z=-1 1 3 -1 -1 33 1 1 1 1
X+5)+3z= 3 15 3 3 22 15 3
Xt p+ oz= 1 11 1 1] 7 e 1 -3 1| -1
3x+7y+52= 5 3 7 5 5 4 3 7 5 5

12 1 1 1 1 12 1 1 1 1
28 _ 12 0 4 2 28 .2 0 2 1 1
= oo 0 4 -2 | 2| 7 zs+m 000 0
=g 0 4 2 2 B =2 00 010
_ z=1-2y
- x+2y:z:1 x=1-y-z=1-y-1+2y=y
)+ z y=2
Soluciones: (N, A, 1 =20
m Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:
x+y+z=3 x+y+z=3
aA){x+y—z=3 b){2x—y+z=2
z=0 x—-y+z=1

aA)x+y+z=3 x+y=3
xX+y—z=3 x +y=3 ; Compatible indeterminado.

z=0 z=0

b) x+y+z=3 1 1 1 3 12 1 1 1 3
2x—-y+z=2 2 -1 1|2 —> 22-2-12 0 -3 1| 4| —
x—y+z=1 1 -1 1 1 312 0 -2 0 -2

— Compatible determinado.

PARA RESOLVER

@ Estudia los siguientes sistemas y resuélvelos por el método de Gauss:

S 2

x+ y+ z= 2x—-3y+z=0
a)< 2x+3y+5z=11 b){ x+2y—z=0
x—5y+6z=29 4x+ y—-z=0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



A x+ y+ z= 2 1 1 1] 2 il 1 1 1|2
2x+ 3y +5z=11 2.3 5|11) » 2-2-1¢ o 1 37| —
X—5y+06z=29 1 -5 6129 3#-1 0 -6 51|27

12 11 1 2 x+ty+ z= 2 z=3
- 2 013 7] — y+ 3z=7 y=7-3z=-2
3462 0 0 23|69 222=069 | x=2-y-z=1
El sistema es compatible determinado, con solucion (1, -2, 3).

b)2x-3y+z=() 2 3 1 0 1a 2 3 1 0
xX+2y—2=0 1 2 1|0 » 22+12 3 -1 0| 0] —»
4+ y—2=0 4 1 -110 3+ 12 6 -2 010

12 2 -3 1|0
- 2 3 -1 0 | 0] — Sistema compatible indeterminacdo.
¥-2-2 0 0 010
_ y=23x
Lo resolvemos: >¥ ~ 3 *Z=0 z=-2x+3y=-2x+9x=7x
x—y =0 -
x=A
Soluciones: (A, 3\, 7A)
Pagina 47
® Estudia y resuelve estos sistemas por el método de Gauss:
S —x+ y+3z=-2 y+ z=-1
a3 4x+2y— z= 5 b)ix— y =1
2x+4y—-7z= 1 xX+2p+3z=-2
5x+2y+3z= 4 x— y+32-141=0
O 2x+2y+ z= 3 d) < 2x—2y+3z+ =0
x—2y+2z=-3 3x—3y +5z+ 6t=0
Q) —x+ p+3z=-2 11 3| =2 12 11 3| =2
dx+2y— z= 5 4 2 -1 5| > 22+4-12 0 6 11| 3| —>
2x+4y—7z= 1 2 4 -7 1 3+2-10 06 -1|-3
il2 -11 3 |2
— 2 0 6 11 | =3 | — Sistema compatible determinado.
-2 0 0-12] 0
—-X +y + _?)Z =_2 1 3
Lo resolvemos: 6y + 11z = -3 ye-= xX=y+ Sz+2=?

z= 0
(3
Solucion: (=, ——, 0
2 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



b) y+ z=-1 0O 1 1/ -1 28 1
xX— -1 (1—101)_>12 (o
X+ 2y +3z=-2 1 2 3| =2 3 1

12 1 -1 O 1 1a 1
— 22 (0 1 1 —1) — 28 (0
3 -1 0 3 3| =3 3#-3-2¢ 0

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

xX—=y =1 x:1+y
fao z=-1-y
N4 y=2
Soluciones: (1 + A, A, -1 -2

OSx+2p+3z= 4 5 2 3| 4 3 1
2x + 2+ z= 3 (2 2 1 3)—) 22 (2
x=2y+2z=-3 1 2 213 = 5

12 1 -2 2| -3 12
— 22-2-12 (0 6 -3 9)—> 22:3
2—5‘12 O 12 _7 19 32_2A2'ﬁ‘

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

X—20+2z2=-3 z=-1
2y— z= 3 ¢ y=1
—-z=1 x=-3+2y-2z=1

Solucion: (1, 1, 1)

d) x— y+3z-14t=0 (1 -1 3 -14 O) 12
2x=2y+3z+ =012 23 1 |0|—> 2¢2-2-1¢
3x-3y+5z+ 6t=0]\3 35 6 |0 -3 1

12 1 -13-14|0
- 2 0 0 -3 29 0)
4 2+3-3 000 2810

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

=
X—y+3z2-14t=0 Z=8
3z +29t=0 _
xX=Y
28t=0
y=»X

Soluciones: (A, A, 0, 0)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

-1 0 1
1 1 1] -
2 3| =2
-1 0 1
1 1 -1
0 0 0
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0 0 -3 29
0 0 —4 48
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m Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:

S

x—y— z=k x+ y— z=0
) x—y+2z=1 b){ x+3y+ z=0
2x+y+kz=0 3x+ay+4z=0
x=-2y+ z=1 3x+2y+az=1
Aimx+ y— z= 1 d)<5x+3y+3z=2
3x +4y—2z=-3 x+ y— z=1

A x-y-— z=k 1 -1 -1 | & 12 1 -1 -1
x—y+2z=1 1 -1 2 1] > 22-12 0O 0 3
2x+y+hkz=0 21 k1O 3#-2-1 0 3 k+2
Sistema compatible determinado para todo k.

b) x+ y- z=0 11 -1]0 12 1 1 -11]0
x+3y+ z=0 1 3 1 0] - 2*0-1¢ 0 2 2 0
3Ax+ay+4z=0 3 a 4|0 -3 1 0Oa-3 7 10

12 1 1 -11]0 12 1 1 -1 ] 0
— 222 0 1 1 o - 2¢ 0 1 1 0
3 0a-3 7 0 3 -7 2 0 a-10 0 0
eSi a=10 — Sistema compatible indeterminado
eSi a#10 — Sistema compatible determinado

O x-2p+ z= 1 1 -2 1 1 12 1 -2 1 1
mx+ y— z= 1 m 1 -1 1] > 3* 3 4 2| =3
3x+ 4y —22=-3 3 4 =213 » m 1 -11] 1

iE 1 -2 1 1
-y 224212 5 0o 0| -1
3+ m+1 -1 0 2
Compatible determinado para todo m.

dD3x+2p+az=1 3 2 a |l 3 11 -1/ 1
S5x+ 3y +3z=2 53 3|2 > 2 53 3 2| =
x+ y— z=1 11111 112 32 a |1

12 1 1 -1 1 12 1 1 -1
- 22-5-1 0 2 8 | 3| 2 0 -2 8

3-3- 1 0 -1 a+3| =2 =232 0 0 2-2a
2-2a=0 — a=1

eSi a=1 — Sistema incompatible

eSi a#1 — Sistema compatible determinado

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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15 Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

S

2x—y = 4 2x+ y— z=1
a) | —x+y/2==-2 b)) x-2y+ z=3
x+Ry = 2 5x—-5y+2z=m
aA)2x-—y = 4 2 -1 | 4 i 2 -1 4
—x+ y/2 =2 -1 12| 2| » 2-22+12 0 0 0
x+hky = 2 1 & 2 25 =1E 0 2+1 1|0
°Si k=- % — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
= 2x —4
2x—y=4 — {7
v {x =LA
Soluciones: (A, 2\ — 4)
e Si k#— % — Sistema compatible determinado.
2x— y=4{ =0
R+ Dy=0] x=2
Solucion: (2, 0)
b)2x+ y— z=1 21 -1]1 o 1 -2 1|3
x—-2y+ z=3 1 -2 1 3| —> 1 21 -1 1] —=
Sx -5y +2z=m 5 5 2 |m 3 5 5 2 |m
12 1 -2 1 3 12 1 -2 1 3
- 22-2.12 0 5 3 -5 - 2 0 5 -3 -5
3¥=5-1 0 5 3| m-15 -2 0 0 0 | m-10

eSi m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

_ 5+3z 3z
X=-2y+ z= 3 V= 5 - 5

Sy—-3z=-5 x=5+2y—z=3—2+6—:—z=1+i;

Haciendo z = 5SA.
Soluciones: (1 + A, =1 + 3\, 5L)
eSi m#10 — Incompatible

@ Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema e interprétalo geomé-
§ tricamente:

x—3y— z=-1
x+5y+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



xX—3y— z=-1 1 3 -1/ -1 32 1 1 1 1
x+5+3z= 3 1 5 3 3 22 1 5 3 3
x+ p+oz= 1|1 1 1| 1|7 = 1 3 1| |~
3x+7y+5z= 5 3 7 515 = 3 7 515
1e 1 1 1 1 72 1 1 11
N 28 _ 12 0 4 2 2 N 282 0 2 1 1 N
310 0 -4 -2 | =2 32 + 20 00 01|0
@-3-1 0 4 2 2 -2 00010
z=1-=-2y
x+ypy+z=1
— _ x=1-y—-z=y
2y+z=1 y=2

Soluciones: (A, A, 1 —2MA). Son cuatro planos con una recta en comun.

Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de m que lo ha-
cen compatible:

X — y—2z=2

x+2y=3
2x+ y+ =1
a)i2x— y=1 b) 32 y+3§=3
4x+3y=m

x+2y+5z=m

a) x+2y=3 123 12 1 2 3
2x— y=1 (2 -1 1) - 22-2-12 (0 -5 -5 )—>
4x +3y=m 4 3 m 3 -4-12 0 5| m-12
12 1 2 3
— 225 (0 1 1 )
3 -2 0 0|l m-7

eSi m=7 — Sistema compatible determinado
x+2=3
y=1
Solucion: (1, 1)

} x=3-2y=1

eSi m=#7 — Sistema incompatible

b) x— y—2z=2 1 -1 2| 2 ’ 1 -1 2] 2
2x+ y+3z=1 2 1 3|1 2210 03 7| 3
v+ z=3 (|3 0 1 3|7 wse |oz 7 3|7
X+2y+52=m 1 2 5 |m o 03 7 im=2

i 1 -1 2| 2
22 0 3 7 -3
7 omez 00 0/ 0
-z 0 0 0 | m+1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



eSi m=-1 — Sistema compatible indeterminado.

_B-7z_ Tz
X— y-2z= 2 Y 3 3
WHTE=D N e awyr2z=2-1-L24 22212
3 3
Haciendo z = 3\:
Soluciones: (1 — A, =1 —7A, 30
eSi m#-1 — Sistema incompatible
18 Discute y resuelve en funcion del parametro:
S —-x+my+ z= 2 x+ y+ z=0
a)q2x— y+2z=0 b){3x+2y+az=5
X —3z=-2 2x+ y+ z=3
A -—x+my+ z= 2 -1 m 1 2 32 1 0 3
2x— y+2z= 0 2 -1 2 0] —» 2 2 -1 2
- —3z=-2 -1 0 3| =2 2 -1 m 1
12 1 0 3 2 il 1 3
- 22-2-1¢ 0 -1 4| 4| » -2 0 4
Bt 0 m 4 | 4 32 0 m-10

eSi m=1 — Sistema compatible indeterminado

x=2-3z
X +3z=2 _
yt+dz=4 y=d-dz
z=A

Soluciones: (2 — 3\, 4 — 4\, A)

eSi m#1 — Sistema compatible determinado

X +3z=2 | y=0
y+tidz=4 rz=1
(m— 1y =0 |x=2-3z=-1

Solucion: (-1, 0, 1)

b)) x+ y+ z=0 11 11]0 18
3x+2y+az=>5 (3 2 a 5) - 3
2x+ y+ z=3 2 1 1 3 28

E 1 1 1 0
- 2-2-1 (0 -1 -1 5) -
s 0 -1 a-315

eSi a=2 — Sistema incompatible

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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eSi a#2 — Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y+ z= 0
v+ z=-3
(a-2)z= 2
> = 2
a— 2
_ 2 2 _4-3a
Y 5-2 3 a— 2 a—2
x=—y—z—_4+3a— 2 _3a-6
a—2 a—2 a— 2
Solucion: (3a—6,4—3a7 2
a—2 a-2 a-2

® Discute los siguientes sistemas segun los valores de o e interprétalos geo-
S métricamente:

_ x—y = 1
a){‘““ y= 1 b) ¢ 2x +3y—5z=-16
x—oy=20-1 x+toy— z= 0
D) ox— = 1}(0(—1 1 )_)12 (a -1 1 )
x—oy=20-1[ \1 —o|200—1 2 a-1 0 1-o0?20°-—0—1
a#0

eSi a# 1, queda:

1 -1
( 0 0 O) Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.

e Si a=-1, queda:

-1 -1 1
( 0 0 2) Sistema incompatible. Son dos rectas paralelas.

eSi a1l y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas se-

cantes.
b) x— y = 1 1 -1 0] 1 1 1 -1 0] 1
2x + 3y — 5z =-16 23 5/-16| > 22-2-12 0 5 -5|-18|—
x+oy— z= 0 1 o =11 0 ¥-1 Oa+1-11 -1
12 1 -1 0 1
- Z 0 5 -5 | -18
>:38-2 0 50 0 13

eSi a#0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan
en un punto.

eSi =0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no
hay ningin punto comun a los tres.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

X+ 2y+3z=1
X+ ay+3z=2
2x+(2+a)y+6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible.

b) Discute si existe algiin valor del parametro a para el cual el sistema sea
compatible determinado.

c) Resuelve el sistema para a = 0.

X+ 2y+3z=1 1 2 311 12 1 2 3
X+ ay + 3z =2 1 a 3 2)—) 2 = e (0 a—2 0 1)—)
2x+QR+a)y+6z=3 2Q2+a) 613 =201 0a-2 0|1

12 1 2 311
- 2 (O a-2 0 1)

-2 0O 0 010

b) No existe ningin valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado.

) Si a =0, queda:

_ y=-1/2
XF2yH3z=1 0 g 3 5 ox=2-32
-2y =1 z=A

Soluciones: (2 — 3\, —%, A)

Considera el sistema de ecuaciones:

2x—-2y— z= 4
x+2y—-2z=-1
X - z=1

a) ¢Existe una solucion en la que y sea igual a 0?
b) Resuelve el sistema.
c) Interprétalo geométricamente.
4 ) 32 ( 1 0 -1
x+2y-2z=-1 1 2 21— 2 1 2 -2

1 12
1| — 2¢-12
X - z=1 1 0 -1

4 52_2.12

2x—=2y— z= 4 (2 -2 -1
1 1= 2 =2 -1

1 0 -1| 1 12 1 0 -1
0 2 -1|=22|— 2 0 2 -1
0-21

1
_2) X —z= 1}
2 00 0| o -=z=72

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



Dy=0 — YTF7

N =

} x:1+z=3}

bDx=1+z=1+2y+2=3+2y
z=2y+2
y=2A

Solucion: (3,0, 2)

Soluciones: (3 + 2\, A, 2\ + 2)

©) Son tres planos que se cortan en una recta.

@ Halla un namero de tres cifras sabiendo que estas suman 9; que, si del nu-
mero dado se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la dife-
rencia es 198, y que la cifra de las decenas es media aritmética de las otras
dos.

Llamamos x a la cifra de las unidades, y a la de las decenas y z a la cifra de las
centenas.

zyx — n°=x+10y+ 100z
Tenemos que:
x+y+z=9

x + 10y + 100z — (z + 10y + 100x) = 198 xX+y+z=9

—99x + 99z = 198

y=x+z W=ntz
2

X+ y+z=9 1 11 9 2 -1 0 1 2 1a

—X +z=2 -1 0 1 2] > 12 1 1 1 9 —» 282+12
X—-2y+z=0 12110 F 12110 32 + 12

-10 1] 2 12 -1 0 1] 2 12 -1 0 1] 2
o1 2|11 —» 22 o1 2|11 —» 22 0o 1 21|11
0 -2 2|2 32 0 -11 1 3%+ 28 0 0 31|12

-x + z= 2 z=4
y+2z=11 y y=11-2z=11-8=3
3z=12 X=z-2=2

Solucion: El n2 es el 432.

23 Dos amigos invierten 20 000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A al
S 4% de interés, una cantidad B al 5% vy el resto al 6%. El otro invierte la mis-
ma cantidad A al 5%, la B al 6% vy el resto al 4%.

Determina las cantidades A, B y C sabiendo que el primero obtiene unos in-
tereses de 1050 € y el segundo de 950 €.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



A+ B+ C' = 20000 A+ B+ C= 20000
0,044 + 0,05B + 0,06C = 1050 44 + 5B + 6C = 105000
0,054 + 0,06B + 0,04C = 950 SA + 6B+ 4C = 95000

111 20000 12 1 1 1 | 20000 12
4 5 6| 105 OOO) - 22412 (0 1 2| 25 000) - 22
5 6 4 95000 F-5-1 0 1 -11-5000 AR
1 1 1| 20000 A+ B+ C=20000 C =10000
1 2] 25000 — B+ 2C = 25000 B= 5000
0 0 3 | 30000 3C = 30000 A= 5000

Solucion: A =5000€; B=5000€; C=10000€
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@ Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de

s 6384 €. El precio original era de 12 €, pero también ha vendido copias de-

fectuosas con descuentos del 30% y del 40%. Sabiendo que el nimero de co-

pias defectuosas vendidas fue la mitad del de copias en buen estado, calcula a
cuantas copias se le aplicé el 30% de descuento.

Llamamos x al n? de copias vendidas al precio original, 12 €; y al n® de copias
vendidas con un 30% de descuento, 0,7 - 12 =84 €;y z al n® de copias vendidas
con un 40% de descuento, 0,6 - 12 =72 €.

Asfi:
x+y+z=0600 .

~ 600
12x + 84y +722=6384 | T VT2
X+ 84y +7,22=03 12x + 8,4y + 7,22 = 6384
y+z=% x-2y-2z=0
11 1] 600 1 11 1600 1
128472 6384 — 2+12-18 03648 816| —» =
122 0 3+ 12 03 3 | 600 303
11 1600 = 11 1600
03648 816] — 3 01 1200
01 1 200 22-36- 3 0012 96

x+y+ z=0600| z= 80
y+ z=200 y =120
12z= 96 | x =400

Solucion: El 30% de descuento se le aplico a 120 copias.
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25 Un cajero automatico contiene 95 billetes de 10, 20 y 50 € y un total de
S 2000 £. Si el mimero de billetes de 10 € es el doble que el nimero de billetes
de 20 €, averigua cuantos billetes hay de cada tipo.

Llamamos x al n? de billetes de 10 €; y al n? de billetes de 20 €; y z al n? de bi-
lletes de 50 €. Tenemos que:

x+ y+ z= 95 | x+ y+ z= 95| 3x + z= 95

10x + 20y + 50z = 2000  x + 2y + 5z = 200 4y + 5z =200
X =2y X =2y X =2y
z=95-3y

4y +5(95—-3)) =200 — 4y +475-15y=200 — 275=11y
y=25 = z=20 —> x=50
Solucion: Hay 50 billetes de 10 €, 25 billetes de 20 € y 20 billetes de 50 €.

26 Se dispone de tres cajas A, By C con monedas de 1 euro. Se sabe que en total
hay 36 euros. El niimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las mo-
nedas de las otras dos cajas. Si se traslada 1 moneda de la caja B a la caja A,
esta tendra el doble de monedas que B. Averigua cuantas monedas habia en
cada caja.

Llamamos x al n? de monedas que hay en la caja A, y al n® de monedas que hay
en la caja B, y z al n? de monedas que hay en la caja C. Tenemos que:

x+y+z=30 x+y+z=30| x+ y+z=30
xX=y+z+2 X—y—z=2 X— y—z= 2
x+1=2(y-D | x+1=2y-2 X =2y -3

Sumando las dos primeras ecuaciones: 2x =38 — x=19

¥*3 .11

De la 32 ecuacion — yp =

z=30-y-x=0

Solucion: Habia 19 monedas en la caja A, 11 enla By 6 en la C.

27 Un especulador adquiere 3 objetos de arte por un precio total de 2 millones de
euros. Vendiéndolos, espera obtener de ellos unas ganancias del 20%, del 50%
y del 25%, respectivamente, con lo que su beneficio total seria de 600 000 €.
Pero consigue mas, pues con la venta obtiene ganancias del 80%, del 90% y del
85%, respectivamente, lo que le da un beneficio total de 1,7 millones de euros.
¢Cuanto le cost6 cada objeto?

Llamamos x a lo que le costo el 1€ objeto (en millones de euros), y a lo que le
costo el 22 objetoy z a lo que le cost6 el 3¢ objeto. Tenemos que:

x+ y+ z=2 X+ y+ z= 2 11 1 2
0,2x+05)+0252=0,6 ¢ 2x+5y+25z= 6 252560 -
0,8x+09y+085z=17 | 8 +9y+85z=17 8 9 85|17
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12 1 1 1 2 12 1 1 1 2\ x+y+ z=2
28 _p .12 0 3 0,5 21 — 22-32 2 0 1 Zy =
32_8-12 010511 i 01 0511 y+05z=1
=05 O e x=2-y-2z=05

0,5

Solucion: El 1€ objeto le costo 0,5 millones de euros (500000 €), el 22 le cost6 0,5
millones de euros (500000 €) y el 32 le costé 1 millon de euros (1000000 €).

28 Unaempresadispone de 27 200 € para actividades de formacion de sus cien em-
pleados. Después de estudiar las necesidades de los empleados, se ha decidido
organizar tres cursos: A, By C. La subvencion por persona para el curso A es de
400 €, para el curso B es de 160 €, y de 200 € para el C. Si la cantidad que se de-
dica al curso A es cinco veces mayor que la correspondiente al B, ;cuantos em-
pleados siguen cada curso?

Llamamos x al n® de empleados que siguen el curso A; y al n? de empleados que
siguen el curso B, y z al n? de empleados que siguen el curso C. Tenemos que:

x+ y+ z =100 x+ y+ z=100 x+ y+ z=100
400x + 160y + 200z = 27200 10x + 4y + 5z = 680 10x + 4y + 5z = 680
400x =5-160y | 400x = 800y x =2y

3+ z=100 | z=100- 3y
24y + 52 =680 | 24y + 5(100 — 3y) = 680

24y +500 - 159 =680 — 9y=180 — =20 — z=40; x =40

Solucion: 40 empleados siguen el curso A, 20 empleados siguen el curso By 40 si-
guen el curso C.

29 Un automdvil sube las cuestas a 54 km/h, las baja a 90 km/h y en llano mar-
cha a 80 km/h. Para ir de A a B tarda 2 horas y 30 minutos, y para volver de B
a A, 2 horas y 45 minutos. ;Cual es la longitud de camino llano entre A y B si
sabemos que la distancia entre A y B es de 192 km?

Llamamos x a la longitud de camino llano entre A y B, y a la longitud de cuesta
arriba yendo de A a By =z a la longitud de cuesta abajo yendo de A a B. Tenemos
que:

x+y+2z=192km

X N4 z _ x+ y+ z=192
— + =<—+ — =25 horas -
80 54 90 27x + 40y + 24z = 5400
R - 27x + 24y + 40z = 5940
30 + 90 + 57 2,75 horas
1 1 1 192 12 1 1 1 192 12
27 40 24 | 5400 — 2¢-27-12 0 13 -3 | 216 —» 2
27 24 40 | 5940 3#-27-1 0 -3 13 | 756 3*-3+28-13
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1 1 1 192\ x+ y+ z= 192 | y=31,725km
0 13 -3 216 13y —3z= 216 ¢ z= 065475 km
0 160 0 | 5076 160y =5076 x = 94,800 km

Solucion: La longitud de camino llano entre A y B es de 94,8 Km.

Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que, cuando uno
S pierda, entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada
uno posea en ese momento. Cada uno perdié una partida, y al final cada uno
tenia 24 €. ;Cuanto tenia cada jugador al comenzar?

Hacemos una tabla que resuma la situacion:

COMIENZO 12 PARTIDA 22 PARTIDA 3% PARTIDA
12 QUE PIERDE X X—y-—z 2x — 2y -2z 4x — 4y — 4z
2° QUE PIERDE y 2y -xX+3y—-z —2x + 6y — 2z
32 QUE PIERDE z 2z 4z x-y+7z
4o — 4y — 4z = 24 x— y— z= 6 1 -1 -11] 6 12
2x+0y-22=24 ¢ —x+3y— z=12 13 -1 | 12) - 2+8
Xx— y+7z=24 | -x— y+7z=24 -1 -1 7 | 24 31
1 -1 -1 6 12 1 -1 -1]6 12 1 -1 -11]6
0 2 2|18 = 2¢:2 o1 -1,9)|—> 22 01 -11]9
0 -2 6130 32 0-1 3 |15 3%+ 2 0 0 2 |24
X—y—z= 6| z=12

y-—z= 9 y=9+z=21
2z=24 | x=6+y+z=39

Solucion: El jugador que perdio primero tenia 39 euros, el que perdié en 22 lugar
tenia 21 € y el que perdio en 3¢ lugar tenia 12 €.

La edad de un padre es doble de la suma de las edades de sus dos hijos, mien-
§ tras que hace unos afos (exactamente la diferencia de las edades actuales de
los hijos) la edad del padre era triple que la suma de las edades en aquel tiem-
po de sus hijos. Cuando pasen tantos afilos como la suma de las edades ac-
tuales de los hijos, entre los tres sumaran 150 afos. ;Qué edad tenia el padre
cuando nacieron sus hijos?

Hacemos una tabla:

EDAD ACTUAL

HACE ) — Z ANOS

DENTRO DE ) + 2 ANOS

PADRE x xX-y+z x+y+z
1€F Hijo y y—yt+tz==z 2y +x
2¢ "o z zZ—yt+tz=—y+2z y+2z
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Tenemos que:

x=2+2
X—y+z=3y+32)
X+y+z+20+z+y+2z=150

x=2y+2z x—-2y-2z= 0 1 -2 2 0 12
X—-y+z=-3y+9z 0 x+2y-8z= 0 1 2 -8 0 - 22-12
X+ 4y + 4z = 150 X+ 4y + 4z = 150 1 4 4 | 150 -1
1 -2 =210 il 1 -2-2]0 il 1 -2 -210
04 6|0 |—> 20:2 02 3|0 —> 22-23 0 0 -5/-50
0 6 61150 3¢:6 01 1125 3 01 1125
x—-2y—-2z= 0 z=10

—-5z=-50 ¢ y=25-2z=15 Actualmente tienen estas edades.

y+ z= 25| x=2+2z=50

Solucion: Cuando naci6 el 1€ hijo, el padre tenia 35 anos; cuando naci6 el 22 hijo,
tenfa 40 anos.

Un fabricante produce 42 electrodomésticos. La fibrica abastece a 3 tiendas,
que demandan toda la produccion. En una cierta semana, la primera tienda so-
licit6 tantas unidades como la segunda y tercera juntas, mientras que la se-
gunda pidi6 un 20% mas que la suma de la mitad de lo pedido por la primera
mas la tercera parte de lo pedido por la tercera. ;Qué cantidad solicité cada
una?

Llamamos x a la cantidad que solicit6 la 12 tienda, y a la que solicit6 la 22 tienda
y z ala que solicité la 32 tienda. Tenemos que:

X+y+z=42 X+y+z=42 x-y-2=0 x-y-2=0
X=y+z x-y-2=0 X+y+z=42 X+y+z=42
y= 1,2(%+%) 6y =306x+24z | 60yp=36x+24z| 5y=3x+2z

x— y— z= 0 1 -1 -1 0 12 1 -1 -1 0

X+ y+ z=42 1 1 1 42 - 22-12 o 2 2 42 >
Ax—5y+2z= 0 3 -5 2 0 E=39° I 0 -2 5 0

12 1 -1 -1 | 0\ x—y—2z= 01| z=6

222 0 1 1 |21 y+ z=21  y=21-2z=15

dr 2z 0 0 7 | 42 Tz=42 | x=y+z=21

Solucion: La 12 tienda solicit6 21 electrodomésticos; la 22, 15; y la 32, 6.
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CUESTIONES TEORICAS

33 ¢Para qué valores de a y b sera compatible este sistema?

{ xty+tz=a é¢Sera determinado?
x—y—z=>b

El sistema es compatible indeterminado para cualquier valor de a y b. (Luego, no
es determinado para ningin valorde a y b).

34 Prueba que, si en un sistema de ecuaciones § sumamos a una ecuaciéon otra mul-
tiplicada por un nimero, el sistema resultante, S, es equivalente al primero.

Cualquier solucion del primero también lo es del segundo, y al revés.

35 Si tenemos un sistema compatible indeterminado de 2 ecuaciones lineales
con 2 incégnitas, ¢se puede conseguir un sistema incompatible afiadiendo
una tercera ecuacion?

Si. Por ejemplo:

x+2y=3 bl -
Incompatible | 2x + 4y = 6 } Compatible indeterminado
x+2y=1

36 Siaun sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas incompatible le agregamos
otra ecuacion, ¢podriamos lograr que fuera compatible indeterminado? ;Y
determinado? Justifica las respuestas.

No. Si el sistema es incompatible, las dos ecuaciones iniciales son contradictorias.
Anadiendo otra ecuacion, no podemos cambiar este hecho; el sistema seguird
siendo incompatible.
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37 ¢Es posible convertir este sistema en compatible indeterminado cambiando
un signo?

x+y+z=1
x—y+z=1
x+y—z=1

Si. Si cambiamos la 22 ecuacion por x + y + z =1, o bien, si cambiamos la 32

ecuacion por x + y+ z =1, el sistema resultante serd compatible indeterminado.

3x—-2y+z=5

38 Dadas las ecuaciones:
2x—-3y+z=—4

a) Afade una ecuaciéon para que el sistema sea incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.

Justifica en cada caso el procedimiento seguido.
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a) Para que sea incompatible, la ecuacion que anadamos ha de ser de la forma:
aGx—-2y+2)+bQRx—-3y+2) =k con k#5a-4b.
Si tomamos, por ejemplo, a=1, b=0, k=1, queda:
3x—2p+z=1

Anadiendo esta ecuacion, el sistema seria incompatible.

b) Por ejemplo, anadiendo y =0, queda:

3x—-2y+z= 5| 3x +z=5|x= 9
2x—=3y+z=—4 ¢ 2x +z=—4 py= 0 Compatible determinado
Y =0 y =0 =22

39 Define cuando dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes. Justifica
S sison equivalentes o no los siguientes sistemas:

x= 2
x+ty+z=2 -1
{x+y—z=4 y=_1

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando todas las soluciones
del 1¢ sistema lo son también del 22, y al revés.

Los dos sistemas dados no son equivalentes, puesto que el 12 es compatible inde-
terminado (tiene infinitas soluciones) y el 22 es determinado (solo tiene una solu-
cion).

@ Encuentra razonadamente dos valores del parametro a para los cuales el si-
§ guiente sistema sea incompatible:

x+y+2z=0
ax+y+2z=1
x +3z=2
2x taz=3

x+y+2z=0 1 1 2 0 12 1 1 2 0
ax+y+2z=1 a 1 2|1 o, »-r a—-1 0 0 1 N

X +3z=2 1 0 3 2 3¢ 1 0 3 2

2x +az=3 2 0 al3 i 2 0 a |3

e 1 1 2 0

;d a; 1 8 (3) ; Si a=1 o a=06, elsistema es incompatible.
4#-2-3 0 0 a-61| -1

41 Sean S y S’ dos sistemas equivalentes con soluciéon Gnica que tienen igua-
S les los términos independientes. ;Podemos asegurar que tienen iguales los
coeficientes de las incognitas?
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No. Por ejemplo, los sistemas:

s x+y=3 gt 2x— y=3
lx-p=1 2x-3y=1

son equivalentes, con solucion tnica (2, 1), tienen iguales los términos indepen-
dientes, pero no los coeficientes de las incognitas.

PARA PROFUNDIZAR

42 Discute los siguientes sistemas en funcion del parametro a y resuélvelos en
S el caso en que sean compatibles indeterminados:

x+ y+ z=a-1 ax+ y—z=0
a)|2x+ y+az=a b){2x+ay =2
xtay+ z=1 —x +z=1
a) x+ y+ z=a-1 1 1 1 a-—1 12
2x+ y+taz=a ( 1 a a )—> 28— 2. 12
x+ay+ z=1 1 a1 1 3#-12

1 1 1 a—1
0 -1 a—2 —a + 2
0 a-1 0 2—a

eSi a=1, queda:

1 1 1 0
0 -1 -1 1| — Sistema incompatible
0 0 O 1

eSi a=2, queda:

1 1 11 12 1 1 1)1
0-10] 0| > 22+3 00 0|0 —
01 010 3 01010
— Sistema compatible indeterminado
Lo resolvemos en este caso:
x+y+z=1 |x+ =z=1 = x=1-z
y =0 y =0
z=A

Soluciones: (1 —A, 0, \)

eSi a#1 y a#2 — Sistema compatible determinado
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2x + ay =2

b)ax+ y-z=0 (a 1 -1
—x +z=1

1 12 -1 0 1 1
2] —» 20 2 a 0 2
1 —a -3+ 20 —a’+a+2 0 0| 2-a

_6l2+d+2=0—) &l=_1im=_1i3/ﬂ=—l

-1 0 1
2 a 0
a-1 1 0

-2 -2 TT—a= 2
e Si a=-1, queda:
-1 0 1|1
2 -1 0 | 2| — Sistema incompatible
0 0 013
eSi a=2 queda:
-10 1]1 12 -10 11 - z=1+x
220 2] » 202 Lro ) e y=1-x
00010 3¢ 0000 *TV 7 -

Sistema compatible indeterminado

Soluciones: (A, 1 —=A, 1+ L)

eSi az-1y a#2 — Sistema compatible determinado

@ Discute el siguiente sistema segiin los valores del parametro a. Interprétalo
§ geométricamente:

ax+ y+z—-4=0
x+ y+z+1=0
x—ay+z—-1=0

ax+ y+z—-4=0 | ax+ y+z= 4 a 1 1| 4 28
x+ y+z+1=0 x+ y+z=-1 (1 1 1 —1) - 1
X—ay+z-1=0 x—ay+z= 1 1 —a 1 1 3
1 1 1] -1 12 1 1 1 -1
(a 1 1 4)—) 28— 12 (a—l 0 0 5)
1 —a 1 1 3 -1 0O —a-1 0 2

eSi a=1, queda:

1 1 1] -1
0 0 0| 5| — Sistema incompatible
0 -2 0] 2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
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e Si a=-1, queda:

1 1 1] -1
-2 0 0| 5 |— Sistema incompatible
0 0 O 2

Los dos ultimos planos son paralelos y el primero los corta.

eSi a#ly a#-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que
se cortan en un punto.

PARA PENSAR UN POCO MAS

44  Resuelve el siguiente sistema:
x+ty+z+i =17
x+y+z +w=16
x+y +t+w=15
x tz+t+tw=14

y+tz+t+rw=14

& Si sumas las cinco igualdades, obtendrds otra con la que se te pueden simplificar
mucho los cdlculos.

X+y+z+1 =17
xX+y+z +w=16
x+y +r+w=15
X tz+t+w=14

ytz+t+rw=14

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4o + 4y + 4z + 41 + 4w = 76, es decir:
4x+y+z+1+w =76, obien:

x+y+z+i+w=19

Por tanto: +y+tz+D+tw=17+w=19 — w=2
x+y+z+rw+t=16+1 =19 — =3
x+y+t+w)+z=15+2=19 — =z=4
x+z+t+w+y=14+y=19 — ypy=5
rz+rt+rw+x=14+x=19 — x=5

45 Nos dicen que x,y, z, t, w son nimeros enteros y que k vale 36 6 38. Decide
razonadamente cual de los dos es su valor y resuelve el sistema:

x+y+z+t =35
x+y+z +w=36
x+y +it+w =38
X tz+t+w=39

y+rz+t+w=~k
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46

xX+y+z+t =35
xX+y+z +w=306
x+y +1+w=38
X tz+ 1+ w=39

ytz+rt+tw==rF

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4x + 4y + 4z + 41 + 4w = 148 + k, es decir:
4x+y+z+t+w =148 + k, o bien:

x+y+z+t+w=37+§

Si x, y, z, t, w son numeros enteros, su suma también lo serd; luego, %k debe
ser multiplo de 4. Como nos dicen que vale 36 6 38, tenemos que ha de ser k= 306
(pues 38 no es multiplo de 4).

Resolvemos el sistema, ahora que sabemos que k = 306:

La suma de las cinco igualdades dara lugar a:

x+y+z+t+w=37+376=57+9=46
Por tanto: x+y+z+D+w=35+w=46 —> w=11
+y+z+w +1=36+1 =46 — =10
(x+y+t+uw)+z=38+2z=46 — z=8
X+z+1+w+y=39+y=46 — y=7
rz+t+w+x=36+x=46 — x=10

Una cuadrilla de 5 obreros se compromete a podar los 222 arboles de una
plantacion. Trabajan de lunes a sabado. Cada dia, cuatro de ellos podan y el
quinto los atiende (repone herramientas, les da agua, recoge los troncos que
caen...). Cada obrero poda el mismo nimero de arboles cada dia, es decir, si
Alberto poda 8 arboles un dia, podara 8 arboles cada dia que intervenga. Los
resultados son:

Lunes: 35 arboles podados.
Martes: 36 arboles podados.
Miércoles: 36 arboles podados.
Jueves: 38 arboles podados.
Viernes: 38 arboles podados.
Sabado: 39 arboles podados.

Calcula cuantos arboles diarios poda cada uno de los cinco obreros sabiendo
que ninguno de ellos poda los seis dias.
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Llamamos:
w = n? de arboles diarios que poda el obrero que descansa el lunes.
t = n? de arboles diarios que poda el obrero que descansa el martes.
(Es otro el que descansa, pues la suma es diferente).
z = n?de arboles diarios que poda el que descansa el jueves.
(Es otro distinto, pues la suma es diferente).
y = n2de arboles diarios que poda el que descansa el sabado.
(Es otro, pues la suma es distinta a las anteriores).
x = n? de arboles diarios que poda el obrero que falta.
(Descansara el miércoles o el viernes; coincidird con ¢ o con z2).

Asi, el n? de drboles que se podan cada dia serd:

xX+y+z+1 =35
xX+y+z+  w=306
x+y + 1+ w=38
X, ¥, Z, t, w son enteros
X +z+1+w=39

y+rz+t+rw==~k

k puede ser 36 6 38

Se trata de resolver este sistema.
Por el ejercicio anterior, sabemos que k= 30; y que:
x=10, y=7, z=8, t=10, w=11

Por tanto, el que poda 11 arboles descansa el lunes, uno de los que podan 10 ar-
boles descansa el martes, el que poda 8 arboles descansa el jueves y el viernes, el
que poda 7 arboles descansa el sibado y el otro que poda 10 arboles, descansa el
miércoles.
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