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Ejercicios para aprender a integrar

Propiedades de las integrales:
Iaf (X)dx = aj f (x)dx I f(x)+g(x)dx = '[ f(x)dx £ '[ g(x)dx

b a
ja f (x)dx :-jb f(x)dx = [F(0)] = F(b)- F(a)

Polinomios y series de potencias

Reglas de integracion:

B XI‘H—l ' dX :1 k
jadx_ax+k J'x”dx:n+1+k n+ —1 J-_x n|x|+
Ejemplos:

_[(xz +x° +x2)dx=x?3+XT:+X—_l+k

1
I4x1°dx = 4_[ x'%dx :4L+ k
11

I%dx:zj%:zjx‘3dx:2x_—_22+k I;dX=4_|.d—;=41n|X|+k
I(xlo +2%° +x‘S)dx:leodx+2Ix2dx+Ix‘5dx=X—H+2X—3+X—4+k
11 3

Ejercicios:

Calcule las siguientes integrales:
a) jx“dx b) J‘(x3 +2x)dx

d) j(x7+8x3+x‘2)dx e) J‘( x4 x )dx t)j

g) j (% + )(1—2de

i) I(7x‘1 +4x‘2)dx

1 1
h) J.( ~100 +T]dx

X

k) I(x + X +2)

m)j(«/?ﬁ/?)dx n) I( X+ )dx i) I(” x+”«/§)dx
Sol:
5 4 34
a) ik b) x4k o X+ X 4k
5 4 3 2
8 4 - -5 -3 V241 7+l e+l i+1
d)X—+8X—+X—+k e) x X X +k f) X X +_X +k
8 4 -1 -5 =3 241 7+l e+l i+l
101 12
g) 21n|x|—l+k h) X X Lk i) x> +In|x|+k
X 101 1-2

j) 71n|x|—§+k

X3/2 X4/3

) A
3/2 4/3

1 -2
k) XX oxk
11 -2

T
n) X ik
l+7 1/2

X3 2

1) X2 sk
32
4 3

i) X X Lk
4 3
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Teorema del cambio de variables (Método de sustitucion)
El método del cambio de variables es utilizado basicamente con dos fines muy distintos:
1) Conseguir que una expresion complicada parezca mas sencilla, de tal forma que
sea inmediata su integracion.

2) Cambios de un sistema de coordenadas a otro, pasando de coordenadas cartesianas
a polares, cilindricas o esféricas, segiin convenga.

Vamos a enunciar el teorema del cambio de variables en integracion.

Teorema: Sea g(X)una funcidn con derivada g'(X) continua en [a, b], y sea
f:g ([a,b]) — R continua. Entonces, haciendo el cambio de variable t = g(X), resulta:

J1 1(g00yg 0k = [>

A veces se emplea el teorema del cambio de variables al revés:

-1
J. 1e0ax= %, 't gyg e

f (t)dt

Este es el teorema general cuando tenemos integrales definidas, por ahora solo
estudiamos el caso de integrales indefinidas. Por tanto utilizaremos:

J f(aergio0dx=[ f @yt J foodx=[ f(g(t)g et
It =g(x) > dt = g'(x)dx| [x=g(t) > dx =g '(t)dt]

Iremos viendo progresivamente su aplicacion en diversos casos y ejemplos a medida
que avancemos en algunas reglas de integracion.

Advertencia: El método del cambio de variables no resuelve integrales, de hecho no
vuelve resoluble una integral, lo que este método hace es que una integral que parece a
simple vista dificil parezca mas fcil.

Potencias de polinomios (funciones elevadas a potencias)

Reglas de integracion:

n+1 '
ju'u”dX:u +k n=-1 Iu—dX=ln|U|+k
n+1 u
Ejemplos:
9
I(x+5)8dx:(X;5) +k
_ 9 9
I(x+5)8dx—{t_x+5}—>jt8dt:t_+k:(X+5) +k
dt = dx 9 9
M pnjx—3[+k
X—3
i—{t:X_3}—>J.ﬂ:1n|t|+k:1n|x—3|+k
X—3 dt = dx t
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53 s (x _5)3/2
~5dx = dx = K
Je=sde= [ () P =T
t=X- 1/2 32 (X—5)3/2
j\/X—SdX%{d —d} Ifdt—jt dt= 2+k: 32 +k
-1
f —dx ——j(x+1)‘2d D e
(x+1)* -1 X+1
I —dxz_) t=x+l - —_—It‘zdt———+k—L+k
(X+1) dt =dx X+1
9
j4(4x+5)8dx:(4x;rs) +k
9

j4(4x+5)8dx—>{t_4x+5} It dt——+k (4x+5) +k

dt = 9 9
[ i fax-1]+k
3x—-1
I3dx _{t=3x—1}_} dt =Inft|+k=In3x-1]+k
3x-1 dt = 3dx

3/2

j7\/7x—5dx=I7(7x—5)1/2dx=%+k

t=7x-5 £3/2 (7x—5)3/2
737x—-5d tdt = [t"%dt = k = k
P
j(10x+6)5dx jlo(lox +6)° dx——jlo (10x+6)’ dx 1—(1())(+6)6+k

10 10 6

t=10x+6 ] ]

J(10x+6)°dx - jt5dt [rdt=— LIRS (L 5.0 B

dt—lOdX—)E: 10 6 60

7x—1 47 7x=1 7

t=7x-1
[ dt o [T Dk = Linprx— 1k
7x—1 dt:7dx—>7=dx 7t 7t 7 7

J‘ dx (7 _dx II 7dx :lln|7X—1|+k
7x-1 7

1/2 1/2 1 (3X—1)3/2
[VBx—10x = j (3x-1) dx_—js (3x-1) = =k
t=3x-1 312 312
J.\/3X—1dx—> _>J'\/'dt_ J‘l/zdt_lt k_l(3x 1) K
dt = 3dx —>3 32 3 372
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3 2 11
[ + 430 +25 +7)"dx = W+ "
t=x+2x*+7 11 3 2 1
[3 + 4000 + 20 +7) x| - X T2 T g Ly JOCEBCHD
dt = (3x“+4x)dx 11 11
2 | 101
j(2x+1)(x2+x)1°0dx=w+k
101
— 2 101 2 101
J@x+10¢ +30%dx —> t=Xx"+X —>It1°°dx:t PR CSE L R
dt =(2x+1)dx 101 101
10 10 10 1
J(Zes) oxmf2(2es) axmrfh(2es) =T 2es) ok
7 7\7 7\7 11\ 7
X
10 t=_+5 11 1
J(;*S] x> ’ —>j7t1°dt=7t1—1+k=%(§+sj +k
dtz;dx—>7dt:dx
2
j3§ +2dx:ln‘x3+2x‘+k
X +2X
2 t=x>+2x
I3§ +2dx—> - ﬂ:ln|t|+k:ln‘x3—|-2x‘+k
X™+2X dt = (3x* +2)dx t
3
42( +15dx:—%+k
(X" +X) (X" +X)
3 t=x*+x -4
I4:(—_|-15dx_) - d_gzjt_sdt:t—+k=—l%+
(X" +X) dt = (4x° +1)dx t —4 4 (x* +x)
5 5 5
X 6 X 1 6X 1
I6—7dX=Ig6—7 X:g,[6—7 X=———F———+Kk
(X" +1) (X* +1) (x° +1) 36(x° +1)
6
5 t=x"+1 >
X dt 1¢,.,,. 1t
——dx—> Sl—==(t7dt==-—+k=...
J.(X6+1)7 dt:6x5dx—>%=x5dx '[6t7 6~[ 6 —
36(x° +1)

Tal y como se ha visto en los ejemplos, para integrar se hace muy necesario identificar
aquello que es denominado como U de aquello que es u'. De esta forma podemos
aplicar las reglas de integracion dadas o bien usar el cambio de variable.
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2° Calcule las siguientes integrales:

a) j (x+1)>dx

d) [ (x-6)"dx

g) [33x+1)’dx

j) [50(50x-6)" dx
m) j(7x+5)9dx

0) [V/5x+1dx

r) j (3x2 +2)(¢ +2x)>dx

4x°> +5
u)
J.x +5x

X) I3X23 x> —2dx

Sol:

(x+1)°"

a) +k

d (X_6)\/§+1
V3+1

(3x+1)*

+k

g) +k

) (50— 6)¥3+1
B+l
10
m) 1(7x+5)
710
3/2
—(5x+1 +k
°) 15( )

+k

+k

3 4
(xX* +2X) Lk

r) 2

u) ln‘x4 +5X‘+k

X) %3(X3—2)4 +k

b) j(x+5)3dx

e) j 53/ (x— 4)* dx

h) j 6(6X +5)° dx

k) j 53/(5x—4)2dx

n) [(3x-2)" dx

P) J-3, /§+7dx

S sz(x2 +2)ﬁ dx

6x> +4x+2
V5 —
x>+ x2 +x+1

y) J- X+1
Vx +2x

4

(xX+5) Tk
4

.(X—4)5/3
5/3

(6x15)4 K
(X—4)5/3
5/3
1(3x-2)

n p—
)3 9

4/3
15( x
—|=+7| +k
p) 4(5 )
1 2 V2+1
S X“+2 +k
)\/§+1( )

V) 21n‘x3+x2+x+1‘+k

y) VX2 +2x +k

b)

e) S +k

h)
k) +k

+k

0) [/x+1dx
d

0]

1) j7\/7x+1dx
6d

D I6x—X5

fi) [ (4-2x)" dx

v ~[2x 5
J~6x —-2x7°
(X% +x7)?
W) .[(3x2 + 4N X +4xdx
3

X
Z) J'de

c) %«/(x+1)3 +k

f) In|x—5]+k

i) %«/(7x+1)3 +k

1) In|6x—5|+k

o 142
2 3

q) %1n|2x—5|+k

+k
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Funciones exponenciales

Regla de integracion:

u
J'exdx:ex+k Iu'e”dx:e”+k ju'a“dx: k
Ina
Ejemplos:
4x+2
_fe“”zdx = l'[4e4”2dx & Lk
4
t=4x+2 ixen
Ie“*zdx—) dt — | € dt_ l_[etdt:let+k:e +k
dt:4dx—>?:dx 4 4 4 4
J'xe‘xzdx :lj'2xe"‘2dx - —e 1k
2
t=-x
Ixe‘xzdx—> dt ejeti:ijetdtz—let rk=—de 1k
dt = -2xdx — — = xdx - 2 2 2
lede: 10 +k
In(10)
X2 +1
jx7“‘dx —J'2x7“1dx_1 T
2 In(7)
t=x>+1 2 241
IX'7X2+1dX—) d‘t _>J-7t$:lj.7tdt: 7 1k = 7 +k
dt = 2xdx — — = xdx 2 2 21n(7) 21n(7)
Ejercicios:
Calcule las siguientes integrales:
a) J'eX“dx b) I3xe3x2+2dx c) j(2x+3x2)exz+x3dx
4 [ el re e) [e*e” dx ) [e*"dx
eX 2xe* : 6
dx h i) |e*(1+e") dx
S e et ) Jer(1ver)
i) [4%In4 dx k) [6*dx I
-[ J. ) j1+5X
Sol:
3x%42 5 ix _ 4—ix
a) e +k b)e +k c) e +k d)e Zie +k
e) e Lk f) e Lk 2) ln(ex+1)+k h) ln(eX2 +4)+k
. (1+eY) ' 6" In(5* +1)
i) ——+Kk X k +k ) ——=+Kk
)3 DAk ) o) ) s

—6-—
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Funciones trigonométricas seno y coseno
Reglas de integracién:

.[U'Sin(u)dx:_cos(u)+k IU'COS(U)dXZSin(U)-i-k
Ejemplos:
I(COS(X) +sin(2x) ) dx = Icos(x)dx +%j 2sin(2Xx)dx = sin X — —COS;Z %),k
_fcos(4x +1)dx = ij.4cos(4x +1)dx = sm(44x +1) K
t=4x+1 _ .
Icos(4x +1)dx — it N J~ cos(t) o _sin(®)  _sin(4x+D)

dt:4dx—>?:dx 4 4 4

_ 2
[singe + 5)dx =1 [axsinGi + e = =T

t=x*+5

. B _ 2
[ xsin(¢ +5)dx - dt B Pl LA L)
dt:2xdx—>?:xdx 2 2 2
Icos(ljd—);:—j_—zlcos(ljdx:—sin(lJ+k
X ) X X X X
dx =% 1
Icos — X —>J.cost(—dt):—sint+k:—sin —|+k
X ) X -1 dx X
dt=—2dX—>—dt=—2
X X

Isin(x) cos’ (X)dx = I—sin(x) cos’ (X)dx = %G(X)jt k

[ sin(x) cos’ (x)dx — [ t=cos(x) } - [~tdx = —%+ k=208 ()

dt = —sin(x)dx 6
sm(x) sin(X) .
Itan(x)dx ICOS(X) = _[ 205(X) dx = 1n|cos(X)|+k

Itan(x)dx Ism(x) _{ t = cos(X) }_} —dt

. =—In |t|+k——ln|cos(x)|+k
cos(X) dt = —sin(x)dx

o xsin(x? In|cos(x?
2Xsm(2x ) ‘o ‘ ( )‘+k
cos(X”) 2

A~ 2 — 2
2sm(;( ) N t cos‘(x )2 _)_l E:
cos(X”) dt = -2xsin(x")dx 74t

jxtan(xz)dx = _71_[
_fxtan(xz)dx = _71.[

1 2
..:—%ln|t|+k :—M+
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Ejercicios:

4°  Calcule las siguientes integrales:
a) [ sin(5x)dx b) [ cos(3x)dx ¢) [sin(8x+1)dx
d) Icos(x) tan(X)dx €) Isin(x) cos? (x)dx f) j-sin(x) cos’(x)dx
. sin(X) .. [ cos(X)
2) Is1n(2x) cos(x)dx h) j 052 () dx i) I S0 dx

1) J‘Xsin x2dx
m) Isin(x) 4 —cos(Xx)dx

k) j (X+1)sin(x* + 2x)dx
n) Icos(x)3 sin(X)dx

) j (X% +1)cos(X* +3X)dx

i) j e* sin(e” )e“’s(ex)dx

Sol:
2) — cos(5X) Lk b) sin(3X) Lk 0 _ cos(8x+1) Lk
5 3 8
_ 3 7
d) —cos(x)+k e) (C%(X))H( f _cos7(X) Lk
cos’(X) 1 N 4
_ h +k +k
g 2 3 K cos(X) 1 sin*(X)
2 2 : 3
i) cos(X )+k K) _cos(X +2X)+k N sin(X +3X)ij
2 2 3
_ 3/2 .3I .4
(4=cos) © c;)/s(zx)) +k n) _3sin X S;n X ik fi) —e° ) 4k

5%  Calcule las siguientes integrales:
a) [ tan(2x)dx b) [ tan(7x+1)dx

tan (/X )

¢) [ X’ tan(x" +1)dx

X241 x2+1 ta'n(3 X)
d) J’ N dx e) J' xe tan(e )dx jmdx
2) Icotan(3x+2)dx h) J. x cotan(3x*)dx i) Itan(x)-cotan(x)dx
Sol:

2 1n|co;(2x)| K by 1n|cos(77x+1)| » o 1n\cos1(g'° +1))

d) ln‘cos(\/;)‘-i-k 0 _ln‘cos(exzﬂ) B 3cosl_(3X) +
) nfinx+2) SRS i Xk

Reglas de integracion de la tangente y cotangente:

Es posible utilizar las siguientes reglas de integracion para los casos estudiados
anteriormente en el ejercicio 5°. Aunque como se ha visto, basta el ingenio y conocer las
reglas seno y coseno para integrar la tangente y la cotangente.

_[u "tan(u)dx = —1n|cos(u)| +k Iu 'cotan(u)dx = 1n|sin(u)| +k
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Mas reglas de integracidén seno v coseno:

j - dx=1In tan( j+k
sin(U) 2
Ejemplos:
3dx (3xj
I - =Inftan| — ||+K
sin(3X) 2
J- xdx _1 2xdx
cos(x*) 27 sin(90°+x%)
J- xdx 1 2xdx
=— —
cos(x’) 29 sin(90°+x%)
dx 1 3dx 1
I 2 :_I 203y
cos“(3x) 37 cos”(3x)

3dx

et
cos’(3x) 37 cos?(3x)

2X

e
J sin2@+1) 2

2e**dx

—tan(3X) +k

t=3x | 1, dt 1
_ _>_J.—2_
dt=3dx| 37cos*(t) 3

2x
_ tan(e”"+1) Lk

dt

cos’(@+1) 27 cos?(e**+1)

Ejercicios:

u' u'
dx =tan(u)+k dx =—cotan(u) +k
J-cosz(u) an() jsinz(u) cotan(u)
1 [90°+x2j
—In|tan +k
2 2
t=90%x* —I :—ntan(tj—i-k:
dt = 2xdx sin(t) 2 2

—tan(t)+k = %tan(3x) +k

tan(t) k= tan(e”*+1) K

Calcule las siguientes integrales:

dx
) sin(4x+1)
J _[ sin(X)dx
sin(cos(X))

) J' dx
s (x+1)-cos?(In(x +1))
Sol:

a) lln(tan(m“rln+k
4 2
d) —ln(tan (%(X)DJF k

g) tan(In(x)+1)+k

dx
j cos(X)

e) I dx
\/; COoS (\/;)
h J- sin(X) dx

sin®(cos(X))

(90°+xj‘
tan +k
2

e) 2 ln(tan (% + 45"]} +k

h) cot(cos(X))+k

b) In

t=e"+1
A
dt = 2e**dx cos?(t)

2

2

dx
) | xcos(In(x))

D [—

cos” (X" +1)

4%
) J.sm 2(4" )

c) ln(tan( ()+45°D +k

2
tan(x” +1) LK

f)

i -

2

In4

cotan(4”

)+k
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Integrales con primitiva arcotangente
M¢étodo de agrupar cuadrados de Lagrange:
Para poder hacer varias de las integrales de este tipo, es preciso saber como agrupar en
cuadrados cualquier polinomio de segundo grado que carece de raices reales. La forma
de hacerlo para un polinomio general de segundo grado seria:

ax2+bx+c=(ax2+bx)+c:[x/5x+235]2—[235j2 (\/_x+2\/_j2 Z;+c

Por ello estudiaremos dicho método con unos ejemplos que usaremos posteriormente en
algunos de los ejemplos de integrales:

x2+8x+17:(x+4)2—42+17:(x+4)2+1
(

<
+
<
—+
\S)
7~ N\
+
N | —
NS
|
/N
N | —
Ne—
[\
+
[\

I
7~ N
>
+
;l/

]
—+
I

Regla de integracion:

Ejemplos:

.[ S X = arctan(X) +Kk
X7 +1

dx 1
I 5= —arctan[ j +k
3 3

9+ X

I > dx :I SX :I dx arctan[x+1j+k
XEH2x+7 Y (x+1) =17 +7 (x+1) +6 \/— J6

I > ax =J. SX =J. dX2 :Larctan(x_zjvtk
X*—4x+6 7 (x=2)"-22+6 *(x=2Y+2 2 V2

3

2X+
J o [ =2 [ 22— ——arctan| —2
X"+ 0X+
(2x+;j +3

(2x+2j +3 V3 V3

+k

-10-
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Ejercicios:
7° Calcule las siguientes integrales:
dx dx
a b) c
)I4+x2 j8+3x )I81+4x2
dx dx
d) |———— e) | ————— _
)~[4+(3x—1)2 )j9+4(x 2)* I1+4(6x+2)2
dx dx
7 h) o
g)jx2+2x+8 j —6x+14 )I16x2+2x+6
ex dx
k) [ s——dx D |\ ==
) J‘e +1 )‘[ezx+2ex+8 I><(1112(X)+9)
garctanx 2sin(2x +1
m) J- I a J‘ (2 ) dx ) J- sec? X
241 1+cos™(2x +1) 1+ tan? X
Sol:
a) larctan(ij+k b) ——arctan & +k )iarctan(2 j+k
2 2 Jﬁ 4 18 9
d) larctan(?;x_qutk e) larctan(zx_dr)vtk f) Larctan(l2x+4)+k
6 6 3 12
X+1 X-3 1 16x+1
arctan| — [+K h arctan| —— |+K 1) ——=arctan| ——— |+K
o o] X3 % 2R o e
e’ +1 In(x)
: tan(e®) + k k) —=arctan| ——— |+k 1 arctan( j+k
j) arctan(e”) ) \ﬁ { NG J ) 3

m) e 4k n) —arctan (cos(2x+1))+k i) x+k

Integrales racionales

Se trata de integrales del tipo polinomio dividido entre polinomio. Los casos que se
estudian en bachillerato son de polinomios factorizables a términos lineales o cuadraticos,
siendo los lineales los mas frecuentes en exdmenes y los cuadraticos los menos frecuentes.

Método de descomposicion en fracciones simples. Ejemplos:
En cada caso deduciremos el valor de las constantes en la descomposicion en fracciones
simples utilizando dos métodos.
Primer ejemplo: Con factorizaciones lineales elevadas a potencia uno.
1 1 A N B A(X-2)+B(x+2)
x2—4 (X+2)(x— 2) (x+2) (x- 2) (X+2)(x-2)
M¢étodo de los sistemas de ecuaciones:

A+B=0 A=-1/4
AX-2)+B(x+2)=1= =
—2A+2B=1 B=1/4

Método de sustitucion de la variable:
X=2 4B=1—->B=1/4

Xx=-2 —-4A=1—>A=-1/4
1 -1 1

2 = +

X*—4 4(x+2) 4(x-2)

A(x—2)+B(x+2)=1:>{

-11 -
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Segundo ejemplo: Con factorizaciones lineales elevadas a potencia diferente a uno.
X _ X A B N C  AXX+2)+B(x+2)(x-1)+C(x—1)’

x3—3x+2_(x—1)2(x+2)_(x—1)2+x—1 X+2 (X=1)*(x+2)
M¢étodo de los sistemas de ecuaciones:
C+B+A=1 A=1/3
AX+2)+BX+2)(Xx-D)+C(x-1)’=x= B+C=0 ={B=2/9
2A-2B+C=0 C=-2/9
Método de sustitucion de la variable:

x=1 3A=1->A=1/3
A(X+2)+B(Xx+2)(x-D)+C(x-1)> =x=>{x=-2 9C=-2-5C=-2/9

Xx=0 g—2B—E:O—>B:2/9
3 9

x 1 2 2
X*=3x+2 3(x=1)> 9(x-1) 9(x+2)

Tercer ejemplo: Con factorizaciones con términos cuadraticos.
3 +2x+1  3x*+2x+1 A Bx+C

3 2 - 2 =t
XT+HX +X  X(X“+X+1) X X +x+1
Meétodo de los sistemas de ecuaciones:

A+B=3 A=1

AX +X+1)+Bx* +Cx=3x"+2X+1=><A+C=2=:<B=2

A=1 C=1

Método de sustitucion de la variable:
Xx=0 A=1
AX* +X+1)+Bx* +Cx=3x"+2x+1=4{ x=1 3+B+C=6 (B=2
x=-1 1+B—C:2:>{
1 1 2x+1

XHx2+X X X +x+1

Ejemplos aplicados a la integracion:
Valiéndonos de los ej emplos anteriores, procederemos directamente en las integrales.

O] e B R e I
(x+2)(x 2) (x+2) 47 (x=2) 4 4
X X
Imdx‘fm ey shor ol
—1 |x 1|——ln|x+2|+k
T 3(x— 1) 9

J~3x2+2x+1dX:J- 3% +2x+1 _Idx J-(2x+1)dx

— - _1n|x|—1n‘x2+x+1‘+k
X"+ X" +X X(X +x+1)

X+ X+1

-12 -
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Ejercicios:
Integre por descomposicion en fracciones simples (factores lineales):

80
1 1 3
a) Il_xz dx b) I4 7 dX c) jmdx
6 2 3 -
d) [———dx o) [ J-idx
X(X=1)(Xx+2) (X— 1) 2x7 +x—1
3 —=7x-2 X+1 X+2
2z dx
)J. - X dx )jx +4x+3 )I
4x* +2x 1 x> +12x+12 X —X+3
k dx —dx
J)I x* =X )I X* —4x Ix2+x—2
Sol:
)ll X+1+k )_1 2X— 3
2 |x-1 2x+3
¢) In -l +k d) ln|(x_l) '3(X+2)|+k
X+2 |

e) 21n|x—1|+ﬁ+k f)iln|2x—l|—2ln|x+l|+k

2
1
)—1 |X+i| ‘ ‘+21n|x|+k h) In|x+3|+k
)—1 =4y b %ln‘xz(x+l)(x—1)5‘+k
(x—2)° 2
k) Inj-2—2 |4k _ X
) nx3(x+2)+ I) In|(x 1)(x+2)|+2 X+K

Integre por descomposicion en fracciones simples (factores lineales y cuadraticos)
2

©) fzt_x—z_dx

90

X’ -1
a dx
)Ix3+x
2%+ X+38 X2 —4x+7
d) [=——dx o | ﬂ]
(x +4) 16x* — -x* +x+3
Sol:
2
a) In X+ +k b) Larctan @x+1) +lln (X D’ +k
X 3 3 6 [xX2+x+1
c) Qarctan @ +llnx;2 +k d) arctan(zj—++k
6 2 ] 6 |x+2 2) 20X +4)
o ilnﬁ K ln‘x2—2x+3‘

—-13 -
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Integrales con primitiva arcoseno
Regla de integracion:

dx = arcsen(u j +k

.

Ejemplos:
IL = arcsin (ij +k
V7 —x? J7

I _ L2 =larcs1n (2x)+k
V1- x2 20
j J. 20x %arcsin(2x) +k

I\/7—3r051n(x_3)+k
4—(x—-3)*

I——{t_x 3} I —ar051n(tJ+k:arcsin(X—_3j+k
Ja—(x—=3 Ldt=ax| "4 2

J‘ dx :J‘ dx :-[ dx :arcsin(x+4j+k
J=x2—8x  * —x*—8x—16+16 \/16—(><+4)2 4

J~ X ZJ- dx z_[ X _)[t—x+4}_>IL=
V=x2—8x T \-x2-8x—-16+16  16—(x+4)> L dt=dx 16-t>

([t . ([ X+4
.. =arcsin (—j+ k = arcsm( j+ k
4 4

I\/idx arcsm(ex}rk
I\/idxe[ } J-\/_—arcsm(t}rk:arcsin(%}rk

Lx)dx arcsm( (X)j +k

\3—cos?(X) NE

sin(X) IX—)[ t = cos(x) }_)J‘ —dt :—arcsin(LjH(:---

\/m dt = —sin(X)dx [3_¢2

—14 -
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10° Calcule las siguientes integrales:

dx
o I
d
)I\H (x— 1
¢ J.\/—x2 - 2X
) [
V=x* +6x-5

cos(X)

" J.\/l—sinz(x)

dx

? '[x\/l—lnz(x)

Sol:

a) arcsin(X)+k

d) arcsin(x—1)+Kk

g) arcsin(Xx+1)+k
X-3

' in| — |+K

1) arcsm( 3 j

m) X+K

0) arcsin (In(x))+k

dx

dx
b) | ———
)I\/16—9x2
e)J' dx
J4—(2x+3)?
h)_[ dx
V=x? —6X

k)J' dx
V=x* +4x-3
n)J- cos(X)

dx
J6sin(x) - sin(x)

C)J. 5dx
\V625-25%°

f)J' dx
J9—(5x+7)?

1)‘[ dx
V-4x% —8x

1)‘[ dx
V—=4x> +20x —
~)I 1+ tan? (X)

4/1—tan (X

dx
p)
J~(2X+1)«/9—ln2(2x+1

b) larcsm(3 j+ k
3 4

2x+3j+k

2
x+3j+k

3
k) arcsin(x—2)+k
n) arcsin (%j +k

ln(2;(+l)]+k

1 (
e) —arcsin
2

h) arcsin(

) larcsin(
P 2

-15-

Xdx
'[(x 21 Dy1-In*(X* +1)

c) arcsm( j+k
5
f) larcsin(s>(+7]+k
5 3

i) %arcsin(x +1)+k

_5j+k

) arcsin(tan(x))+k

1) 1 arcsin ( 2x
2

q) %arcsin(ln(x2 +1))+ k
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Otras reglas de integracion

Regla de integracion:

J'%dx:ln(\/u2 +a’ +u)+k
Ju’+a

Ejemplos:

3dx )+k

dx 1 1
Im:ﬂm?m(“”z‘““
dx dx
IJX2+2X =j\/(x+1)2—1 ﬂn(W””)”‘

dx dx t=x+1 dt
_ N N :ln( t2—1+t)+k:...
I\/x2+2x I\/(x+1)2—1 [dt:dx} J

Il
5
—_
~
>
+
—
N
[\
|
[u—
+
>
+
—
~——
+
=

2
l1n( t2—4+t)+k=lln (e3x+2) —4+e¥ 2 |+k
3 3

In?(x)+1

J‘d—\/xi=ln(«/ln2(x)+1 +ln(x))+ k
J'L_) t=In(x) —>J.L—ln(\/t2 +1 +t)+ k —ln(dlnz(x)+l +1n(x))+k
/ dt =dx/x NOE -

X
Xy/In? (X) +1

[—22E o zln(\/sinz(x)+1 +sin(x))+ k

sin(x)+1
t=si
I&dX—{ sin(X) }_}I dt =ln( e roit)sk—.
sin®(X)+9 dt = cos(x)dx 29

...:ln( sin®(X)+9 +sin(x))+k

—16 -
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Ejercicios:

11° Calcule las siguientes integrales:

a).[ dx b)J' dx C)J. 5dx
N V16+9x? V25x% —625
dx
d -
)I«/(x 1) —4 G)I\/(2x+3) -9 ﬂj«/(5X+7)2+4
o [ Y - i [
VX —2x VX2 +6x Vax? —8x
J' k) dx 1)‘[ dx
VX2 +6x— VX2 +4x-3 Vax? +20x-9

cos(x) cos(X) dx +tan> (x)

] |
j\/sm 20— 1 i J\/sinz(><)—6sin(><) & I Jtan? ()1
dx xdx

% J‘x\/m 2(x)—1 P J.(2x+1)\/1n2(2x+1)+9 ? '[(x2+1)«/1n2(x2+1)—1

Sol:

a) ln(\/x2—1+x)+k b) %ln(\/16+9x2+3x)+k

c) ln(\/25x2 ~-625 +5x)+k d) 111(\/(x—1)2 —4+x—1)+k

e) %ln(\/(2x+3)2—9+2x+3)+k f) %ln( (5x+7)2+4+5x+7j+k

o) ln(m+x—l)+k h) ln(m+x+3)+k

i) %ln(\/m+x—l)+k i 1n(m+x+3)+k

K) ln(\/m+x+2)+k l)%ln(\/M+2x+5)+k

m) ln(\/m +sin(x))+ k n) ln(\/(sin(x)—3)2—9 +sin(x)—3)+ k
) ln(\/m +tan(x))+ Kk 0) In({In(X)~1+In(x)) +k

D) %m(mﬂn(zxﬂ))w Q) %ln[m+ln(xz+l))+k

-17 -
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M¢étodo de integracion por partes

Formula de integracién por partes:
judv = uv—jvdu
Regla nemotécnica: Sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme.

Este método contiene un proceso de integracion y otro de derivacion. La derivada tiene
propiedades destructivas frente a la integral que tiene propiedades constructivas.
Nuestro objetivo al usar este método es emplear su proceso de derivacion para destruir
funciones sencillas como un polinomio, un arcoseno, un logaritmo, una arcotangente,
etc, y en cuanto a su parte de integracion evitaremos en la medida de lo posible que
construya funciones mas complicadas.

Ejemplos:

U=X—du=dx
jxexdx—> ) y —>xex—jexdx:xex—ex+cte
dv=edx >v=e

U=X—du=dx
dv = cos(x)dx — v =sin(X)

j X cos(X)dx — [

} — Xsin(X) — _[ sin(X)dx = xsin(X) + cos(X) + k

U=X—du=dx

IZ’X xdx — x| >
dv=2"dx >v=

-2 x—jz dx=—2_x—_2 ~+k
In2 In2 In2 (In2)

In2

u—ln(x)—>du—% d
Iln(x)dx—> B X —>Xln(X)—IX—X:X1n(X)—X+k
X

dv=dx > v=xX

: dx
u = arcsin(X) = du = xdx
1—x? |— xarcsin(X) — I

2 :.-.
dv=dx >v=x V=X
...= xaresin(X) +v1—x? +k

j arcsin(X)dx —

dx
> Xdx
1+ X —>Xarctan(x)—j =...

1+ X

u = arctan(X) — du =

Iarctan(x)dx —
dv=dx —>v=x

.= Xarctan(x)—%ln(1+ x*)+k

-18 -
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Ejercicios:

12° Calcule las siguientes integrales:

a) szexdx b) Ix3exzdx c) j(x2 —1)e*dx
X 4 2 —-X
d) je—xdx e) j:—xdx f) I(x —x)e "dx
@) [ xsin(3x)dx h) [ sin(2x)dx i) [ %* sin(x)dx
i) j xsin’ (x)dx k) j x> cos(X)dx 1) j X cos(5X)dx
m) %dx n) J%dx il I )2(+1
cos”(X) sin”(X) cos (X+1)
0) [ x(x—2)*dx p) [x*(x~3)*dx Q) [ X (@x+5)tdx
X 8x x>
d d
r)j(x—1)3 " S)I(zx—3)2 " t)I(x+1)3 &
2 X
u) J'x\/ﬁdx V) .[x x—2dx W) jmdx
Sol:
a) (X =2x+2)+k b) %xzexz—%eszrk
c) e*(x* =2x+1)+k d) e *(x+1)+k

e) —e *(X' +4X° +12X7 +24x+24)+k ) —e*(X* —x)—e ¥ (2x—1)—2e* +k

_ - 2 -
2) cos(3x) it sin(3X) Lk _ X“cos(2x) N Xsin(2X) N cos(2x) Lk

h
3 9 ) 2 2 4
2 .
i) =x% cos(x) + 2xsin(x) + 2cos(X)+k  j) XT_ XS“;@X) - COSSX) +k
5X)  Xsin(5X
k) X2 sin(X)+ 2X cos(X) — 2sin(x) + k ) COSQ(S ), XSInEX) |y
m) XtanX+ln|cos X|+k n) —Xcot(X)+1n|sin(X)|+k
fi) (x+1)tan(x+1)+In|cos(x+1)| + k 0) %x(x—Z)s —%(x—z)6 +k
2.y 2\ 6 Y 2 5 6 7
D) X“(x=3)"  x(x-=3) +(x 3) Lk Q) X“(2x+5)"  X(2X+5) +(2x+5) N
5 15 105 10 60 840
X 1 6
r) — — +k - +2In|2x-3|+k
) 2x—1)2  2(x-1) ) 2%—3 n| |
X2 X 2
t) — - +In|x+1]+k u) —/x-1-3x> —=x-2)+k
2(x+1)"  X+1 15

v) %mm)@ —6X* —16X—64)+k W) —2x+/1—X —%xl(l—XY +k

-19 -
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13° Calcule las siguientes integrales:

a) j' In(3x)dx b) I(ln X)*dx c) Ix3 In xdx
d) jlnx o) jlnx ) [Vx(inx)dx
g) Isin(ln x)dx h) J-ln(l_nx)dx i) J'ln_xdx
X
j) Iarcsm( de k) jxarcsin(xz)dx 1) Iarccos(x)dx
.. [ Xarcsin(X)
m) | xarctan(x?)dx n) | xarctan(X)dx i) dx
) [ xarctan x*) ) [ xarctan(x) e
X X
0) .[ a\zzcis( )d P) sz arctan(X)dx q) '[ln(1+ x%)dx
X
Sol:
a) XIn(3x)—x+k b) X(InX)* —2xIn X +2x+k
4 4 1 1
o X Inx x* 4 22k
4 16 X X
Inx 1 2(Inx)> 8(Inx) 16
k X’ —~ — |+k
O ae g \/—( 3 9 +27]+
¢) xsin(In X) — X cos(In X)+k h) In xInln x|~ In x+k

2
. . (X
i) 24X Inx —4v/x +k i) Xarcsm(a)+\/4—x2 +k
1 . I
k) EXZ arcsm(x2)+5 1-x* +k 1) xarccos(x)—v1-x* +k

X arctan(xz) ln(x4 + 1) X arctan(X) N arctan(X) X

— +k
m) 5 2 +k n) > > >
fi) —V1—x? arcsin(X) + X + K 0) —v1—x* arccos(X)— X +k
2
D) x* arCtan(X)+ln(X +1)—X—2+k Q) Xln(X2+l)+2arctan(x)—2x+k

3 6

-20-
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Casos especiales con integracidén por partes:

El que vamos a ver es un caso especial que se da en la integracion por partes, se trata de
integrales que tras realizar una o varias veces el método de integracion por partes
obtenemos otra vez la integral que tenemos justo al principio:

J‘excosxdx—{ u=e’ - du=edx

R -l sinX—IeX sin xdx
dv = cos xdX — v =sin X

Tenemos que resolver a parte esta integral:

X . u=e*—du=e‘dx ‘ ‘
je sin Xdx — - —e cosx+je cos xdx

dv =sin XdX = vV =—cos X

Sustituimos ahora en nuestra integral del principio el resultado que nos sali6 de la
primera integracion por partes:

Iex cos Xdx = e* sin X —(—ex cos X+ Iex cos de) =e"sin Xx+e* cos X—J.eX cos Xdx
jex cos Xdx =e* sin X +e* cos X—J.eX cos xdx

Consideremos la siguiente sustitucion:
| = J-ex cos xdx

| =e*sinx+e*cosx—|
. 1 . 1 .
2l =e*sinx+e*cosx — | :E(ex sin X +€” cos X)—)Iexcosde:E(eX sin X +¢* cos X)
Finalmente incorporamos la constante k:

1 )
J.eX cos Xdx :E(ex sin X +€* cos X)+ k

Ejercicios:

Calcule las siguientes integrales:

a) fe" sin(2x)dx b) Iex cos” xdx ¢) J'xeX cos xdx
d) Ie3x cos(3x)dx e) _[ xe*’ cos ( X ) dx f) IZX sin(x)dx
Sol:

X

a) %(sin(2x) —2cos(2x))+k

b) e*cos’ (X) +%(sin(2x) —2cos(2X))+k
¢) %(XCOSX+XSinX—SinX)+k

3X
d) ?(COS(?)X) + sin(3x)) +k

exz 2 (2
e) T(cos(x )+sm(x ))+k

2X
1+1n?(x)

f) (In(2)sin(x) - cos(X)) +k

-21-
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Método de las circulaciones

Se trata de una forma de determinar las integrales que usamos para calcular dreas en

bachillerato. Para usar este método requerimos tener en cuenta lo siguiente:

1° Debemos dibujar las graficas de las funciones que vamos a utilizar asi como pintar
o rayar el area que vamos a calcular.

2° Una vez pintada el area que calculamos, debemos pintar flechas que recorran ese
area en el sentido de las agujas del reloj (sentido horario). La razén es que las
areas que recorramos en sentido horario siempre seran positivas. Si las recorremos
en sentido antihorario (contrario a las agujas del reloj) seran negativas.

Solo usaremos el sentido antihorario para recortar dreas como veremos en el octavo

ejemplo. Y en cada trayectoria usaremos el siguiente esquema:

b
I f (x)dx

f(X)= Funcién que define el camino o trayectoria que rodea al area o a una parte de
ella.
a= Punto de partida o de inicio de dicho camino o trayectoria que bordea el area.
b= Punto final de dicho camino o trayectoria que bordea el area.
Procederemos a estudiar dos ejemplos del método paso a paso.

Ejemplos:
Primer ejemplo:

Calcular el area comprendida entre las curvas:

f(X) = 6x g(x) =6x*
Igualamos las dos funciones para calcular la coordenada X en el que las dos funciones se
cruzan:

f(X) = g(X) = 6X = 6x° —>{ |
X =
Procedemos a representarlas y a colocar las flechas en el sentido horario (de las agujas
del reloj):
El camino (1) se inicia desde X = 0 hasta X = 1 siguiendo
Bl la curva f(X), a este camino le correspondera la integral:
1
j6xdx
0

El camino (2) se inicia desde x = 1 hasta x = 0 siguiendo
la curva g(X), a este camino le correspondera la integral:

0
J.6x2dx
1

045 1
Para determinar el area A sumando las dos integrales, lo que implica el haber echo una
circulacion completa subiendo por el camino (1) desde X = 0 hasta x = 1 y bajando por
el camino (2) desde X = 1 hasta X = 0:

A:J:;6xdx+J?6x2dx:[3x2]; +[2x3f —=3-2=1

- 22—
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Segundo ejemplo:
Calcular el area comprendida entre las curvas:
f(x)=4 9(x)=x’
Igualamos las dos funciones para calcular la coordenada X en el que las dos funciones se
cruzan:

f(X)=g(x) >4=x>>x=%2
Representamos la funcion y estudiamos los caminos:
El camino (1) se inicia desde x = -2 hasta X = 2 siguiendo la
curva f(X), a este camino le correspondera la integral:

2
I 4dx
-2

A J El camino (2) se inicia desde x = 2 hasta X =2 siguiendo la
[ curva g(x), a este camino le correspondera la integral:

2
H (2) J‘ x> dx
2

-2 0 2
Sumando las dos integrales (que suponen la circulacion completa alrededor del area)
determinamos el area:

2 ) 3772
A= I4dx+‘|.x2dx:[4x]22+ X Zre-10.32
LR SN 33

Tercer ejemplo:
Calcula el area entre el eje de abscisa y la curva:

f(x)=—x*+8x*+9
Determinamos los puntos de corte con el eje de abscisas:
—x*+8x*+9=0—> x=143
Realizamos la representacion grafica:
/‘ S P El camino (1) se inicia desde x = -3 hasta X =3
(1) \1 siguiendo la curva f(X), a este camino le

correspondera la integral:
3

J‘ (—x4 +8x? +9)dx
33

El camino (2) se inicia desde X = 3 hasta X = —3 siguiendo la curva f (X), a este camino le
correspondera la integral:

-3
I 0dx
3

Y haciendo la circulacion completa (suma de las integrales) calculamos el area:

3 -3 5 -3
A:j(—x4+8x2+9)dx+j0dx: —X—+§x3+9x +O:ﬁ
3 3 > 3 3 >
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Cuarto ejemplo:
Calcular el area comprendida entre las curvas:
f(x)=x>—X g(x)=1-x
Igualamos las dos funciones para calcular las coordenadas de X en el que las dos
funciones se cruzan:
fFO)=g(X) > X —x=1-x> > x(x* =) =1-x> > x =1
Representamos la funcion y estudiamos los caminos:
y 1N El camino (1) se inicia desde x = —1 hasta X = 1 siguiendo
\ la curva g(x), a este camino le corresponderé la integral:

1
j (1 —x? ) dx
-1
El camino (2) se inicia desde x = 1 hasta X =—1 siguiendo

la curva f(X), a este camino le correspondera la integral:
-1

I(x3—x)dx

Quinto ejemplo:
Calcula el area comprendida entre las curvas:

f(X) = x> —4x g(x) =6x—x>
Calculamos los puntos de corte:

fO)=g(X) > x> —4x=6x—X>>x=0 X=5
Representamos estas curvas:

D,

El camino (1) va desde x = 0 hasta X = 5 siguiendo el eje de

abscisas:
5

_[(6x —x?)dx
0
El camino (2) va desde x = 5 hasta x =0 con f(X) = x*

0
_[(xz — 4x)dx
5

pE

Y haciendo la circulacion completa (suma de las integrales) calculamos el area:

p : T % " 125
A:j(6x—x2)dx+J.(x2—4x)dx: -2 | 4] = —2x? | ===
) ) N 3

—24 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Sexto ejemplo:
Calcular el area comprendida entre las curvas:

f(x)=x>—X g(x) = x
Igualamos las dos funciones para calcular las coordenadas de X en el que las dos
funciones se cruzan:

f(X)=g(X) > X —X=X—>x=0, X=12
Representando las dos funciones podemos fijarnos que el area que vamos a calcular esta
dividida en dos regiones, cada region sera circulada en sentido de las agujas del reloj.
El area A, es recorrida por el camino (1)

desde X =—/2 hastax =0 y por el camino

(2) desde x = 0 hasta x = —2 . Por tanto el
area A, valdra:
0 -2
A = I (¢ = x)dx + I xdx = ...
0

—/2

4 270 2 T2
..{X——X—} +[X—} —0+1=1
N

El area A, es recorrida por el camino (3) desde X =0 hasta X = V2 y por el camino (4)
desde X =0 hasta X = \/5 . Por tanto el area A, valdra:

0 V2 NC 0 52 2
A2:J.(x3—x)dx+.|‘xdx:[———} +[—} =0+1=1
g 0 4 2n

El area total sera por tanto:
A=A+A, =1+1=2

Séptimo ejemplo:
Desde x =—x hasta x = 7 calcula el area comprendida entre el eje de abscisa (f(x) =0) y
la curva:

g(X) = sin(X)
Igualando las dos funciones calcular los puntos de corte de g(X) con el eje de abscisa:
f(X)=g(X) > 0=sin(x) > x=0, X=*%7
Representamos ahora la curva y analizamos sus caminos.
Ly {4}#" Analizamos cada area por separado y siguiendo
circulaciones en el sentido de las agujas del reloj:

El area A, es recorrida por el camino (1) desde
X =0 hasta X =—x y por el camino (2) desde
X = —mhasta X = 0. Por tanto el area A valdra:

- 0
A, = J.sin(x)dx+ J’ 0dx =[cos(x)],” =1+1=2

0 -

El area A, es recorrida por el camino (4) desde X =0 hasta X = 7 y por el camino (3)
desde X = whasta X = 0. Por tanto el area A, valdra:
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Vid 0
A, = [sin(x)dx+ [ 0dx = [cos(x)]; =1+1=2
0 T
El érea total serd por tanto:

A=A+tA, =2+2=4

Octavo ejemplo:
Calculamos el area comprendida entre una circunferencia de radio 2 y otra de radio 1
definida por las siguientes curvas:

f(x)=v1-x> g(x) =—v1—x> h(x) =v4—x? u(x) =—v4—x>

Representamos el area que vamos a calcular encerrada por estas funciones:

Esta area se compone de una circunferencia grande
de radio 2 y una pequefia de radio 1. La
circunferencia grande es el camino (1) y la pequeia el
camino (2). El area se logra recorriendo en sentido
horario el camino (1) y en sentido antihorario el
camino (2). El camino (2) recorrido en este sentido
funciona recortando un trozo de area a la
circunferencia grande delimitada por el camino (1).

Las integrales definidas que tenemos que plantear son:
Las integrales definidas del camino (1) son:

-2 2 2
I —V4-x2dx+ J. Va4—x*dx = 2I 4—x*dx
-2 -2
Las integrales del camino (2) son:
1 -1 -1
J.—\/l—xzdx+ J' V1-x2dx = 2'|. 1-x*dx
1 1 1
Estas integrales se calculan facilmente con la regla de integracion:
[22 2 42
j\/ a’ —x%dx = xva —x + a—arcsin (ij
2 2 a
El 4rea sera por tanto:
2 -1
A=2[a-xCdx-2[VI-x dx=...
-2 1

2
2 2
=2 X4—X+2arcsin X +2 Xl—x+larcsin(x) =27 1Vr=3x
2 2 2 2
2 1
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Noveno ejemplo:
Calcula el area comprendida entre las rectas X =1 y X =4 y bajo la curva:

f (0 =Vx

Representamos esta curva:
I =4~ Cuatro caminos, los caminos verticales (1) y (3)
(2) % l son de integral nula, ya que.

15 L 4 4 1 1
L l Iydx=yfdx:0 Iydx:yjdx=0
1t (3) 4 4 1 I
T A l. El camino (4) parte desde X = 4 hasta X = 1 por el
051 /) T l eje de abscisas: 1
. N fodx=0
0 1= 2%y 3 4 Y

El camino (2) se inicia desde X = 1 hasta X = 4 siguiendo la curva f (x), por tanto:
4
J‘ Jxdx
1

Y haciendo la circulacion completa (suma de las integrales) calculamos el area:

1 4 4 1 ) 4 14
A=_[ydx+j«/§dx+jydx+j0dx= x| 40+0+0=—
1 1 4 4 3 1 3

Décimo ejemplo:
Calcula el area desde x = 0 hasta x = 3 bajo la curva:

2
f(x):{x X<2

6—X X>2

Representamos esta curva:
i El camino (1) va desde x = 3 hasta X = 1 siguiendo el eje de
abscisas:

0
dex
3
El camino (2) va desde x = 0 hasta x =2 con f(X) = x*

2
J'xzdx
0

D*{_l}ﬂzl_S 4 & El camino (3) va desde x =2 hastax =3 con f(X)=6-X:

j.(6—x)dx
2

Cuatro caminos, el camino (4) es vertical y de integral nula:
3

3
j ydx = yj dx=0
3 3
Y haciendo la circulacion completa (suma de las integrales) calculamos el area:

0 2 3 3 N 2 2 3 37
A=Ide+Ix2dx+I(6—x)dx+_[ydx:0+ 2| 4] 6x—=—] +0="0-
3 0 2 3 3 0 2 6
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Ejercicios:
1°  Calcular el area del recinto determinado por la funcion f(x) = x* — 3x + 2, el eje OX y las
rectas X =0y x= 3. Sol: 11/6.
2° Halla el 4rea determinada por las curvas y = X%,y = 1/x y larectay=2. Sol: 1.83.

3°  Hallar el 4rea limitada por la parabola y = —x* + 9 y el eje de abscisas. Sol: 36.

4°  Calcular el area de la superficie limitada por la curva y = 6/X el eje de abscisas y las
rectas X=1y X = 6. Sol: 6:1n6.

5%  Calcule ¢l area comprendida entre un circulo de radio raiz de dos centrado en el
origen y la parabola y = x*. Sol: 1.90.

6° Determine cuanto vale el drea comprendida entre la semicircunferencia de radio dos y
larectay = 1. Sol: 2.46.

7°  Halla el area encerrada entre las curvas y = x* — 4x%, y = x* — 4. Sol: 8.
8°  Halla el area comprendida entre las curvas y = x° — X, y = 3x. Sol: 8.

9%  Halla el area comprendida entre la grafica de la funcion y = tanx, el eje de abscisas y la
recta X = 7z/4. Sol: In(2)/2.

10° Halla el area determinada pory = x> + 1 y su recta normal en x = 1. Sol: 125/48.
11° Halla el 4rea determinada por y = X* + 1, su recta normal en x = 1 y los ejes. Sol: 16/3.

12° Halla el 4rea comprendida entre la grafica de las funciones: y = x* — 2x e y = X’ (X — 2).
Sol: 4/15.

13° Halla el area comprendida entre la grafica de las funciones: y =—x*+2x*, y =x+2e
y=-x+2.Sol: 31/15.

14° Calcular el area comprendida entre la curvay =[x — 1| e y = 2. Sol: 4.

15° Calcular el 4rea encerrada entre las graficas de g(x) = x’—3x* + 3x y f(x) = x en [0,2]
Sol: 1/2.

16° Halla el area de la menor de las regiones acotadas por las curvas X* +y* =2y x = y°.
Sol: 1.90.
17° Calcular el area de la region acotada entre las curvas:

y:\/; y:w/z_x y:()

Sol: 4/3.

18° ;Cual de todas las rectas que pasan por (1, 2) determina con y = X la region de
minima area? Sol: y = 2x.

19° Calcula el rea de la figura limitada por las curvas y = €", y = €™ y larecta X = 1. Sol: 1.09.
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30°
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Calcular el 4rea de la superficie comprendida entre la circunferencia X* +y* =16 y la
parabola x* = 12(y — 1). Sol: 14.4.

Calcula el area del recinto encerrado por las graficas:
2 6
y=—-X"+7 y=—
X
Sol: 0.509.

Halla el &rea comprendida entre las curvas y =2 — X2, y= |X| . Sol: 7/3.

Calcular el area comprendida entre la funcion y = In(X), el eje OX y la tangente a la curva
en el punto x = e. Sol: 0.359.

Calcular el area de las regiones del plano limitadas por el eje de abscisa y las curvas:
a) y=x>—3x
b) y=|x*—5x+4|.

c) y=X(X—-1)(x-3).
d) y=x—6x*+ 8x.
Sol: a) 9/2; b) 9/2; ¢) 37/12; d) 8.

Area comprendida entre la curva y = In(x* + 1) y la curva y = In5. Sol: 3.57.

Calcular el area encerrada entre las graficas de g(x) =X’ — 3x* + 3x y f(X) = X en [0, 2].
Sol: 1/2.

Calcular el area de la region acotada entre el eje de abscisa y las curvas:

y =~/x y=+2-x

Sol: 4/3.

Hallar el area de una de las regiones iguales encerradas por las graficas:
y= |sin(x)| y= |cos(X)|
Sol: 1.83.

Hallar el area de la region acotada entre el eje de abscisa y la curva:
y= ‘x3 - 1‘ -2
Sol: 2.50.

Calcular el valor de m para que el area del recinto limitado por la curvay = X y la recta
y =mXx sea de 9/2. Sol: m=-3.

Hallar el valor de "a" para que el area de la region limitada por la curvay = x>+ a y el
eje OX sea igual a 36. Sol: a=9.

Hallar el valor de a para que el area de la region limitada por la curvay = x>+ ay el eje
OX sea igual a 36. Sol: a=9.
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