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Sección 1: Introducción 3

1. Introducción

En el caṕıtulo de Estad́ıstica Descriptiva el alumno estudió las técnicas
para resumir información del conjunto de datos para una variable X.

Ahora bien, los datos que tratamos de estudiar pueden incluir valores de
varias variables relacionadas entre si. Por ejemplo:

en un individuo su altura, su peso y su edad,

en un gas su presión, su volumen y su temperatura,

en un veh́ıculo su potencia, su velocidad y su consumo, etc.

Por ello en este caṕıtulo estudiaremos las técnicas para resumir infor-
mación de la distribución del conjunto de datos de los que se conocen dos
variables X e Y , llamadas distribuciones bidimensionales o bivariadas.
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Sección 2: Diagramas de dispersión 4

2. Diagramas de dispersión

Al igual que ocurre en el caso unidimensional, también es posible hacer
gráficos de distribuciones de frecuencias bidimensionales.

Hay un gráfico bidimensional especialmente útil; éste es el diagrama de
dispersión que es simplemente un dibujo cartesiano de la muestra observada.

Como ilustración, la figura pro-
porciona el diagrama de dispersión
de los datos de la muestra de 33
alumnos donde se han medido su
altura X y su peso Y .

A la vista del diagrama de disper-
sión de la figura parece constatarse
que el peso aumenta con la altura.

x

y

altura

pe
so



MATEMATICAS

1º Bachillerato

A

s = B + m v

r = A + l u

B

d

SOCIALESSOCIALES

MaTEX

D
is

t
r
ib

u
c
io

n
e
s

B
id

im
e
n
si

o
n
a
l
e
s

JJ II

J I

J Doc DocI

Volver Cerrar

Sección 3: Covarianza 5

3. Covarianza

En las siguientes figuras se muestran cuatro diagramas de dispersión. En
algunos se aprecia que los puntos están más alineados que en otros, es decir,
en algunos de ellos hay mayor grado de asociación lineal.

En el gráfico a) se apre-
cia alto grado de aso-
ciación lineal, mientras
que en b) hay mayor
dispersión y muy poco
grado de asociación li-
neal. x

y a)

x

y b)

En el c) hay mucha dis-
persión y nulo grado de
asociación lineal, mien-
tras que en d) los pun-
tos casi están alinea-
dos.

x

y c)

x

y d)
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Sección 3: Covarianza 6

La medida de asociación lineal más simple entre dos variables es la covar-
ianza. Viene definida por

Cov(X, Y ) = Sxy =

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)

n
(1)

y si se opera, se obtiene la expresión más simplificada:

Sxy =

n∑
i=1

xi · yi

n
− x · y (2)

Veamos un ejemplo de su cálculo para dos variables x e y

xi yi xi yi

10 0,5 5,0

30 1,0 30,0

60 3,0 180,0

90 5,0 450,0

120 6,5 780,0

310 16 1445.0

x =
∑

xi

n
=

310
5

= 62

y =
∑

yi

n
=

16
5

= 3,2

Sxy =
1445

5
− x · y = 90,6
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Sección 4: Coeficiente de correlación 7

4. Coeficiente de correlación

El inconveniente de la covarianza como medida de la asociación lineal
entre dos variables es que depende de las unidades de X e Y , por ello se
define el coeficiente de correlación entre dos variables rxy, por

rxy =
Sxy

Sx · Sy
(3)

Se define como el cociente entre la covarianza de X e Y y el producto de las
desviaciones t́ıpicas.

• Propiedades del coeficiente de correlación

Este número no tiene dimensiones y su valor está entre

−1 ≤ rxy ≤ 1

Los valores extremos 1 y -1 se alcanzan solamente si todos
los datos se sitúan exactamente sobre una recta.

Si la relación lineal es muy pequeña, el valor de rxy es próxi-
mo a cero.
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Sección 4: Coeficiente de correlación 8

Ejemplo 4.1. De un muelle cuelgan pesas, obteniéndose los siguientes alarga-
mientos:

Pesos (g) 10 30 60 90 120
Alargamiento (cm) 0.5 1 3 5 6.5

Calcula e interpreta el coeficiente de correlación entre estas variables.
Solución: Sea x los pesos e y los alargamientos,

xi yi x2
i y2

i xi yi

10 0,5

30 1,0

60 3,0

90 5,0

120 6,5

310 16

x =
310

5
= 62 y =

16

5
= 3, 2

�
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Sección 4: Coeficiente de correlación 9

Ejemplo 4.1. De un muelle cuelgan pesas, obteniéndose los siguientes alargamien-
tos:

Pesos (g) 10 30 60 90 120
Alargamiento (cm) 0.5 1 3 5 6.5

Calcula e interpreta el coeficiente de correlación entre estas variables.
Solución: Sea x los pesos e y los alargamientos,

xi yi x2
i y2

i xi yi

10 0,5 100

30 1,0 900

60 3,0 3600

90 5,0 8100

120 6,5 14400

310 16 27100

x =
310

5
= 62 y =

16

5
= 3, 2

S2
x =

27100

5
− x2 Sx = 39, 70

�
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Sección 4: Coeficiente de correlación 10

Ejemplo 4.1. De un muelle cuelgan pesas, obteniéndose los siguientes alargamien-
tos:

Pesos (g) 10 30 60 90 120
Alargamiento (cm) 0.5 1 3 5 6.5

Calcula e interpreta el coeficiente de correlación entre estas variables.
Solución: Sea x los pesos e y los alargamientos,

xi yi x2
i y2

i xi yi

10 0,5 100 0,25

30 1,0 900 1,00

60 3,0 3600 9,00

90 5,0 8100 25,00

120 6,5 14400 42,25

310 16 27100 77,50

x =
310

5
= 62 y =

16

5
= 3, 2

S2
x =

27100

5
− x2 Sx = 39, 70

S2
y =

77, 50

5
− y2 Sy = 2, 29

�
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Sección 4: Coeficiente de correlación 11

Ejemplo 4.1. De un muelle cuelgan pesas, obteniéndose los siguientes alargamien-
tos:

Pesos (g) 10 30 60 90 120
Alargamiento (cm) 0.5 1 3 5 6.5

Calcula e interpreta el coeficiente de correlación entre estas variables.
Solución: Sea x los pesos e y los alargamientos,

xi yi x2
i y2

i xi yi

10 0,5 100 0,25 5,0

30 1,0 900 1,00 30,0

60 3,0 3600 9,00 180,0

90 5,0 8100 25,00 450,0

120 6,5 14400 42,25 780,0

310 16 27100 77,50 1445.0

x =
310

5
= 62 y =

16

5
= 3, 2

S2
x =

27100

5
− x2 Sx = 39, 70

S2
y =

77, 50

5
− y2 Sy = 2, 29

Sxy =
1445

5
− xy Sxy = 90, 6

rxy =
Sxy

Sx Sy
=

90, 6
39, 7 · 2, 29

= 0, 995

El valor de rxy es próximo a uno, luego el grado de asociación lineal entre el
peso y el alargamiento es alto. �
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Sección 5: Rectas de regresión 12

5. Rectas de regresión

Los modelos de regresión provienen de los trabajos de Galton en bioloǵıa
a finales del siglo XIX.

Galton estudió la dependencia de la estatura de los hijos (y) respecto a
la de sus padres (x), encontrando lo que denominó “regresión” a la media.

Los padres bajos tienen hijos bajos, pero en promedio más altos que sus
padres, y los padres altos tienen hijos altos, pero en promedio más bajos que
sus padres.

La recta de regresión corresponde
a la recta

ŷi = a xi + b

que mejor se aproxima a los puntos
del diagrama de dispersión para la
altura X y el peso Y .

x

y

altura

pe
so

x

y
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Sección 5: Rectas de regresión 13

Denominamos recta de regresión a la recta

ŷ = a x + b

que “mejor” se aproxima a la nube de puntos del diagrama de dispersión.

Para hallar a y b se impone el criterio de que las suma de las distancias
cuadráticas

∑
d2

i sea mı́nima, donde para cada valor de xi, di es la diferencia
entre el valor observado yi y el valor que predice la recta ŷi = a xi + b.

Como tenemos dos variables, según se tome x o y como variable indepen-
diente, tenemos dos rectas:

Recta de regresión de y sobre x:

ry/x ≡ y − y =
Sxy

S2
x

(x− x) (4)

Recta de regresión de x sobre y:

rx/y ≡ x− x =
Sxy

S2
y

(y − y) (5)

x

y

dn

d2

d1

d i

x i

yi

y i
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Sección 5: Rectas de regresión 14

5.1. Propiedades de las rectas de regresión

a) Las dos rectas de regresión se cortan en el punto de las
medias de las variables (x, y).

b) El producto de las pendientes de las rectas es el cuadrado
del coeficiente de correlación.

Sxy

S2
x

· Sxy

S2
y

=
(

Sxy

Sx · Sy

)2

= r2
xy

c) Las rectas de regresión se usan para predecir el valor de una
variable cuando se conoce la otra, y se debe cumplir que el
coeficiente de correlación sea próximo a -1 o a 1.

Test. Responder a las siguientes cuestiones.
1. Si Sxy es positiva, entonces el coeficiente de correlación es:

(a) rxy > 0 (b) rxy < 0 (c) no se puede saber
2. La pendiente de la recta de regresión de y respecto de x es:

(a)
Sxy

S2
y

(b)
Sxy

S2
x

(c) Ninguna de ellas

3. La pendientes de las rectas de regresión pueden ser de signo contrario.
(a) verdadero (b) falso
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Sección 5: Rectas de regresión 15

4. Si las pendientes de las rectas de regresión son iguales.
(a) rxy = 1 (b) Sx = Sy (c) Ninguna de ellas

Ejemplo 5.1. En el año 2000 los ingresos de determinadas empresas, en
millones de e y de empleados en miles, fue

Ingresos 5,7 3,8 1,9 1 1
Empleados 16 29 17 6 9

Determinar el coeficiente de correlación y la recta de regresión de los ingresos
respecto de los empleados.
Solución: Sea x los empleados e y los ingresos,

xi yi x2
i y2

i xi yi

16 5,7 256 32,49 91,2

29 3,8 841 14,44 110,2

17 1,9 289 3,61 32,3

6 1,0 36 1,00 6,0

9 1,0 81 1,00 9,0

77 13,4 1503 52,54 248,7

x = 15,4 y = 2,68

S2
x =

1503

5
− x2 Sx = 7,96

S2
y =

52,54

5
− y2 Sy = 1,82

Sxy =
248,7

5
− xy Sxy = 8,47

rxy =
Sxy

Sx Sy
= 0,58 y − 2,68 =

8,47
63,44

(x− 15,4)

�
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Sección 6: Ejercicios 16

6. Ejercicios

Ejercicio 1. El ı́ndice de mortalidad y de una muestra de población que
consumı́a diariamente x cigarrillos aparece en la tabla adjunta, donde se es-
tudiaron siete muestras distintas de población que consumı́a distinto número
de cigarrillos:

No de cigarrillos (x) 3 5 6 15 20 40 45

Índice de mortalidad (y) 0.2 0.3 0.3 0.5 0.7 1.4 1.5

Estudiar la correlación. ¿Qué ı́ndice de mortalidad se podŕıa predecir para
un consumidor de de 32 cigarrillos diarios?

Ejercicio 2. La distribución de edades y presión arterial de 10 personas es:
Edad (x) 30 28 35 42 51 42 63 32 70 67

Tensión (y) 11,5 11,3 12,5 13,5 14,6 13 16,6 12 16,9 17

a) Calcular el coeficiente de correlación.
b) Estimar la tensión de una persona de 60 años.

Ejercicio 3. La tabla siguiente representa una muestra de la que se conocen
3∑

i=1

xi · yi = 42 Sxy = 2

x 3 4 5
y a 3 b

Hallar a y b.
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Sección 6: Ejercicios 17

Ejercicio 4. Se observaron las edades de 5 niños y sus pesos respectivos,
obteniéndose la tabla:

Edad en años (x) 2 4,5 6 7,2 8
Peso en kg (y) 15 19 25 33 34

a) Hallar el coeficiente de correlación y las dos rectas de regresión
b) ¿Qué peso corresponderá a un niño de 5 años?
c) ¿Qué edad corresponderá a un niño de 22 kg?

Ejercicio 5. Los ingresos en determinadas empresas en miles de euros y de
empleados en miles es el siguiente:

Ingresos (x) 34,2 22,8 11,4 6 6
Empleados (y) 16 29 17 6 9

a) Estudiar la correlación entre las variables.
b) Hallar la recta de regresión de los ingresos, en miles de euros, respecto

de los empleados, en miles.

Ejercicio 6. Hallar la recta de regresión y respecto de x a partir de:
5∑

i=1

xi = 80, 4
5∑

i=1

yi = 77

5∑
i=1

x2
i = 1891, 44

5∑
i=1

y2
i = 1503

5∑
i=1

xi · yi = 1492, 2
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Soluciones a los Ejercicios 18

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1. Sea x el no de cigarrillos e y el ı́ndice de mortalidad,

xi yi x2
i y2

i xi yi

3 0,2 9 0,04 0,6

5 0,3 25 0,09 1,5

6 0,3 36 0,09 1,8

15 0,5 225 0,25 7,5

20 0,7 400 0,49 14,0

40 1,4 1600 1,96 56,0

45 1,5 2025 2,25 67,5

134 4,9 4320 5,17 148,9

x =
310

7
= 19, 143 y =

16

7
= 0, 700

S2
x =

27100

7
− x2 Sx = 15, 83

S2
y =

77, 50

7
− y2 Sy = 0, 50

Sxy =
1445

7
− xy Sxy = 7, 871

rxy =
Sxy

Sx Sy
= 0, 997

Con la recta de regresión de y sobre x: ry/x ≡ y − y =
Sxy

S2
x

(x− x)

y − 0,7 =
7, 871
15, 832

(x− 19,143) ŷx=32 = 1,10

Ejercicio 1
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Soluciones a los Ejercicios 19

Ejercicio 2. Sea x la edad e y la presión arterial,

x =
460

10
= 46 y =

138, 9

10
= 13, 89

S2
x =

23420

10
− x2 Sx = 15, 03

S2
y =

1974, 77

10
− y2 Sy = 2, 13

Sxy =
6708, 3

10
− x · y Sxy = 31, 89


rxy =

Sxy

Sx Sy
= 0, 995

Con la recta de regresión de y sobre x: ry/x ≡ y − y =
Sxy

S2
x

(x− x)

y − 13, 89 =
31, 89
15, 032

(x− 46)

Para una edad de x = 60 años el modelo lineal predice una presión arterial
de:

ŷx=60 = 15, 86
Ejercicio 2
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Soluciones a los Ejercicios 20

Ejercicio 3. Como
3∑

i=1

xi · yi = 42

3 · a + 3 · 4 + 5 · b = 42 ⇒ 3 · a + 5 · b = 30

Siendo x = 4 y =
3 + a + b

3
, sustituyendo en la expresión de la covarianza

Sxy =
∑3

i=1 xi · yi

3
− x · y = 2

42
3
− 4 · 3 + a + b

3
= 2 ⇒ a + b = 6

Resolviendo las dos ecuaciones con a y b:

a = 0 b = 6

Ejercicio 3
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Soluciones a los Ejercicios 21

Ejercicio 4. Sea x la edad en años e y el peso en kg,

xi yi x2
i y2

i xi yi

2,0 15 4,00 225 30,0

4,5 19 20,25 361 85,5

6,0 25 36,00 625 150,0

7,2 33 51,84 1089 237,6

8,0 34 64,00 1156 272,0

27,7 126 176,09 3456 775,1

x =
27, 7

5
= 5, 54 y =

126

5
= 25, 2

S2
x =

176, 09

5
− x2 Sx = 2, 13

S2
y =

3456

5
− y2 Sy = 7, 49

Sxy =
775, 1

5
− xy Sxy = 15, 412

rxy =
Sxy

Sx Sy
= 0, 967

y − 25, 2 =
15, 412

2, 132
(x − 5, 54)

x − 5, 54 =
15, 412

7, 492
(y − 25, 2)

Para un niño de 5 años obtenemos ŷ(x=5) = 23, 36 kg.
Para un niño de 22 kg obtenemos x̂(y=22) = 4, 66 años.

Ejercicio 4
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Ejercicio 5. Sean x los ingresos en miles de euros e y empleados en miles,
Realizamos, como en ejercicios anteriores,, el cálculo de los estad́ısticos:

x =
80, 4

5
= 16, 08 y =

77

5
= 15, 4

S2
x =

1891, 44

5
− x2 Sx = 10, 94

S2
y =

1503

5
− y2 Sy = 7, 96

Sxy =
1492, 2

5
− xy Sxy = 50, 808

rxy =
Sxy

Sx Sy
= 0, 583 x − 16, 08 =

50, 808

7, 962
(y − 15, 4)

Siendo el coeficiente de correlación tan bajo no será conveniente utilizar la
recta de regresión para realizar predicciones.

Ejercicio 5
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Ejercicio 6.
x =

80, 4

5
= 16, 08 y =

77

5
= 15, 4

S2
x =

1891, 44

5
− x2 Sx = 10, 94

S2
y =

1503

5
− y2 Sy = 7, 96

Sxy =
1492, 2

5
− xy Sxy = 50, 808

y − 15, 4 =
50, 808

10, 942
(x − 16, 08)

Ejercicio 6
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Soluciones a los Tests

Solución al Test: Como
rxy =

Sxy

Sx · Sy

al ser las desviaciones Sx y Sy siempre positivas, el coeficiente de correlación
y la covarianza tienen el mismo signo. Final del Test
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Solución al Test: Las pendientes de las rectas de regresión son respectiva-
mente,

Sxy

S2
x

Sxy

S2
y

luego, ambas serán positivas o negativas, ya que ambas tienen el mismo signo
que la covarianza. Final del Test
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Solución al Test: Si las pendientes de las rectas de regresión son iguales,
entonces

Sxy

S2
x

=
Sxy

S2
y

=⇒ S2
x = S2

y

y como las desviaciones t́ıpicas son positivas se tiene que son iguales

Sx = Sy

Final del Test
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