RESOLUCION
DE TRIANGULOS

Pagina 102
PARA EMPEZAR, REFLEXIONA'Y RESUELVE

Problema 1

Para calcular la altura de un drbol, podemos seguir el procedimiento que utili-
z0 Tales de Mileto para ballar la altura de una piramide de Egipto: comparar
su sombra con la de una vara vertical cuya longitud es conocida.

Hazlo ti siguiendo este método y sabiendo que:
— la vara mide 124 cm,

— la sombra de la vara mide 37 cm,

— la sombra del arbol mide 258 cm.

Para solucionar este problema habras utilizado la semejanza de dos triangulos.

124 _ 37
X 258
= M = 864765 cm
x 37
124 cm
37 cm
258 cm

La altura del arbol es de 864,65 cm.

Problema 2

— N
Bernardo conoce la distancia AB a la que estd del drbol y los dngulos CBA y
Ea _
BAC; y quiere calcular la distancia BC a la que estd de Carmen.

Datos: AB =63 m

A~

CBA = 42°

A~

BAC = 83°
BC = 42 mm

Deshaciendo la escala: BC = 42 m
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Problema 3

Bernardo ve desde su casa el castillo y la abadia. Conoce las distancias a ambos
lugares, pues ba becho el camino a pie muchas veces; y quiere averiguar la dis-
tancia del castillo a la abadia. Para ello debe, previamente, medir el dngulo CBA.

Datos: BC =1200 m; BA =700 m; CBA =108°.
100m — 1 cm
1200 m — 12 cm
700m — 7 cm
CA =147 cm = CA=1470 m
A

700 m —» 7 cm

108°

B 1200 m —» 12 cm ¢

NOTA: El tridngulo estd construido al 50% de su tamano.
Problema 4

Calcula, aplicando el teorema de Pitagoras:

a) Los lados iguales de un triangulo rectangulo isosceles cuya hipotenusa mide 1.

X
b) La altura de un tridngulo equildtero de lado 1.

Haz todos los calculos manteniendo los radicales. Debes llegar a las siguientes solu-
ciones:
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a) 12 =x2 + x?
1 =2x2
xz=l

2
oo 1L _V2
2 2
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1. Considera este triangulo:

a) Calcula la proyeccion de MN sobre MP.

b) Halla la altura correspondiente a la base MP.

b) 12=y2+(l)2
2
2_q_1_3
yiel=g
V3
re7
N
5 cm
52°
M 7 cm

c) Calcula el area del triangulo.

MN'

= MN' =5 cos 52° = 3,08 cm

b) sen 52° = B = h=5"sen52° =394 cm

MN'
20 =
a) cos 5 MN
h
b-h
VA= =
9) 2
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1.

b+ MN - sen 52°

2

1g 76° = 4,0107809

cos 38° 15' 43"

0,7851878

39,87132° = 38° 52' 16,7"

Halla #g 76° y cos 38° 15' 43".

.Halla o y B sabiendo que cos o.=0,83 y g} = 2,5.

cos o= 0,83 — o =33,901262° = 33° 54' 4,54"
1gB=25 — P=068198591° = 68° 11' 54,9"

. Sabiendo que g B = 0,6924, halla cos B.

1g B=0,6924 — P=34698729° — cos B = 0,8222

Unidad 4. Resolucién de triéngulos

=%‘7~5-sen52°=13,79cm2

. Pasa a grados, minutos y segundos (‘7)) el angulo 39,87132°.
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1. Para determinar la altura de un poste nos hemos alejado 7 m de su base y he-
mos medido el angulo que forma la visual al punto mas alto con la horizontal,
obteniendo un valor de 40°. ;Cuanto mide el poste?

B

¢ a tg40°=% — a=71g40° =587 m

40°
b=7cm
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1. Razonando sobre el triangulo sombreado de arriba, y teniendo en cuenta que su

hipotenusa es 04 =1, justifica que los segmentos OA’'y A'A corresponden, efec-
tivamente, a las razones trigonométricas cos o, semn 0.

2. Aplicando el teorema de Pitagoras en el correspondiente tridngulo rectingulo, jus-
tifica que:

(senP)* + (cos B)2=1
(Ten en cuenta que (—x)? = x?2).
(sen B)2 + (cos P2 = (BB)? + (OB 2 (OB®2 = 12 = 1
) Teorema de Pitdgoras.

Si consideramos una circunferencia no goniométrica (r # 1):

BB \* (OB )2 (B'B)* + (OB")* () (OB)?
2 4 2 = — + i — — = — =1
(sen B)*+ (cos ) ( OB ) ( OB (OB)? (OB)?
3. Dielvalorde sen o y cos o paraangulos de 0°, 90°, 180°, 270° y 360°.
sen 0° =0 sen 90° =1 sen 180° =0 sen 270° = -1 sen 360° =0
cos 0° =1 cos 90° =0 cos 180° = -1 cos 270° =0 cos 360° = 1

4. En este circulo se da el signo de sen ¢ segiin el cuadrante en el que se
halle situado el dngulo ¢. Comprueba que es correcto y haz algo simi- ‘h

lar para cos 0. ‘,
‘LAI cos 0 ‘h
Y\
Unidad 4. Resolucién de triéngulos 0
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5. Teniendo en cuenta la semejanza de los triangulos 0A'A

y OUT, y que OU =1, demuestra que:

sen o go
go="———

cos o,

U AA  seno o 4 U
Igo= = ="=-="—

6. Construye una circunferencia de 10 cm de radio sobre papel milimetrado. (Las ho-
jas de este papel suelen tener 19 cm de ancho. Corta de arriba una tirade 1 cm y
pégala en el lateral; asi podras dibujar la circunferencia completa).

Sefiala angulos diversos: 27°, 71°, 113°, 162°, 180°, 211°, 270°, 280°, 341° con el
transportador.

Lee sobre la cuadricula el seno y el coseno de cada uno, cuidando de dar correcta-
mente el signo.

sen 27° = 0,45 = (m) sen 211° = —-0,52
10 cm

cos 27° = 0,89 = ( 8,9 cm ) cos 211° = —0,86
10 cm

sen 71° = 0,95 sen 270° = -1

cos 71° = 0,33 cos 270° =0

sen 113° = 0,92 sen 280° = —0,98

cos 113° = —-0,39 cos 280° = 0,17

sen 162° = 0,31 sen 341° = —0,33

cos 162° = —-0,95 cos 341° = 0,95

sen 180° =0

cos 180° = -1
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1. Calcula las razones trigonométricas de 55°, 125°, 145°, 215°, 235°, 305° y 325°
a partir de las razones trigonométricas de 35°:

sen 35° = 0,57; cos 35° = 0,82; tg 35° = 0,70

® 55° =9(0° — 35° = 55°y 35° son complementarios

sen 55° = cos 35° = 0,82 } jo 550 = SN 55° | 082 _ | 4
cos 55° = sen 55° = 0,57 cos 55° 0,57 ’
También tg 55° = 1 1 43

8 g3 070
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e 125° = 90° + 35°
sen 125° = cos 35° = 0,82
cos 125° = —sen 35° = -0,57

e 145° = 180° — 35° = 145° y 35° son suplementarios

sen 145° = sen 35° = 0,57
cos 145° = —cos 35° = —0,82
1g 145° = —1g 35° = —0,70

e 215° = 180° + 35°
sen 215° = —sen 35° = 0,57
cos 215° = —cos 35° = —-0,82
1g 215° = 1g 35° = 0,70

e 235° = 270° — 35°
sen 235° = —cos 35° = —0,82
cos 235° = —sen 35° = —0,57

sen 235°

2GS

—cos 35° 1 1

235° = =
g 235 cos 235°

e 305° = 270° + 35°
sen 305° = —cos 35° = -0,82
cos 305° = sen 35° = 0,57

sen 305°

—sen 35°

= = = 1,43
1g 35° 0,70

—cos 35° 1

o - =_ -1
g 305 cos 305° sen 35° tg 35° 43
® 325° = 300° — 35° (= —35°)
sen 325° = —sen 35° = —0,57
cos 325° = cos 35° = 0,82
o _ Sen 325° _ —sen35° _ o_
8 325 cos 325° cos 35° 8 35 0,70

N

-y

N

2y
325°k

2. Averigua las razones trigonométricas de 718°, 516° y 3429, utilizando la calcu-
ladora solo para hallar razones trigonométricas de angulos comprendidos

entre 0°y 90°.

e 718° = 360° + 358° = Las razones trigonométricas de 718° serdn las mismas que las

de 358°. Calculemos estas:

358° = 360° — 2°
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sen 718° = sen 358° = —sen 2° = —0,0349
cos 718° = cos 358° = cos 2° = 0,9994
19 718° = 1g 358° = —1g 2° = —0,03492

sen 358° _ —sen 2°
cos 358° cos 2°

) 1g 358° = = —1g 2°

® 516° = 360° + 156° (razonando como en el caso anterior):

156° = 180° — 24°

sen 516° = sen 156° = sen 24° = 0,4067

cos 516° = cos 156° = —cos 24° = —0,9135

1g 516° = —1g 24° = —0,4452

OTRA FORMA DE RESOLVERLO:
516° = 360° + 156°

156° = 90° + 66°

sen 516° = sen 156° = cos 66° = 0,4067

cos 516° = cos 156° = —sen 66° = —0,9135

o _ o_ L _ 1 _
18 516° = 1g 156 2665 - 22460 0,4452

® 342° = 360° — 18°
sen 342° = —sen 18° = —0,3090
cos 342° = cos 18° = 0,9511
1g 342° = —1g 18° = —0,3249
3. Dibuja, sobre la circunferencia goniométrica, angulos que cumplan las si-

guientes condiciones y estima, en cada caso, el valor de las restantes razones
trigonométricas:

a)senoa=—%a tga>0 b)cosoc=%,(x>90°
Atgf=-1, cosp<0 digoa=2, cosa<0

a)sena=—1/2<0} — cosa<0 — o e3% cuadrante

ga>0
sen o=-1/2 } 1g o~ 0,58
cos o= —0,86 '
b) cos o= 3/4 } — o €4 cuadrante
o > 90°
sen o= —0,06 } g o~ ~0,88
cos o= 3/4
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cosP<0

sen B=0,7

cos B=-0,7

C)ng=—1<O} — sen >0 — Pe22cuadrante
}tg[}=—1

cos <0

sen o= —0,9

cos o= —0,45

digo=2>0 } — sen <0 — o €32 cuadrante
}tgoc=2
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1. Repite la demostracién anterior en el caso de que B sea
obtuso. Ten en cuenta que:

sen (180° — B) = sen B

senﬁ=% — h=bsenA

sen B = sen(180 —B) = % — h=asen B

bsenA=asen B — a = bA

sen A sen B

. Demuestra, detalladamente, basandote en la demostraciéon anterior, la siguien-
te relacion:
a_ c
sen A senC’

Lo demostramos para C angulo agudo. (Si fuese un dangulo obtuso razonariamos
como en el ejercicio anterior).

Trazamos la altura h desde el vértice B. Asi, los tridngulos obtenidos AHB y CHB
son rectangulos.
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— h=csen A

Por tanto, tenemos: sen A =

- h=asenC

QT oz

sen C' =

csen A=asen C

Q
9}

sen A sen C
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3. Resuelve el mismo problema anterior (a = 4 cm, B =30° tomando para b los
siguientes valores: b=1,5cm, b=2cm, b=3cm, b=4 cm. Justifica grafica-
mente por qué se obtienen, segin los casos, ninguna solucién, una solucién o

dos soluciones.

eh=15cm
a___b_ 4A= 1,5 - senﬁ=ﬂ=1,3
sen A sen B sen A sen 30° 1,5

iImposible, pues sen A €[-1, 1] siempre!
No tiene solucion. Con esta medida, b = 1,5 cm, el lado & nunca podria tocar al

lado c.
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e h=2cm

ﬂA= bA - 4A= 2 —>senﬁ=ﬂ=l - A =90°
sen A sen B sen A sen 30° 2

Se obtiene una UGnica solucion.
e h=3cm
. - A, = 41° 48 371"
4 3 405 R { 1

— = - senA=—""2 =06
sen A sen 30° 3 , = 138° 11" 22,9"

a=4cm
Las dos soluciones son vilidas, pues en ningin caso ocurre que A + B > 180°.
eb=4cm

4 4

= - sen A =

40,5
sen A sen 30° 4

= =05 -

{ A =30° — Una solucion valida
%

a=4cm

La solucion ffz = 150° no es valida, pues, en tal caso, seria A+ B = 180°. ilmposible!

Unidad 4. Resolucién de triéngulos Q
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4. Resuelve los siguientes triangulos:
aA)a=12cm; b=16cm; ¢ =10 cm
b)b=22cm; a=7cm; C =40°
Aa=8m; b=6m; c=5m
d)b=4cm; c=3cm; A =105°
ea=4m; B=45°y C =60°
Db=5m; A=C =35

) ea?=b2+c2-2bccos A B
122=162+102-2-16-10 cos A 10 cm
144 = 256 + 100 — 320 cos A 12 cm A

~_ 256+ 100 — 144 _
C
A= 480 SOI 33::

e b2=0a?+c?2—-2accosB
256 = 144 + 100 — 2 - 12 - 10 cos B

5 _ 144 +100-256 _
cos B 240 0,05

B =92°51"57,5"

e A+B+C=180° — (C=180-A-B
C = 38°37'29,5"
b)ec2=a?+b%-2abcosC

c?=7%+4222-2-7 22 cos 40° =
= 49 + 484 — 235,94 = 297,00

c=17,24 cm
e_a___c 7 _ 172
sen A sen C sen A sen 40°
~ 7 sen 40°
A= =026
sen 17,24 :

. A, =15°7 443"
| 4,=1064°52'157" — No vilida

(La solucion A, no es vilida, pues /Tz +C > 180°).

e B=180°— (4 +C) = 124° 52' 15,7"
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O ea?=0b2+c2-2bc cos A A

64=36+25-2-6-5cosA

cos A= 302504 -0,05 6 cm
60
A=92051'57,5" 8 cm
e b2=a?+ c?-2accos B c
36=064+25-2-8-5cos B
cos B= W = 0,6625
B = 48° 30' 33"

e C'=180°— (4 + B) = 38° 37' 29,5"

(noTa: Comparese con el apartado a). Son tridngulos semejantes).

d)ea?=b2+c2-2bccosA= B
=16+9—-2-4-3cos 105° = 31,21

a=5,59m 3 cm

° a _ b ’
A

senA  sen B
559 _ 4

sen 105°  sen B

= 4 -sen 105°
B =2 sen i
sen 559

=0,6912
o [ By =43°43 253"
B, = 136° 16' 34,7" — No vilida
(La solucion 32 no es valida, pues /Tz + B’Z > 180°).
e C=180°—(A + B) = 31° 16' 34,7"

e)eA=180-(B +C)=75°

L] a = b
sen A sen B
4 _ b
sen 75°  sen 45°
4 - sen 45°
-2 -
sen 75° 93 m
e 4 _ _C 4 _ c
sen A senC sen 75°  sen 60°
4 -sen 60° _
T Tsen 75° 3,59 m

Unidad 4. Resolucién de triéngulos



f) e B=180-(UA+C) = 110°

. b __ a 5 _ a
sen é Seng sen 1100 sen 350
5 - sen 35° -
== """ =30
sen 110° 3,05 m

eComo A=C — a=c¢c — ¢c=30m

5. Las bases de un trapecio miden 17 cm y 10 cm y uno de sus lados 7 cm. El an-
gulo que forman las rectas sobre las que se encuentran los lados no paralelos
es de 32°. Calcula lo que mide el otro lado y el area del trapecio.

e Los tridngulos APB y DPC son semejantes,

I\

luego:

X x+7

2 = = + =
I = - 17x=10(x+7) — x=10

Aplicando el teorema del coseno en el tridngulo
APB tenemos:

AB? = x2 + y2 — 2xy cos 32°
102 = 10% + 2 — 2 - 10y - cos 32°
0=7y2-1696y

y=0 — No valido
y=16,96 cm

De nuevo, por semejanza de tridngulos, tenemos:

AB DC 10 17

T "5 " 686 avice 10(z + 16,96) = 17 - 16,96

10z =118,72 — z=11,872 cm mide el otro lado, AD, del trapecio.

e Como PDC es un tridngulo isésceles donde DC = CP =17 cm, entonces:

D=32° — sen32°= g = b=z sen 32°=11.872 - sen 32° = 6,291

B _ B+b 17+ 10
Area,pop = 2 b= >

6,291 = 84,93 cm?

6.Un barco B pide socorro y se reciben sus sefiales en dos estaciones de radio,
A y C, que distan entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los siguientes

angulos: BAC=46° y BCA = 53°. ;A qué distancia de cada estacion se encuen-
tra el barco?

B = 180° — 46° — 53° = 81°
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a b
° — = — >
sen A sen B
c b
b ~ = ~
sen C sen B

_)

46° 53°
50 km ¢
u = bsenA/T _ 50 - sen 46° - 36.4 km
sen B sen 81°
c= bsen? _ 50 -sen 53° _ 40,4 km
sen B sen 81°

Para hallar la altura de un globo, realizamos las medi-
ciones indicadas en la figura. ;Cuanto dista el globo
del punto A? ;Cuanto del punto B? ;A qué altura esta
el globo?

—
AGB = 180° — 72° — 63° = 45°

. b _ 20
sen 63° sen 45°

. a _ 20
sen 72° sen 45°

e sen 75° = % = SL,Z

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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sen 45°

o g= 20 sen72 - 269 m
sen 45°

— x =252 sen75° =243 m
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabiendo que el angulo o es obtuso, completa la siguiente tabla:

seno | 0,92 0,5

cos O, -0,12| -0,8
tg o -0,75 -4

sena | 092 | 06 | 099 | 06 | 05 | 096

cosa | -0,39| -0,8 | -0,12| -0,8 | -0,87 | —=0,24
g o -2,36 | -0,75| -8,25| -0,75| -0,57 | -4
a) b) 9] d e) 1))
) sen? o+ cos?a=1 — 0922+ cos’a=1 — cos?o=1-092?
cos? o=0,1536 — cos o.=—0,39
T

o obtuso — cosa<0

g o= sen o, - 236
cos o

(Se podrfan calcular directamente con la calculadora o = sen™ 0,92, teniendo
en cuenta que el angulo esta en el segundo cuadrante).

b) =1+1g°o — L o1+ 0,5625 — cos?a=0,64 — cos o =-0,8
cos? o cos? o
g o= Send o oseno = tg o cosa=(-0,75 - (=0,8) = 0,6
cos o,

o) sen?a=1-cos?a=1-0,0144 = 09856 — sen o. = 0,99

sen o, 0,99
1g o = =22 - _g)
3 cos O -0,12 23

dsen?a=1-cos?a=1-0,64=03 — sena=0,06

(NoTA: es el mismo angulo que el del apartado b)).

e)costo=1-sen?0=1-025=0,75 — coso =-0_87

sen o 0,5
1g o = =22 =0
g cos o -0,87 7

) =1+1g?a=1+16 — cos?a=0,059 — cosa=-0,24

cos? o
sen oL = 1g O, - cos o, = (=4) - (=0,24) = 0,96
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Resuelve los siguientes triangulos rectangulos (C =90°) hallando la medida
de todos los elementos desconocidos:

aA)a=5cm, b=12cm. Hallac, 4, B.
b)a=43m, A =37°. Halla b, c, B.
c)a=7m, B = 58°. Halla b, c, A.
d)c=58km, A =71°. Hallaa, b, B.
€)c=5cm, B=43°. Halla a, b, A.

Aci=a%2+b? - ?=52+122=169 — c=13cm

1

90° — A = 67° 22' 48,5"

1g A= 2 - 0416 — A=22°37115°
B= 12 cm

b
()
S

¢ 5 c¢m
b) B = 90° — 37° = 53° A
senﬁ=4—3 - C=L=71,4Sm
c sen 37° 37°
c
- 43 43 b
g A="2 b= = 57,06
& b 1g 37° 57,06 m
¢ a=43m B
©) A=90°—58°=32° A
cos§=1 - c=;=13,2m
c cos 58°
b c
tg§=g — b=7-1g58° =112m
c 58°
a=7m B
d) B=90°—71° = 19°
4 A )
senA=5— — a=5.8"sen71° =548 km b.ﬁ6=7v8km
b C 01 B

cosﬁ=5;l'8 — b=58"cos71° =189 km
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€) A =90° — 43° = 47° A

cos B = — a=5"cos 43° = 3,66 cm
c=5cm

— b=5" sen43° =341 cm

43°,
C 7 B

Si queremos que una cinta transportadora de 25 metros eleve la carga hasta
una altura de 15 metros, ;qué angulo se debera inclinar la cinta?

sen A = % =06 — A=36°52"11,6"

A

Una persona de 1,78 m de estatura proyecta una sombra de 66 cm, y en ese
momento un arbol da una sombra de 2,3 m.

a) ¢Qué angulo forman los rayos del Sol con la horizontal?

b) ¢Cual es la altura del arbol?

A/
~ 178 -
g B=— =2
a) g 56 ,69 — A
— B=069°39 212"
X
b) B'= B, luego 1,78 m
- X
lg B'=— = e\ 5y C
2,5 ¢ 2,3 m B 66 cm

- x=2,3-tg§/=6,2(%m

(NOTA: Se podria resolver con el teorema de Tales).

Calcula los lados iguales y el area de un triangulo isésceles cuyo lado desi-
gual mide 24 cm vy el angulo opuesto a la base mide 40°.

A
c b

24 cm 12 cm
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12 12

200= 2 5 h=_—"2  ~351 -
sen 20 b b sen 20° 35,1 em = ¢
o 12 h— 12 c_b-bh _24-33 _
1g 20 h h 2 20° 3B3cm — A 5 5 396 cm

El lado de un rombo mide 8 cm Yy el angulo menor es de 38°.

¢Cuanto miden las diagonales del rombo?

— y=8-sen19°=26cm — d=52cm

7 Hemos colocado un cable sobre un mastil que
lo sujeta como muestra la figura.

¢Cuanto miden el mastil y el cable? 45° 500
B Al 20m -----mmmmmmmeees
h ~ h h
et oetoco]
& x ¥ 1g 45° 1
) -
tg 30° =
830" 5%

— g 30° = zob—b — (0-h)1g30°=h — 201g30°—h1g30°=h

S 2014g30°=h+hig30° — bh=-2083" _ 23 m (mast

1+ g 30°
o b G- h 732
sen 45 a % Sem 45° sen 45° 10,55 m
b b 7,32 ~
sen 30° = > - b= son 30° = on 30° = 14,64 m
— a+b=2499m (cable)
C
a b
h
. 45° S0 )

Unidad 4. Resolucién de triéngulos o
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8 Resuelve los siguientes triangulos:

a) a=100m B =47° C =63°
b) b=17m A =70° C =35°
¢) a=70m b=55m C=73°
d)a=122m ¢c=200m  B-=120°
e) a=25m b=30m c=40m

f) a=100m b=185m c=150 m

g a=15m b=9m A =130°
h)b=6m c=8m C=57°
a) e A=180°—(B+C) =70° C
a
e _ b _ 5
sen A sen B B
100 b c
= -
sen 70°  sen 47° A
= 100 sen 47° _ 77.83 m
sen 70°
100 c 100 - sen 63°
. = SN = T~ =0482
sen 70° sen 63° ¢ sen 70° 9482 m

b)e B=180°— (A +B) = 75°

17 a 17 - sen 70°
o = =L "' =1654
sen 75° sen 70° - sen 75° >4 m
17 c 17 - sen 35°
) = = __ "7 vz = 1
sen 75° sen 35° - ¢ sen 75° 0,09 m

) ec2=702+552-2-70-55-cos73°=5673,74 — c=753m
©702=552+7532-2-55-753 -cos A —

— cos A= 552 + 75,32 —70% _ 0,4582 — A =062°43" 49 4"
2:55-753

e B=180°— (A + C) = 44° 16' 10,6"

d)e b2 =1222+2002-2-122 200 - cos 120° =79284 — b =1281,6 m

. . 2. 2 2
cal=b2+c2_2bccos A — cos A=l rc—at
2bc
- 2 2 2
o cos A - 28162+ 2002~ 122
2 281,6 - 200

=0,92698 — A =22°1"5445"

e C=180°— (A +B)=37°58 555"
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e ea’=b2+c2-2bccos A —

~ b2+ cr_a? _ 30%+40%-25%
= cos A= = = 0,7812 — A =38° 37 294"
¥ 2bc 230 - 40 ?

~ 2 2 2 2 2 2
ecos B=a-*cT=b _ 257+ 40°-30° _ 6605y g = 480 300 33"
2ac 225 40

C=180°— (A +B) = 92° 51' 57,6"

~ b2+ c2—qg? _ 1852+ 150% — 1002
f) e A= = =0,84189 — A =32°39 344"
) * cos 2bc 2185 - 150 9 32739°3

~ 2 2 2 2 2 2
a’tc’—b" _ 100"+ 15071857 _ 0575 5 p=93° 17 46,7"

e cos B=
2ac 2100 - 150

C=180°— (A +B) = 54° 2' 38,9"

15 -2 5 senB- D sen 130° 0,4596 — puede ser:
sen 130° sen B 15

)

B, = 27° 21' 46,8"
- .
B, = 152° 38" 13,2"
La solucién éz no es valida, pues A + Ez > 180°.

e C'=180°— (A +B) = 22° 38 13,2"

e __ ¢ ., o1senc S5,
sen 130°  ¢op © sen 130°
e 38 _ = 6 senB= 95157 _46000
sen 57 sen B 8

B, = 38°58'35,7"
B, = 141° 1' 24,3"
La solucién B, no es vilida, pues C + éz > 180°.
e A=180°— (B +C)=84°1' 243"

o 8 _ a N a=8-senA=9,5m

sen 57° sen A sen 57°

9 Alrecorrer 3 km por una carretera, hemos ascendido 280 m. ;Qué angulo
forma la carretera con la horizontal?

~ 280 5
A= =
sen 3000 0,093 —

— A =5°21"1944"
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10 Halla con la calculadora el angulo o:
a) sen o. = —0,75, o < 270°
b) cos o =-0,37, o > 180°
c) tga=1,38, sen o <0

d) cos o = 0,23, sen 0. <0

a) Con la calculadora — o = —48° 35' 25" € 42 cuadrante

sen o< 0

Como debe ser
o < 270°

} — o€ 3% cuadrante

Luego o = 180° + 48° 35' 25" = 228° 35' 25"

b) Con la calculadora: 111° 42' 56,3"

cos o< 0

} — o€ 3% cuadrante
o > 180°

o= 360° — 111° 42' 56,3"
— o= 248° 17" 3,7"

o tgo=1,38>0

cos <0 — o€ 3% cuadrante
sen o< 0

Con la calculadora: #g=! 1,38 = 54° 4' 17,39"
o= 180° + 54° 4' 17.30" = 234° 41 17.4"

d) coso=0,23 >0

— o € 42 cuadrante
sen o< 0

Con la calculadora: cos™ 0,23 = 76° 42' 10,5"
o = —76° 42' 10,5" = 283° 17' 49,6"

11 Halla las restantes razones trigonométricas de o:

a) sen 0. = —4/5 o < 270°
b) cos o. = 2/3 tgo<0
otgo=-3 o < 180°

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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a) sen o< 0

sen o< 0

) } — o€ 3 cuadrante — cos o< 0
o< 270 18 0> 0
16 9 3
ecosta=1-sen‘a=1-—=-—-2" > coso=-—=
25 25 5
sen o —4/5 4
e ol —m — = ——— = —
8 cos O -3/5 3
b) COS(X>O} — seno<0 — o€ 42 cuadrante
ga<0
4 5 Vs
eseno=1-coslo=1—-—== — seno=-—
9 9 3
e o= M = _ﬁ
8 CcoSs O 2
Q) iga<O — o€ 22 cuadrante — sen 0.> 0
o < 180° cos <0
[ ] 1 = 2 = = 2 = L = _@
sl o gea+1=9+1=10 — cos“o 10 — oS O, 10
o _ sen o _ . |l V10 _ 3310
g o —— — sen o.=1g O cOs O (3)( —10) 10
12 Expresa con un angulo del primer cuadrante:
a) sen 150° b) cos 135° c) tg 210°
d) cos 225° e) sen 315° f) tg 120°
g) tg 340° h) cos 200° i) sen 290°
a) 150° = 180° — 30° — sen 150° = sen 30°
b) 135° = 180 — 45° — cos 135° = —cos 45°
sen 210° —sen 30°
210° = 180° + 30° 210° = = =1 °©
210 80 30° = 1g 210 cos 210° —cos 30° 30
d) 255° = 270° - 15° — cos 255° = —sen 15°
e) 315° = 360° — 45° —  sen 315° = —sen 45°
120° sen 60°
£) 120° = 180° — 60° 1g 1200 = 3" = = _1g 60°
) 120 80°-60° — 1g120 cos 120° —cos 60° 8 60
También 120° = 90° + 30° — 1g 1200 = S 120° _ —cos30° _ 1
cos 120° sen 30° 1g 30
40° —sen 20°
40° = ° _20° 4O=S€7’l3 - = _to 20°
8 340° = 360 07 = 18340 cos 340° cos 20° g 20

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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h) 200° = 180° + 20° — cos 200° = —cos 20°
i) 290° = 270° + 20° — sen 290° = —cos 20°
(También 290° = 360° — 70° —  sen 290° = —sen 70°)

13 Si sena=0,35 y o< 90° halla:

a) sen (180° — o) b) sen (o + 90°)

c) sen (180° + o) d) sen (360° — o)

e) sen (90° — o) f) sen (360° + o)

a) sen (180° — o) = sen o = 0,35

b) sen (o + 90°) = cos o }
sen?o +costa=1 — cos?o=1-0,35%=0,8775 = cos o= 0,94

—  sen (o + 90°) = cos o= 0,94
©) sen (180° + o) = —sen o = —0,35
d) sen (360° — o) = —sen o = —0,35
e) sen (90° — o)) = cos o = 0,94 (calculado en el apartado b))
) sen (360° + o) = sen o = 0,35

14 Busca un angulo del primer cuadrante cuyas razones trigonométricas coin-
cidan, en valor absoluto, con el angulo dado:

a) 124° b) 214° c) 318° d) 100°
e) 190° 50' f) 295° g) 140° h) 258°
a) 124° = 180° — 56° — 56° b) 214° = 180° + 34° — 34°
©) 318° = 360° — 42° — 42° d) 100° = 180° - 80° — 80°
e) 190° 50" — 180° = 10° 50' ) 360° — 295 = 65°

g) 180° — 140° = 40° h) 258° — 180° = 78°

15 Sitga=2/3y 0<0<90° halla:

a) sen O b) cos o
©) g (90° — o) d) sen (180° — o)
e) cos (180° + ) ) tg (360° — o)
_sen q _ o
a)tg o= oo — sen o =1g o cos O
1 ) 1 4 _ 13
=g+l — =—+4+1=-== -
cos? o, s cosa 9 9
G cosam gL -2 3V13
13 13 13
senoc=tg0c~cosoc=z 3\/173=2\/173
3 13 13
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b) Calculado en el apartado anterior: cos o =

313
13

o oy sen(90°—a) _ coso _ 3
©) ig O0° - ) cos (90° — o) sen o 2

2\13
13

-3713
13

d) senn (180° — o) = sen oL =

e) cos (180° + o) = —cos oL =

sen (360° — o) _ —sen o =—tg0c=—£

f) 1g (360° — o) = cos (360° — o) cos o 3

Pagina 121
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Una estatua de 2,5 m estd colocada sobre un pedestal. Desde un punto del
suelo se ve el pedestal bajo un angulo de 15° y la estatua bajo un angulo de
40°. Calcula la altura del pedestal.

x x
1g15°=~—= — =
8 Y Y 1g 15° X _25+x
25+ x 25+ x fg15° g 55°
tg55°= ) - y= > -
y 1g 55

— Xx1g55°=251g15° +x1ig15° —

2,5 - 1g 15°

T g55° —1g 15° 0,58 m (el pedestal)

Un avion vuela entre dos ciudades, 4 y B, que distan 80 km. Las visuales
desde el avibna A ya B forman angulos de 29° y 43° con la horizontal,
respectivamente. jA qué altura esta el avion?

V (avion)

Unidad 4. Resolucién de triéngulos Q
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tg2°=£ - Xx= h

X 1g 29°
tg 43 80 — x - lg 430
b = 80 tg 430 —h o — o o _ o
tg 29° 1g 43° — hig43 80 1g 43° 1g 29° — h 1g 29° —

_ 80 1g 43° 1g 29°
19 43° + tg 29°

=278 km

De un triangulo rectingulo se sabe que su drea vale 864 cm? y un cateto
mide 48 cm. Calcula las razones trigonométricas de sus angulos.

Kpon = 2 . R
A Area 864cm}_>A=a €, ggse A8 c L ¢=36em
a =48 cm
¢ b b%=a?+c?>=482+362=3600 = b=060cm
on A= @ 48 _ 4 B= o= 5_ 36 _ 3
sen A b %0 5 sen B = sen 90 1 sen C 0 5
j-€ .36 _3 A= o= 5_ 48 _ 4
cos A 5 0 5 cos B = cos 90 0 cos C 50 5
G- 4 A3
Calcula los lados y los angulos del triangulo ABC. B

@ En el tridngulo rectangulo ABD, halla AB y
BD. En BDC; halla Cy DC. Para ballar B sabes
queA +B +C = 180°.

e En ABD:
cosSO°=; > AB=_ =47 cm
B cos 50°
tg5°=% — BD =31g50°=3,6cm
e En BDC
sen€=%=%~05143 S C=30°56 59"
COSCA=% — DC=7-cosC=6cm
e Asi, ya tenemos:
A =50° a=7cm
B=180°—(A+C) =99 3 1" b=AD + DC =9 cm
C =30° 56' 59" c=4,7cm

Unidad 4. Resolucién de triéngulos e
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En una circunferencia de radio 6 trazamos una
cuerda AB a 3 cm del centro. Halla el angulo AOB.

@ Los tridngulos AOP y BOP son iguales. En ambos

conoces un cateto y la bipotenusa. Halla el dngulo AOP,
P

que es la mitad de AOB.

P B
3 cm
6 cm
O
OP = 3 cm
— P 5 1 S
OB=6cm } — cosPOB=€=? — POB=60° —

OPB = 90°
PR N
— AOB =2-POB=2"060°=120°

Halla el angulo que forma la diagonal de la cara de

un cubo y la diagonal del cubo.

@ Llama 1 ala arista del cubo y expresa, en funcion de 1
la diagonal AD. Calcula sen 0. en el tridngulo ADC.

)
-0l

e La diagonal AC divide la base en dos tridngulos rec-

tangulos isosceles iguales, donde AC es la hipotenusa.
Ast:

AC?=[2+[%2=2[% (por el teorema de Pitigoras)

e ACD es un tridngulo rectingulo, donde AD es la hipotenusa. Asi:

AD? =2+ AC?=[>+21=31> — AD=\3I

l i 1 V3

PN
eEn ACD,sen 0= — = — = — = —= — o = 35°15' 51,8"

AD N3 Nz 3

Para localizar una emisora clandestina, dos receptores, 4 y

B, que distan

entre si 10 km, orientan sus antenas hacia el punto donde esta la emisora.
Estas direcciones forman con AB angulos de 40° y 65°. ;A qué distancia de

A y B se encuentra la emisora?
E

40° 659
10 km

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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E=180°- (A4 + B) = 75°

Aplicando el teorema de los senos:

a = 10 - a= M = 6,65 km dista de B
sen 40° sen 75° sen 75°

b _ 10 _ 10 - sen 65° _ .
sen 65° sen 75° - b son 750 9,38 km dista de A4

En un entrenamiento de fiitbol se coloca el balon en un punto situado a 5 m
y 8 m de cada uno de los postes de la porteria, cuyo ancho es de 7 m. ¢Bajo
qué angulo se ve la porteria desde ese punto?

A (porteria) C
b=7m

c=5m

B (balon)

Aplicando el teorema del coseno:
b:=a?+c?-2ac-cos B —

a’+c2-b: _ R+
2ac 2:-8:5

— cos B= =05 — B=060

Calcula el area y las longitudes de los lados y de

la otra diagonal:

N
@ BAC = ACD = 50°. Calcula los lados del tridngulo

ACD y su drea. Para ballar la otra diagonal, conside- A
ra el triangulo ABD.

B—

e Los dos triangulos en que la diagonal divide
al paralelogramo son iguales.
Luego bastara resolver uno de ellos para cal-
cular los lados:

B=180°— (A +C) = 110°

a _ 18 S 4= 18 - sen 50 - 147 m
sen 50° sen 110° sen 110°
c 18 18 - sen 20°
= — = - "= =606
sen 20° sen 110° ¢ sen 110° )0 m

Asi: AB=CD=c=06,6m
BC=AD=a =147 m

Unidad 4. Resolucién de triéngulos 6



Para calcular el area del tridngulo ABC:
o b o
sen50=? - b=c-sens50° —

18-h _ 18- c-sen50° _ 18:6,6 - sen 50°

{ - - 2
—  Area,, = 5T 5 5 =455 m
El drea del paralelogramo sera:

Area =2 Area,, =2 -455=91 m?
e Para calcular la otra diagonal consideremos el triangulo ABD:
A =500+ 20° = 70°
Aplicando el teorema del coseno: B o
BD?= 6,6+ 1472 -2-6,6 - 147 - cos 70° = (6
= 193,28 — BD=139m 00
4 14,7 m D

25 Dos circunferencias secantes tienen radios de 10 cm y 13 cm. Sus tangentes
comunes forman un angulo de 30°. Calcula la distancia entre los centros.

Los triangulos AMP y BNP son rectangulos.

La recta que une los centros (A4 y B) es la bisectriz del dngulo 30°:

A~
BPN = APM = 15°

Asi
10 __
sen 15°= — — BP-= _ 10 38,6 cm
BP sen 15°
13 — 13
15°= = - AP=—2>— =50.2
sen 15 Py son 15° 50,2 cm

Y, por tanto:

AB = AP - BP =502 — 38,6 = 11,6 cm

Unidad 4. Resolucién de triéngulos @



26 Dos barcos parten de un puerto con rumbos distintos que forman un angulo
de 127°. El primero sale a las 10 h de la mafiana con una velocidad de 17 nu-
dos, y el segundo sale a las 11 h 30 min, con una velocidad de 26 nudos. Si el
alcance de sus equipos de radio es de 150 km, ;podran ponerse en contacto
a las 3 de la tarde?

(Nudo = milla / hora; milla = 1 850 m)

A

127°

P

La distancia que recorre cada uno en ese tiempo es:

Barco A = PA =17 -1850 m/h - 5 h = 157250 m
Barco B — PB=26-1850 m/h - 3,5 h = 168350 m
Necesariamente, AB > PA y AB> PB, luego:
AB > 168350 m

Como el alcance de sus equipos de radio es 150000 m, no podrin ponerse en con-
tacto.

(NOTA: Puede calcularse AB con el teorema del coseno — AB = 2914327 m).

27 Halla el perimetro del cuadrilatero ABCD inscrito en
una circunferencia de 6 cm de radio.

@ Ten en cuenta que los tridngulos AOB, BOC, COD ,'l
y DOA son isosceles. !

Como el radio es 6 cm, los lados iguales a cada uno
de esos triangulos is6sceles miden 6 cm. :

Asi, para cada tridngulo, conocidos dos lados y el
angulo comprendido, podemos hallar el tercer lado
con el teorema del coseno.

«En AOB: AB*=G+@—2-6-6-cos60° =36 — AB=6cm
(Como era de esperar por ser un tridngulo equilatero).

e En BOAC: BC*=062+62-2-6-6"cos80°=595 — BC=77cm
e En Cﬁj: CD?*=062+62-2-6-6"cos100°=845 — CD=92cm
e En @: DA%?=062+62=2-6-6"cos 120° =108 — DA =10,4 cm

e Por tanto, Perimetro =6+ 7,7 + 6,6 + 6,9 = 33,3 cm

Unidad 4. Resolucién de triéngulos Q
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En un rectangulo ABCD de lados 8 y 12 cm, se traza desde B una perpendicu-
lar a la diagonal AC, y desde D, otra perpendicular a la misma diagonal. Sean
M y N los puntos donde esas perpendiculares cortan a la diagonal. Halla la lon-
gitud del segmento MN.

A 12 cm B
\\\\N l//
///\(/I 8 cm
, M A
D C

@ En el tridngulo ABC, balla C. Enel triangulo BMC, balla MC Ten en cuenta que:
MN=AC -2 MC
Los tridngulos AND y BMC son iguales, luego AN = MC
Como MN = AC — AN — MC, entonces:
MN = AC - 2MC
Por tanto, basta con calcular AC en el tridngulo ABC y MC en el tridtngulo BMC.
e En /@ :
AC? =82+ 122 = 208 (por el teorema de Pitigoras) — AC = 14,4 cm

Py
Calculamos C (en ABC):

g €= % 15 = C=56°18 358"
—
e En BMC:
. MC —
cos C = -5 MC =8 - cos (56° 18' 35,8") = 4,4 cm

Por dltimo: MN =AC —2MC = 14,4 -2 - 4,4 = 5,6 cm

Dos circunferencias son tangentes exteriormente y sus radios miden 9 m vy
4 m, respectivamente. Halla el angulo 20 que forman sus tangentes comunes.

@& Los radios forman con las tangentes dos tridngulos rectdngulos. Como OP = 4 +x,
se tiene:
sen oL =

-9
4+ x y sema 17 + x

Calcula x y después o.

Unidad 4. Resolucién de triéngulos @
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Unidad 4. Resolucién de triéngulos

4

4+ x

OP=4+x — seno =

9

OP=9+4+4+x=17+x — seno =
17 + x

4 9

it x 7 x - 41Q7+x)=9E+x) —

— 68-36=9x—-4x — 32=5x — x=64m

Sustituyendo x por su valor:

- 4 - 4 - 4 - - o | n
sen o= Z—— 1+64 104 0,3846 — o =22°37' 11,5

Ast: 200 = 45° 14' 23"

Halla la altura de la torre QR de pie inaccesible y
mas bajo que el punto de observacion, con los datos
de la figura.

Llamemos x e y a las medidas de la altura de las dos
partes en que queda dividida la torre segin la figura
dada; y llamemos z a la distancia de P a la torre.

tg48°=§ — X =2z 1g48°
N
1g 30° = szO — x=(z+50) 1g 30°
— z-:1g48°=(z+50) 1g 30° —
— Z-1g48°=2-1g30°+501g30° — z= o0 g 307 =54,13m

1g 48° — 1g 30°
Sustituyendo en x = z - [g 48° = 54,13 - 1g 48° = 60,12 m = x

Yy

Para calcular y: 1g 20° = = — y=2z-1g20°=54,13 - 1g 20° = 19,7 m

Luego: OR = x + y = 79,82 m mide la altura de la torre.

Calcula la altura de QR, cuyo pie es inaccesible y
mas alto que el punto donde se encuentra el obser-
vador, con los datos de la figura.

Llamemos x a la distancia del punto mds alto a la
linea horizontal del observador; y a la distancia
de la base de la torre a la misma linea; y z ala
distancia R'P, como se indica en la figura.




tg(18°+22°)=tg40°=§ - x =2z 1g40°

1g 32° = — x=(z+50) 1g 32°

X
z+ 50
50 1g 32°

T g3 T s

- zZ-1g40°=(z+50)1g32° —> z=

Sustituyendo en x = z - 1g 40° = 145,84 - tg 40° = 122,37 m

Para calcular y:

1g 18° = — y=2z-1g18°=14584 - 1g 18° =474 m

IS

Por tanto:
OR = x—y=7497 m mide la altura de la torre

32 lalongitud del lado de un octégono regular es 8 cm. Halla los radios de las cir-
cunferencias inscrita y circunscrita al octégono.

C Consideremos el tridngulo is6sceles formado por el centro del
[\ poligono y uno de sus lados:
~_ 360°

C= = 45°

/ 8 >
e El radio de la circunferencia inscrita sera la altura » de ese

tridngulo:
45° 4 4
g =1g 225°=— h=——— =966
8 cm 873 TRy 2 NS s T

e El de la circunferencia circunscrita sera el lado / del triangulo:

45° _ o_ 4 . S
sen —— = sen 22,5 7 - Son 22.5° 10,45 cm

CUESTIONES TEORICAS

33 Explica si las siguientes igualdades referidas al triingulo ABC C
son verdaderas o falsas:
1) a= - 2) c=acosB b ¢
sen B
~ A B
3) ¢c= b 4) b=asenC ¢
tg C
5) igB-igC=1 6) ctgB=b
7) sen B—cos C =0 8) a= bA
cos C
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9) b=—_ 10) V1-sen? B = €
a

ig B
~ N sen B
11) senB-cosC =1 12) —— =1
cos C
5 b _ b
1) Verdadera, pues sen B= — — a= —
a sen B

2) Verdadera, pues cos B =
3) Falsa, pues 1g C=< — c=b-1gC

4) Falsa, pues sen C'= 2 — a-senC=c#b
5) Verdadera, pues tg B - tg C =
6) Verdadera, pues tg B =

7) Verdadera, pues sen B—cos C= g - = =0

8) Verdadera, pues cos C =

9) Falsa, pues 1g B =

[

10) Verdadera, pues sen?B + cos?B=1 — cos B=\1-sen?B

Como cos B=S — 1—sen2p =<
a a
= ~ 2
1) Falsa, pues sen f5 - cos €= b.b_b #1 (porque b # a)
a a g2
12) Verdadera, pues —<2 1? - bla _
cos C /a

34 Prueba que en un triangulo cualquiera se verifica:

a __b __c =2R

sen A sen B sen C

R es el radio de la circunferencia circunscrita.

@ Traza el didmetro desde uno de los vértices del
tridgngulo ABC. Aplica el teorema de los senos en los
tridngulos ABC y ABC.
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Aplicamos el teorema de los senos en los tridngulos ABC y A'BC:

Py
eEn ABC - 4 - _b __ ¢
sen A sen B sen C
. BC AC
eEn ABC — — = L
sen A sen A'BC
Sucede que:
BC=a

A=A (4angulos inscritos en una circunferencia que abarcan el mismo arco)
A'C = 2R

/\ . - . . . .
A'BC =90° (medida de angulos inscritos en una circunferencia)

La igualdad queda: —%— = 2K a__ _ 2R

sen A sen 90° sen A 1

e Por ultimo, sustituyendo en la primera expresion, se obtiene el resultado:

= 2R

2R = a _ b _ c

sen A sen B sen C

35 Prueba que solo existe un tridngulo con estos datos: b = V3 m, a=15m, 4 =60°
¢Existe algiin triangulo con estos datos?
C-= 135°, b=3\/§ cm, c=3cm
e a?=b2+c2—-2bccos A
1,52 = (\/3)2 +¢2 =23 ¢ cos 60°
2,25=3+c2_2\/§ c- %

c2-\3¢c+075=0
oo V3eV3-3 V3
2

2

A

La ecuacion de segundo grado solo tiene una raiz. Solo hay una solucion.

(NoTA: También se pueden estudiar las dos soluciones que salen para B con el
teorema del seno y ver que una de ellas no es vilida, pues quedaria
A+ B> 180°).
e Podemos resolverlo con el teorema del coseno, como antes, o con el teorema
del seno. Resolvemos este apartado con el segundo método mencionado:

b _ ¢ 32 3
— = =~ - — = = o
sen B sen C sen B sen 135
N 56”@:%:@\;6”1350:1 N §=9oo

Pero: C + B =135° + 90° > 180° jImposible!

Luego la solucion no es vilida y, por tanto, concluimos que no hay ningin
tridngulo con esos datos.
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36 Dos vias de tren de 1,4 m de ancho se cruzan formando un rombo. Si un
angulo de corte es de 40°, ;cuinto valdra el lado del rombo?

- [=————=218m

. 14 1,4
sen 40 / sen 40°

37 En un tetraedro regular, halla el angulo que forman dos caras contiguas.
(Observa que es el angulo que forman las alturas concurrentes de esas dos
caras).

En un tetraedro regular, cada cara es un tridngulo equilate-
ro de altura h, donde:

2 2
12=h2+(i) — h2=12_l_=212 N h:ﬁ]
2 4 4 2
El tridngulo formado por las alturas concurrentes de dos

caras y una arista es isosceles.

Aplicamos el teorema del coseno:

2 2_ 12 272
[2=h*+h?-2hhcosa — cosa = h?+h?—72 _ 2h"— 17 _

2hh 2h?
2 2
ot L 21
2h? 2-3/41° 3/2 3 3
o = 70° 31' 436"
38 Queremos calcular la distancia entre dos puntos A B
D ——
inaccesibles, A y B. Desde C y D tomamos los RERN !
_ X Pl PN K s - \
datos: . CD =300 m, ADB =25°, ACB=32°, ACD = / !
46°, BDC = 40°. Calcula AB. FAPCN
Si conociésemos AC y BC, podriamos hallar AB \250 \\\320'-.
con el teorema del coseno en ABC. KR T
_ e \40° 467/
Calculemos, pues, AC y BC: 300 m .
e En el triangulo ADC:

Ar A = 180° — 65° — 46° = 69°
' ) Por el teorema del seno:

300 _  AC

sen 69°  sen 65°

300 - sen 65°
sen 69°

Unidad 4. Resolucién de triéngulos e

/.65° 4697+
300 m — AC =

= 29124 m



e En el triangulo BCD:

B B = 180° — 40° — 78° = 62°
“\\ Por el teorema del seno:
300 __BC
| sen 62°  sen 40°
pA 00 sy — BC= —3029' 1@5?20400 = 218,40 m
e Podemos centrarnos ya en el tridngulo ABC, y aplicar el = A< "B
teorema del coseno: 3
AB? = 291,242 + 218,402 — 2 - 291,24 - 218,40 - cos 32° = =
= 24636,019 291,24 m ?z
AB = 156,96 m \\\32013(\]
&

39 En un circulo de 15 cm de radio, halla el area comprendida entre una cuerda
de 20 cm de longitud y el diametro paralelo a ella.

Podemos dividir la zona sombreada en tres, de forma
que:

I = Il — sectores circulares de angulo o desconocido.

3 15 cm II — tridngulo isésceles de lados iguales 15 cm y de
lado desigual 20 cm.

e En II:
Calculemos la altura h desde C:

152=h%2+ 102 — h=+152-10% =11,18 cm

Asi: Arean _ base ><231tura _ 20 ;1,18 - 111.8 em?

Calculemos el dngulo B (el dngulo desigual) aplicando el teorema del coseno:
202 =152+ 152-2-15-15- cos B

15% + 152 — 202 2
= < -z @=- = 0 1 - = 8 o 7' 14 n
cos B 71515 , B 3°3 3

eEnl:
Conocido B podemos calcular o ficilmente:

_ 180°-B
¢ 2

= 48° 11' 22,9"
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Y, con esto, el area:

2 2

( _nr _ w15 _ 2

Area, = SO = “oL= 94,62 cm

bo360° 360°
e Por ultimo, el area pedida sera:

Ay = Areay + 2 - Area, = 111,8 + 2- 94,62 — A, = 301,04 cm?
Para medir la altura de una montafia AB nos
hemos situado en los puntos C y D distantes

entre si 250 m, y hemos tomado las siguien-
tes medidas:

A N S
ACB = 60° BCD = 65° BDC = 80°

Calcula la altura de la montafia.

Para poder calcular la altura AB en el tridngulo BAC necesitamos BC, que lo
podemos obtener aplicando el teorema del seno en el tridngulo BCD:

P
CBD = 180° — 80° — 65° = 35°

BC __ - °
250 _ s BC= 250 - sen 80° _ 429,24
sen 35° sen 80° sen 35°
En BAC:
AB .
sen 60° = el — AB = BC sen 60° = 429,24 - sen 60°

AB =371,73 m

Calcula el angulo que forma la tangente a las
circunferencias de la figura con la linea que
une sus centros. Los radios miden 4y 9 cm, y
la distancia entre sus centros es de 16 cm.

En AMP — sen(l=é
AP



9

En BNP — sen o= ——
16 — AP

(16— AP)=9AP - G4-4AP=9iP — 6i=131P - iP-S1
Sustituyendo en la primera ecuacion:
_ 4 _ 52 _ — 540 () l
sen o 3 64 0,8125 — o = 54°20' 27,3

PARA PENSAR UN POCO MAS

42 Las razones trigonométricas sen, cosy tg se amplian con estas otras:
1
cos o

1
sen 0,

secante: sec o =

cosecante: cosec 0, =

cotangente: coilg o =
g g P

Demuestra mediante semejanza de triangulos que estas razones trigonométricas
se representan sobre la circunferencia goniométrica del siguiente modo:

sec o.= OT, cosec o. = 0Q, cotg o.= PQ

PN oS O - .
e Como OCS~ ORT — o = TR; ademas, OR =1 (radio)
Asf: sec o = —1 - Lo _or _or = OT
cos o oc oc OR 1
PN %y AC _
e Como OCS~ QPO — g = %; ademds, OP =1
SC oP
Asi: cosec o = 1. i = O_S = Q_O - Q0 _ Q0
sen o SC SC or 1

PPN T 50 o
e Como ORT~ (PO — 2K L9 - demas, OP=1
R OP
Ast: cotg o = L i =O_R =1§ - o = PO
o IR IR OP 1

43 En un triangulo cualquiera cada bisectriz interior divide al lado opuesto en dos
segmentos proporcionales a los otros dos lados. Es decir:

‘k

™
2|
S

(o]
Al

s
BI

Demuestra esta igualdad y expresa las igualdades correspondientes a las otras
dos bisectrices, AA'y CC'.
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27 ¥ 5 27
«fn app — B4 B4 o, B Bdsna
sen B/2 sen o 2 BA
V% e = S
e En CBB' — BCA - BC — sen B - Besenp CEnB
sen B/2 sen B 2 BC
B'Aseno_ _ BCsenf
BA BC
Como o+ B=180° — sen o= sen
A _ BC
BA BC
Las igualdades correspondientes a las otras dos bisectrices son:
AB _4c . C4 _CB
AB AC CA CB
Demuestra que en un triangulo de lados a, b, c el valor de A

la mediana, m_, sobre ellado a es:

m =% \2b2 + 2c2—a?

a

(Aplica el teorema del coseno en los tridngulos %
ABM, y ABC utilizando, en ambos casos, la ex-
presion en la que figura cos B).

En ABC — b2=a?+ ¢?—2accos B

2 a
En ABM, — m, =(?

+62—2%CCOSB

Despejamos cos B en la primera ecuacion y después sustituimos en la segunda:

N a2+ 2 p2

cos B =
2ac
2 ~
ma2=%+cz—accosB
2 2 2 2 2 2 2 2
m2=9" 12 gc. 4 tcf-bt _a  2_a‘tct-bt
4 2ac 4 2
a? + 4c? — Qa? + 2c? - 2b?)
4
2 2 2
- —da +26 +2b =l(2b2+262_a2)
4 4
Luego:

a

mﬂ=\/%(2b2+2cz—a2) - m =% 2b% + 2¢2 — a2
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