FUNCIONES Y FORMULAS
TRIGONOMETRICAS
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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA'Y RESUELVE

1. Aunque el método para resolver las siguientes preguntas se sistematiza en la
pagina siguiente, puedes resolverlas ahora:

a) ;Cuantos radianes corresponden a los 360° de una circunferencia?

b) ¢Cuantos grados mide 1 radian?
c) ¢Cuantos grados mide un angulo de g radianes?

d) ;Cuantos radianes equivalen a 270°?

) 21 by 209 _ 570 171 4480
2T
360° T _ oo 270° op-3 T
R R D 350e 33
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2. Pasa a radianes los siguientes angulos:
a) 30° b) 72° c) 90° d) 127° e) 200° f) 300°

Expresa el resultado en funcion de 1 y luego en forma decimal. Por ejemplo:

30°=30- —— rad = rad ~ 0,52 rad

180 6
2T o T -
a) 360° 30 % rad = 0,52 rad
21 21
720 = 21 vad = 1,26 12
b) 360° 7 5 rad = 1,26 rad
2 T -
. . 00° = ad = 1 ad
c) 360° 90 2 rad ,57 rad
d) n_ 127° = 2,22 rad
360° ’
271 107w
-2 o — > ~ >
e) 360° 00 rad = 3,49 rad
27 ST -
f . 0= = ad = 5,24 rad
) 360° 300 3 rad = 5,24 rac
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3. Pasa a grados los siguientes angulos:

a) 2 rad b) 0,83 rad 'J) % rad d) % rad e) 3,5 rad
a) 360° -2 =114° 35' 29,6"
27
b) 3600 . 0,83 - 470 55[ 19,8”
21
5 360° T _ L
) 21 5 36
360° . 5T _ s
d) S 3 150
e) 3600 . 3,5 - 2000 32; 6,8”
21

4. Completa la siguiente tabla afiadiendo las razones trigonométricas (seno, cose-

no 'y tangente) de cada uno de los angulos. Te sera til para el proximo aparta-
do:

GRADOS | 0 |30 60 | 90 135(150 210|225 270 330|360
T T 4 5
3

RADIANES

wN

T

ENES

R

La tabla completa esta en el siguiente apartado (pagina siguiente) del libro de texto.
Tan solo falta la dltima columna, que es igual que la primera.
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1. Demuestra la formula I1.2 a partir de la formula:
cos (0. + B) = cos 0. cos B —sen o sen 3
cos (0. — B) = cos (o + (=P)) = cos o cos (—P) — sen o sen () =
= cos o, cos B — sen o (—sen B) =

= cos o, cos B + sen o sen B

2. Demuestra la formula I1.3 a partir de la formula:

_tgoa+ighP
tg (0.~ P) = 1-tgotgf

B o ga+tig P o o+ gh
_ go-1gP
S l+igoigP

*) Como S¢" (—o) = —sen o
cos (=) = cos o
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. Demuestra la formula I1.3 a partir de las formulas:
sen (0. — B) = sen o cos B —cos 0. — sen
cos (0. — B) = cos 0. cos B + sen o — sen

sen(o.—PB)  sen o cosP—cososen
cos(0.—B)  cosocosP+senasen B

g (a—-P) =

sen o cos B cosasen P

cos o cos B cos o cos B g o —1g P

cosacosPp sen o sen P 1+igaigP

coso.cosP  cosa cos P
(*) Dividimos numerador y denominador por cos o cos B.
.Si sen 12° = 0,2 y sen 37° = 0,6, halla cos 12°, &g 12°, cos 37° y g 37°.

Calcula, después, a partir de ellas, las razones trigonométricas de 49° y de 25°,
utilizando las formulas () y (ID.

e sen 12° =10,2

cos 12° = 1 — sen? 12° = V1 - 0,04 = 0,98

0,2
g 12°= —— =0,2
J 098
e sen 37° = 0,6

cos 37° = 1 —sen? 37° = V1 -0,36 = 0,8
1g 37° = % = 0,75
e 49° = 12° + 37°, luego:

sen 49° = sen (12° + 37°) = sen 12° cos 37° + cos 12° sen 37° =
=0,2-08+098 06 = 0,748

cos 49° = cos (12° + 37°) = cos 12° cos 37° — sen 12° sen 37° =
=0,98-08-02-0,6=0,664

1g 12° + 1g 37° 0,2+ 0,75

1g 49° = 1g (12° + 37°) = T g iP g3  T-02-075 1,12
S o _ Sen 49°
Podria calcularse £g 49 cos 49°

e 25° = 37° - 12° luego:
sen 25° = sen (37° — 12°) = sen 37° cos 12° — cos 37° sen 12° =

0,6 - 0,98 -0,8 0,2 = 0,428

cos 25° = cos (37° — 12°) = cos 37° cos 12° + sen 37° sen 12° =
=0,8-098 + 0,6 -0,2=0,904
1g25° = 1g (370 — 120y = 83— 1812 05 -02 _ 59

1+1g37°1g12° 1+0,75-02
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5. Demuestra la siguiente igualdad:

cos(a+b)+cos(a—b) _ 1
sen(a+ b) + sen(a—b) iga

cos(a+ b)+cos(a—b) _ cosacosb—senasenb+ cosacosb+senasenb _
sen (a + b) + sen (a — b) sen a cos b + cos a sen b + sen a cos b — cos a sen b
_2cosacosb _ cosa _ 1
2 senacos b sen a lga

6. Demuestra las tres formulas (I11.1), (II1.2) y (II1.3) haciendo o = en las for-
mulas (1).

sen 200 = sen (0L + O) = sen oL cos 0L + cos 0. sen o, = 2 sen o, cos o
cos 20, = cos (0L + O) = COS 0. COS 0. — Sen 0. sen 0. = cos® o. — sen? o,

_ _ lgotigo _ 21go
1g 200 = 1 = =
g 200=ig (o + 0 1-igaigo 1-1g2a

(=N

e las de 30°.

AE]
2

7. Halla las razones trigonométricas de 60° a partir

|3

sen 60° = sen (2 - 30°) = 2 sen 30° cos 30° = 2 - % .

cos 60° = cos (2 - 30°) = cos? 30° — sen? 30° = (—

2 2 44 4 2
2 1g 30° 2-3/3 2-+3/3  2-43/3
60° = 1g (2 - 30°) = = = = =
& 82300 = 77 8230°  1-(3/37  1-3/9 2/3 V3

8. Halla las razones trigonométricas de 90° a partir de las de 45°.

V2 Nz
2

sen 90° = sen (2 - 45°) = 2 sen 45° cos 45° = 2 - 1

N|® N

R

cos 90° = cos (2 - 45°) = cos? 45° — sen? 45° = (

2 1g 45° 2-1 .
° = 2 - 45°) = = ste.
1g 90° = 1g (2 - 45°) T-1g245°  1-1 — No existe

2seno —sen20, _ 1—coso

9. Demuestra que .
2 sen 0. + sen 20, 1+ coso

2seno—sen20.  2send—2senocoso  2send(1—coso)  1-—cosa.
2 sen o + sen 20, 2 sen o + 2 sen o, cos o 2sen o (1 + cos o) 1+ cos
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10. Siguiendo las indicaciones que se dan, demuestra detalladamente las formu-
las IV.1, IV.2 y IV.3.

— sen
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Como por la igualdad fundamental:
coszg+sen2%=1 - 1=c052%+sen

De aqui:

a) Sumando ambas igualdades:

2

Il
—_
+
|
2
Q
J
I
)
(]!
I
I+
—_
+
SRS
)
Q

o o
1+COSOC=ZCOSZ? - cos? =

b) Restando las igualdades (22 — 12):

2

(]!
I
—_
|
YIS
2
Q
\2
S
N
N[ R
I
+
_
|
oo
S
3
Q

o
1—cosoc=256n23 - sen

e Por Gltimo:

+ 1 - cosa
o _ sen o/2 _ 2 _\/1—cosoc
g = = =

cos 0,/2 1+ cos o
+ 1+ cosa
B V 2

11. Sabiendo que cos 78° = 0,2, calcula sen 78° y tg 78°. Averigua las razones
trigonométricas de 39° aplicando las formulas del angulo mitad.

e cos 78°=0,2

sen 78° = V1 — cos? 78° = V1 - 0,22 = 0,98

0,98
o — ) =4
1g 78 o2 9

)

. o o 78 1—cos78°=\/1—0,2= ‘
sen 39° = sen 5 \/ > > 0,03

o_ 78 _ . [1+cos78° =\/1+o,2 _
cos 39° = cos — \/ 5 > 0,77

78° 1 — cos 78° \/1_02
10 39° = 1 - - = 2082
§39° =18 = \/1+cos78° 1+02

12. Halla las razones trigonométricas de 30° a partir de cos 60° = 0,5.

e cos 60° = 0,5

e S o = 600 = —1 — 0’5 =

sen 30° = sen > '\, > 0,5
60° _ 4 /w = 0,866

2 2

° 1—
zgso°=tg6%= %w,sw
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13. Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de cos 90° = 0.

® cos 90° =0
o sen 45° = sen 00° _ 4/1=0 . ’\'i = ﬁ
2 2 2 2
cos 45° = cos 9go= 1+O=g

o — 1- — —
1g 45 tg 2 '\,1+0 V1

14. Demuestra que 21g o - sen? % + sen o= 1g O.

o 1 - coso
2tga-sen25+sena=2tga-T+Sen0c=
sen 1 - cos
=—a(1—cosa)+sena=sena(—a+l =
coSs O cos o
_ 1—cosa+cosa) 1 _
= sen o =sen o - =
cos o cos o
sen o,
= =l’g(x
CcoSs O
2sen o — sen 20, o
15. Demuestra que = tg2 —.
q 2sen o + sen 20, 8 2
2 sen oL — sen 20, _ 2 sen o — 2 sen o cos o _
2 sen o + sen 200 2 sen o + 2 sen o cos o
_2seno(l-coso) _ 1—cosa _ 2 &
2 sen o (1 + cos o) 1+ cosa 8 2

Pagina 135

16. Para demostrar las formulas (V.3) y (V.4), da los siguientes pasos:
e Expresa en funcion de o y P:
cos (o+P)=... cos (0—P) = ...

e Suma y resta como hemos hecho arriba y obtendras dos expresiones.
e Sustituye en las expresiones anteriores:

oa+B=4

o—-pB=B
. cos (o + B) = cos o cos P — sen o sen B

cos (o — P) = cos o cos B + sen o sen B

Sumando — cos (ot + B) + cos (o —P) = 2cosacos B (1)

Restando —  cos (o0 + B) — cos (ot — PB) = -2 sen o sen B (2)
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e Llamando a+P=a - o= A+B, B= A-B (al resolver el sistema)
o-p=8B 2 2

e Luego, sustituyendo en (1) y (2), se obtiene:

(1) = cosA + cosB =2 cos A;B cos A;B

(2) = cosA—cosB=-2sen A;B sen A;B

17. Transforma en producto y calcula:

a) sen 75° — sen 15° b) cos 75° + cos 15° ©) cos 75° — cos 15°
a) sen 75° — sen 15° = 2 cos 75° ; 15° sen 75° ; 15° _
V2 1 2
= 2 N 4 o o — 2 L Yys b N2
cos 45° sen 30 5 5 5
b) cos 75° + cos 15° = 2 cos L2 er 17 o5 22 ; LRl

750415  75°— 15

C) cos 75° — cos 15° = =2 sen

V3

2

= -2 sen 45° cos 30° = -2 -

S
NES

18. Expresa en forma de producto el numerador y el denominador de esta frac-
cion y simplifica el resultado:
sen4a + sen2a
cos 4a + cos 2a

4a + 2a 4a — 2a
2 sen cos
sen 4a + sen 2a_ _ 2 2 _ 2sen3a - 10 3a
cos 4a + cos 2a 4a + 2a 4a — 2a 2 cos 3a 8
2 cos cos
2 2
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1. Resuelve estas ecuaciones:
a)2cos?x+cosx—1=0 b) 2sen?x—-1=0
AQtg’x—tgx=0 d) 2sen?x +3cos x=3
D  —1+N1+8 _ —1+3  _— 1/2 = x, =060° x,=300°
a) cos x = y ST T T 5 =180

Las tres soluciones son validas (se comprueba en la ecuacion inicial).
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1
2 = _
*T3

o[

b)2sen?x—-1=0 — sen

-

® Si senx=¥ — x; =45° x,=135°

e Si senx= —g - Xy = —45° = 315°, x, = 225°

Todas las soluciones son validas.

O1glx—1gx=0 = IgxUgx—-1=0 —

igx=0 — x; =0° x,=180°
%
[gx=1 — x3=45° x,=225°

Todas las soluciones son validas.

dD2sen?x+3cosx=3 D2 (1—cos?x)+3cosx=3

2 2 2

® Como sen?x+cos?x=1 — sen?x=1-cos?x

2-2cos?x+3cosx=3 — 2cos?x—3cosx+1=0

3+V9-8 _ 31 _ _—1

T T T T T T~

Entonces: ® Si cosx=1 — x; =0°
. 1
e Si cosx= 5 — x, = 60°, x; =—-60° = 300°
Las tres soluciones son validas.

2. Resuelve:
a) 4cos 2x+3cosx=1 b) tg 2x + 2cos x = 0
) V2 cos (x/2) —cos x =1 d) 2sen x cos?x—6sen3x=0
A 4cos2x+3cosx=1 — 4(cos?x—sen?x)+3cosx=1 —
— 4 (cos?x—(1—cos?x)+3cosx=1 — 4Qcos’x—-1)+3cosx=1 —
— 8cos?x—-4+3cosx=1 = 8cos’x+3cosx-5=0 —

o _ =3+N9+160 _ -3+13 _ _— 10/16 = 5/8 = 0,625
—> COS X 16 ]6 \_1

* Si cosx=0,625 = x, =51°19' 413" x, = -51° 19' 4,13"

eSi cosx=-1 — X3 = 180°

Al comprobar las soluciones, las tres son validas.

b)tg2x+Zcosx=O—>—2tgx +2cosx=0 —
1-1g2x
_gx +cosx=0 — Sen X/cos X +cosx=0 —
1-1g%x 1 — (sen? x/cos? x)
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Sert X Cos X

- 2GR CA 4 cosx=0 — senxcosx + cosx (cos?x—sen?x)=0 —
cos? x — sen? x

— cosx (senx+ cos?x—sen?x)=0 — cosx (senx +1—sen?x—sen?x) —
— cosx (1 +senx—2sen?x)=0 —

cosx =0
- “1+N1+8 -1/2
— 017 2 = S\ = - - - =/
{1 +senx—-2sen x=0 — senx = <

®Si cosx=0 — x; =90° x,=270°
o Si senx= —% - x, = 210°, x; = 330° = =30°

*Si senx=1 — x5 =90° = x;

Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son validas.

T cos
C)\/Ecos%—cosx=l - 2 1% —cosx=1 —

—>\Nl+cosx —cosx=1 - Nl—cosx =1+ cosx —

— 1+ cosx=1+ cos? 2

xX+2cosx — coscx+cosx=0 — cosx(cosx+1)=0
®Si cosx=0 — x =90° x,=270°

®Si cosx=-1 — x;=180°

Al comprobar las soluciones, podemos ver que las Gnicas validas son:

x; =90° y x;3=180°

d)2senxcos?x—6sen3x=0 — 2senx (cos?x—3sen?x)=0 —
— 2senx (cos?x+sen?x—4sen?x)=0 — 2senx(1—4sen?x)=0
e Si senx=0 — x, =0° x,=180°

2

e Si sen“x = 1 - senx=ir% = x3=300, x, = 150°, x5 = 210°, x4 = 330°

4 >

Comprobamos las soluciones y observamos que son validas todas ellas.

3. Transforma en producto sen 3x — sen x Yy resuelve después la ecuacion
sen 3x —sen x = 0.

sen 3x—senx =0 — 2 cos 3x2+x sen sz—x =0 > 2cos2xsenx=0 —
N cos 2x =0
senx =0
2x = 90° - X = 45°
2x = 270° - X, = 135°

e Si cos2x=0 — 2x=90°+360° _>x3=2250
2x = 270° + 360° — x; = 315°
e Si senx=0 = x5=0° x;=180°

Comprobamos que las seis soluciones son validas.
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. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

3n

a) sen (T — x) = cos (7 —x) +COST

b) sen (% —x)+\/§senx=0

a) sen (T —x) = sen x

I . 2
cos (5— - x) = —sen x ( Entonces, la ecuacién queda:

cosm=-1
senx=-senx—1 — 2senx=-1 — senx = %
Si senx = _71 — X = 7%trad, X, = 11anald
Al comprobar vemos:
X = 7% - sen(ﬂ:—x)=sen(ﬂ:—7%)=sen% = _71
(5n )_ (37: 715)_ 2n |
cos (== —x|=cos |=— - —=|=cos — =cos — = —
2 2 6 6 3 2
Luego la solucion es valida, pues:
sen (n —x) = _—21 = cos(%t —x) + cos T = % + (D
x, = HT 5 sen (T —x) = sen (Tl:— 11_15) = sen (_S—E) -1
2 6 6 6 2
(STE )_ (315 11n)_ (—Zn)_ (—n)_l
cos | = —x| = cos = - ——| = cos =cos |—| = =
2 2 6 6 3 2
Luego también es valida esta solucion, pues:
-1 3n ) 1
5 —x)=— =cos | —x|+cosm== + (-1
sen (T — x) 5 cov(z x|+ cosTm == D
Por tanto, las dos soluciones son validas: x, = 7% rad y x, = HTTC rad
b) sen (E —x) =sen L cosx — cos L sen x = —= cos x — ~= sen x
4 4 4 2 2

Luego la ecuaciéon queda:

V2 V2

Tcosx—ﬁsenx+ \/Esenx=0 - 7605x+¥senx=0 -

I T
cosx+senx=0 — cosx=-senx — x; =~ rad, x2=Trad

4

Comprobamos que ninguna solucion vale. Luego la ecuacion no tiene solucion.
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5.

Escribe, en radianes, la expresion general de todos los angulos que verifican:
a)tgx=—\/§ b) sen x = cos x
c)sen’:x=1 d) sen x = tg x
a) x = 120° + k- 360° o bien x = 300° + k& - 360°
Las dos soluciones quedan recogidas en:
x=120°+ k- 180°=27n+/enrad=x con ke”Z

b)x=%+/enrad con ke”Z

c)Si senx=1 —>x=%+2/e1‘crad
%x=%+lenrad con ke”Z

Si senx=-1 — x=37n+2/enrad

d) En ese caso debe ocurrir que:
O bien senx=0 — x=/kwrad

— x=kmnrad con ke”Z
O bien cosx =1 — x=2kmnrad
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Grados y radianes

1

Expresa en grados sexagesimales los siguientes angulos dados en radianes:

2n 4 51 7n on
a)3 b)3 c4 d)6 e)2

@ Hazlo mentalmente teniendo en cuenta que T radianes = 180°.

a) 120° b) 240° c) 225° d) 210° e) 810°

Expresa en grados sexagesimales los siguientes angulos dados en radianes:

a) 1,5 b) 3’2

O 42,75

2 3600 . 175 = 85° 56: 37" b) ﬁ . 372 = 183° 20" 47"
21 2

o 30 5 - 2860 28 44 ) 30575 - 157 331 4y
o1 21

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas 0



3 Pasa a radianes los siguientes angulos dados en grados.

Exprésalos en funcion de m:

a) 40° b) 108° c) 135°
d) 240° e) 270° f) 126°
@& Simplifica la expresion que obtengas sin multiplicar por 3,14...
40m _ 2m
) 180 9
21 2 21 3n
a) =2 . 4 o - =v -1 o —
T b 35r 1S
2n 3n 21 4m
©135° = — d ©240° = —
9 3500 1773 ) 3600 23
M yge - 3T M pge - TN
) 360° 270 > ) 360° 126 10

4  Halla, sin utilizar la calculadora:

n

a) 5 cos >

i
—cosO+2cosn—cos37 +cos2T

b)5tgn+3003%—2tg0+sen372n—23en2n

)5 0-1+2--D-0+1=-2
b)5:-0+3-0-2-0+CD-2-0=-1
5 Prueba que:

e
a) 4 sen — T tV2cos ™ +cosm=2

6 4
2n T T
b)2\/gsen3 +4sen6 2 sen > =3
a)4sen£+ ZCOS£+COSTC=4'l+\/E'ﬁ+(—1)=2+1—1=2
6 4 2 2
\/7
b)Z\/gsen?+4sen€—Zsen?—2\/7 +4 - ——2 1=3+2-2=3

6 Halla el valor de A sin utilizar la calculadora:

T T
a)A=senf+senE +senm

4
27 4T
b) A= sen? + sen?—senZTC

c)A=cosn—cos0+cos%—cos37n
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V2 V2

A=2 1140=22 4
2) 2 2

_\3 (\/3) _
b)A_T+_7 -0=0
DA=-1-1+0-0=-2

7 Expresa con un angulo del primer cuadrante:
a) sen 1215° b) cos (-100°) ¢) tg (-50°)
d) cos 930° e) tg 580° f) sen (=280°)

a) 1215° = 3 - 360° + 135°

} — sen 1215° = sen 135° = sen 45°
135° = 180° — 45°

b) 100° = 180° — 80° — cos (=100°) = cos 100° = —cos 80°

sen (=50°) _ —sen 50°
cos (=50°) cos 50°

o) 1g (-50°) = = —1g 50°

O]
d) cos 930° = cos 210° = cos (180° + 30°) = —cos 30°

930° = 2 - 360° + 210°

sen (180° + 40°) _ —sen 40°
cos (180° + 40°) —cos 40°

(%)
e) 1g 580° = 1g 220° = tg (180° + 40°) =
5800 = 360° + 220°

= 1g 40°

£) sen (=280°) = sen (—280° + 360°) = sen 80°

8 Busca, en cada caso, un angulo comprendido entre 0°y 360°, cuyas razones
trigonométricas coincidan con el angulo dado:

a) 3720° b) 1935° ©) 2040°
d) 3150° e)-200° f) —820°
a) 3720° =10 - 360° + 120° — 120°
b) 1935° =5 - 360° + 135° — 135°
©) 2040° = 5 - 300° + 240° — 240°
d) 3150° = 8 - 360° + 270° — 270°
e) —200° + 360° = 160° — 160°

f) —=820° + 3 - 360° = 260° — 260°

9 Halla, en radianes, el angulo o tal que sen o = 0,72 y cos o <O0.

sen a=0,72>0
cos <0
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10 Indica, sin pasar a grados, en qué cuadrante esta cada uno de los siguientes

angulos:

a) 2 rad b) 3,5 rad ¢) 5 rad
@ Ten en cuenta que:
T 3n
2 = 1,57, = 3,14 ) =4,7; 2 = 6,28
a) 29 cuadrante b) 3< cuadrante ¢) 4° cuadrante

Férmulas trigonométricas

11 Halla las razones trigonométricas del angulo de 75° sabiendo que
75° = 30° + 45°.

sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45° =

2,3 N2 _N7eE

22 2 4
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45° =

N3 V2 1 N2 Ne-2
2 2 2 2 4
19 75° = 1g 30 + dse) = 830 rigd> _ N33e1 NEREE

1-1g30°1g45° | _\3;3 (V3 -3)3
3+V3 _3+V3) _9+3+6V5 _

5_\/g 9-3 6
_ 12+66\/g —2+13

NOTA: También podemos resolverlo como sigue:

sen 75° \/E+\/€_ (\/E+\/g)2 _ 2+6+2\/E=

cos 75° _\/g_\/g_ 6-2 4
=—8+44\/g =2+13

1g 75° =

12 Sabiendo que sen x = % Y que % < x <7, calcula, sin hallar previamente

el valor de x:

a) sen 2x b) tg % C) sen (x + %)

d) cos x—%) e)cos% f)tg(x+%)

- Tj - 3\ __4 __3 , .
Tienes que calcular cos x = — A\[1— 5] 7S y tgx-= -7 aplicar las for-

mulas.
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cosx=-N1-sen?x =- A[1- % = —% (Negativo, por ser del 22 cuadrante).
sen x 3
1 = = =
X7 Cosx 4
- _,.3 ( 4) _ 24
2x =2 =22 . (-2)=-£
a) sen 2x sen x cos x 5 5 >

X _ 4| l-cosx _ 1—(—4/5)=\/9/5=
b)th \/1+cosx \/1+(—4/5) 1/5 5

Signo positivo, pues si x € 22 cuadrante, entonces — € 1€ cuadrante.
K 2 2

c) sen (x+ %) = sen x cos % + cos x sen % =
=2.£+(_£).i=3@_—4
5 2 5 2 10
d) cos x—l) = cosx cos T + sen xsen X =
3 3 3
=(_i).i+z.£=5@_—4
5 2 5 2 10

e)cosﬁ(;)\/l+cosx =\/1—4/5 =\/1/5 =\/L= V10
2 2 2 2 10 10

® Signo positivo, porque % € 1€ cuadrante.

f)tg(x+£)= gx+igmn/4 _  =3/4+1 _1-3/4 _ 1
4 1-tgxtg /4 1-(3/4-1 1+3/4 7
13 Halla las razones trigonométricas del angulo de 15° de dos formas, conside-
rando:
30°
a) 15° = 45° — 30° b) 15° = >

a) sen 15° = sen (45° — 30°) = sen 45° cos 30° — cos 45° sen 30° =

2 3 V2152
4

S S = 0,258819

cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° =
- @ = 0,965926

sen 15° _ \/g—\/g_ 6+2-2V12 _

to 15° = =
815 cos 15° [+ 2 6-2
=8‘4—4\/§=2—x6 = 0,267949
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30° =\/1—60550° A 1=v32 =\/2—x/§
2 2 2 4

V2 -3

= Y2V 258819
2
cos 15° = cos % = \/ 1+ c;s 30° _ \/ 1+ f/z = \/ 2 +4\/§ = 0,9659258

V2-+3 _ 0258819
V2++v3 09659258

tg 15° = = 0,2679491
14 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)2cos®? x—sen’x+1=0
b) sen? x—senx =0
@ Saca factor comiin e iguala a cero cada factor.
©)2cos?x—VN3cosx=0

d) sen? x —cos* x=1

e)cos: x—sen? x=0

f)2cos’x+senx=1

©3tg?x-V31gx=0

a)2cosix—sen?x+1=0
(R —

2

}—) 2 cos?x—costx=0
cos? x

x, = 90°

cos?x=0 - cosx=0 —
x, = 270°

Al comprobarlas en la ecuacion inicial, las dos soluciones son validas. Luego:

X = 90° + & 360° = 2+ 2k

con ke”Z

%, = 270° + k- 360° = 2+ 2k

Lo que podemos expresar como:

x=90°+/e~180°=%+/en con keZ

b)senx(senx—-1)=0 —
senx =0 — x;=0° x,=180°
%
senx =1 —>x3=90°

Comprobando las posibles soluciones, vemos que las tres son validas. Luego:

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas 0



x, = k- 360°=2kT
x,=180° + k- 360° = T + 2k

con keZ
x5 = 90 + ko 360° = 2 + 2k
O, de otra forma:
x = km=k 180°

con keZ

xy= 2+ 2k = 90° + & 360°
(x, asi incluye las soluciones x; y x, anteriores)

<) cosx(Z cosx—\/§)=0 -
cosx=0 — x; =90° x,=270°
- 3
COSX = —= = X3 = 30°, x, = 330°

Las cuatro soluciones son validas. Luego:

X = 90° + ko 360° = 2+ 2k

x2=270°+/e~3600=37n+2kn

con keZ
Xy =307 + ko 360° = % + 2k
X, =330° + k- 300° = 1? +2kT

NOTA: Obsérvese que las dos primeras soluciones podrian escribirse como una
sola de la siguiente forma:

x=90°+/e-180°=%+/en

DA -cos?x)—cos?x=1 = 1-2cos’x=1 — cos*?’x=0 —
— cosx=0 — X =90
x, = 270°
Las dos soluciones son validas. Luego:
o o — TE
x; =90° + k- 300 —?+2Ien

con ke”Z

%, = 270° + k- 360° = 2L+ 2k

O, lo que es lo mismo:

x=90°+/e~180°=%+/en con ke”Z
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e)(1l-—sen?x)—sen’x=0 - 1-2sen?x=0 —

, 1 \2

— sen ‘X‘:E —>senx=i7

e Si senx=g — x; = 45°, x, =135°
. 2 o °
e Si sen x = ——= — xy = 225° x;=315

Comprobamos que todas las soluciones son vilidas. Luego:

x1=45°+/e~3600=%+2/en
%, =135 + k- 360° = 2+ 2k

keZ
x5=225°+/e-36oo=57“+2/en R
% =315 + k- 360° = [T+ 2k

O, lo que es lo mismo:

x=45°+/e~90°=%+/e~% con ke”Z

H2U-sen?x)+senx=1 - 2-2sen’x+senx=1 —

S 2sentx—-senx—-1=0 -
L _1xV1+8 _ 13 __—1 = x=90°
sen x i 4 ™~ -1/2 > x, = 210°, x5 = 330°

Las tres soluciones son validas, es decir:

X = 90° + & 360° = 2+ 2k

x2=210°+/e-360°=77n+2/en con keZ
2y = 330° + k- 360° = 1%" +2kT

g)tgx(3 1g x — \/§)=O -

Igx=0 — x =0° x,=180°

%
Igx x = g — x3=30° x,=210°

Comprobamos las posibles soluciones en la ecuacion inicial y vemos que las
cuatro son validas.
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Entonces:
X, = k- 360°=2kT
x2=1800+k~3600=ﬂ:+2/e7t

x3=30°+/e-360°=%+2/en con keZ

2= 210° + k- 360° =TT+ 2k

Lo que podria expresarse con solo dos soluciones que englobaran las cuatro an-

teriores:
x1=/e~1800=/en

x2=50°+/e-180°=%+/e1t con keZ
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15

16

Halla el valor exacto de estas expresiones:

sn, 3n__7n
a) sen 4 + cos 4 sen 4
b)coss?n+tgi;—tg%

i n n n
c)\/gcos 6 + sen 6 \2 cos 4 2\/§sen 3

2

G (2] ().

2 2

b>%+(3—g= 5+6\/g_2€= 3+64V§

2
Sabiendo que sen x = % Yy que x es un angulo del primer cuadrante,
calcula:
a) sen 2x b) tg % c) cos (30° — x)
2

senx=g cosx, 1g x>0

- sen x/2 >0
x € 1¥ cuadrante % € 1¢f cuadrante — 4§ cos x/2 > 0

1gx/2>0
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3
cigu- 23 205
Vs/3 5
zt)sean=25€nxcosx=2-%~§=4—;/g

byt X =\/1—cosx =\/1—2\/§/5 =\/5—2\/§ _
8 2 1+ cosx 1+2\/§/5 5+2\/§

=\/25+4-5—20\/§ _ 45—520\/? —o_ivs

25—-4-5
¢) cos (30° — x) = cos 30° cosx+sen30°senx=§‘ Z;E +%‘%=
_N15 1 3V15+5
5 3 15
17 Si tga=-4/3 y 90° <o < 180°, calcula:
a) sen (%—a) b) cos (180°—%) ©) tg (900° + o)
90° < < 180° — {sen(x>0
cos o< 0
Ademas, % € 1¢f cuadrante
4
e lgOL=——
& 3
o 1 = 1g? 0c+1—1—6+1 B costa=2 - coso=-2
cos? o 9 9 25 5
N o 16 4
e sen o= \1 - cos? o 1——— 55 "3
n —sen & —cos & 123 o A3
a)sen(z—oc) senzcos(x coszsenoc 1 ( 5) 0 5 5
b) cos 180°——) = cos 180° cosg+sen 180° seng——co %=

,1+c050c ’1+(3/5) 4'
V T ?z_?

©) g (900° + o) = 1g (2 - 360° + 180° + o) = 1g (180° + o) =
1g180° +1g o _ 0+ (=4/3) 4

T 1-1g180° g0 1-0-(—4/3) 3
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18 Sabemos que cos x = -3 y sen x < 0. Sin hallar el valor de x, calcula:

4
a) sen x b) cos (t + x) C) cos 2x
x n _x
d) g 2 e)sen(2 x) f)cos(n 2)
cos x = =3/4 } — x € 3<f cuadrante = X €29 cuadrante
senx <0 2

) sen x =-\1—cos? x =—\/l—%=—\/i=—ﬁ

b) cos (T + x) = cOS T cOS X — sen T sen x = —cos X =

SN{[SY

2y _sen?x=2 - L =2 -

1
6 16 16 8

X ll—cosx _ /1+3/4= 7 _
d)tgi__ 1+ cosx 1-3/4 1 i

T T T 3
e) sen S =] = sen = cosx — cos = sen X = cos X ===

C) COS 2X = COS

f) cos

X X X X
n——) COS L COS — + sen T sen — = —cos — =
2 2 2 2

_(_\/H;osx):\/l_;m \/%g

19 Si cos78°=0,2 y sen37°=0,6, calcula sen 41°, cos 41° y tg 41°.

41° = 78° — 37°

o sen 78° = V1 — cos2 78° = V1 — 0,22 = 0,98

e cos 37° = V1 —sen?37° = V1 -0,6> = 0,8

Ahora ya podemos calcular:

e sen 41° = sen (78° — 37°) = sen 78° cos 37° — cos 78° sen 37° =
=0,98-0,8-0,2-0,6=0,664

e cos 41° = cos (78° — 37°) = cos 78° cos 37° + sen 78° sen 37° =

0,2-0,8+0,98-0,6=0,748

sen 41° 0,004
cos 41° 0,748

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas 0

o 1g 41° = = 0,8877



20 Sitg(a+P)=4vy tgo=-2, halla g 2f.

_ 1go+igP _ —2+1gP
8@+ P 1-tgotgP > 1+21gPB
6

- 4+81gP=-2+1gP - 71gPp=-6 > l‘gB=—7

Luego:
212 B 2 (=6/7) -12/7 _ -12-49 _ 84

tg 2B = - - oad
2 2P 1—1g2p 1-36/49  13/49  7-13 13

PARA RESOLVER

21

22

23

En una circunferencia de 16 cm de radio, un arco mide 20 cm. Halla el angu-
lo central en grados y en radianes.

@ Halla la longitud de la circunferencia y escribe la proporcion entre las longitu-
des de los arcos y la medida de los dngulos.

o Como la circunferencia completa (o0 = 100,53 cm) son
0@ 2m rad, entonces:
>
100,53 _ 2m 20 - 2m
——=—— = oa=—"—+=125rad
3 20 o 10053 P
o= 30 425 - 710 37 110

27

Halla, en radianes, el angulo comprendido entre 0 y 27 tal que sus razones

trigonométricas coincidan con las de lin .
O0<oa<2rm
11m 8T + 31 111 3T 3n
= — =20+ = = o= ——
4 4 4 4 4

sen(0.+B) tga+igP

sen(0.—B) tgo—tgB’

@& Aplica las formulas de sen (0. + ) y sen (0. —B). Divide tanto el numerador co-
mo el denominador entre cos o. cos [ y simplifica.

Demuestra que

sen (o +B) _ sen o cosP + cososen B ©
sen (0. —B) sen o cos B — cos o sen B

senocosP cos o sen B
~cosacosB cosocos B oo+ g P
senocosPp cos ausen B igo—igfP

cosocosP  cos o cos P

® Dividimos numerador y denominador entre cos o cos B.
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2 X

24 Prueba que 2ig x cos o Tsemx=lgx.

. x
@& Sustituye cos? > =

X 1+ cosx X 1+ cosx
Como cos—=i’\’— — cos? L= 2
2 2 2 2

Y sustituyendo en la expresion:

2 X senx 1+ cosx
——senx =2 : —sen x =
2 CcOS X 2

2 1g x cos

sen x (1 + cos x) —sen x cos x O

cos X
_ senx [l +cosx—cosx] _ senx - g
cos x cos x

® Sacando factor comun.

25 Demuestra que cos (x + %) —cos (x + Z?R) = cos x.

@ Desarrolla y sustituye las razones de X y 2n

3 3

cos (x+ l) — cos (x+ 2_1t)
3 3

T om 2T 2T
= cosxcosg—senxseng - cosxcosT—senxsen? =

fewo s B]-fowol s 5]
[(cosx) ?—(sen X) 5 |- (cos x) ) — (sen x) >

1 \3 1 V3 ‘
= 5 COSX = == SeNn X+ = COSX + —= Sen X = cosx
26 Demuestra que cos o cos (0.— ) + sen o, sen (0.— ) = cos B.
@ Aplica las formulas de la diferencia de dngulos, simplifica y extrae factor comziin.
cos o.cos (o — B) + sen o sen (o — P) =
= cos o (cos o cos B + sen o sen B) + sen o, (sen oL cos B — cos o sen B) =
= cos? o, cos B + cos o sen o, sen B + sen? o cos B — sen oL cos o sen P =
= cos? o cos B + sen? o cos P (;)COSB (cos? o+ sen? o) = cos B - 1 = cos B

® Extraemos factor comun.

2 sen 0,— sen 20, -2 &

27 P .
rueba que 2 sen o + sen 20, 2

2seno—sen20. _ 2seno—2seno.coso _ 2sen o (1—cosa) _
2 sen o + sen 20. 2 sen oL + 2 sen o, cos o, 2 sen o (1 + cos o)

1—cosa -2 &
1+ cosa 2
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29

30

31

2 cos (45° + o) cos (45° — o)
cos 20

Simplifica:
@ Al desarrollar el numerador obtendrds una diferencia de cuadrados.

2 cos (45° + o) cos (45° — o)
cos 20,

2 (cos 45° cos o, — sen 45° sen o) (cos 45° cos o. + sen 45° sen o)

cos? o — sen? o

_ 2 (cos? 45° cos? o — sen? 45° sen* o) _

cos? o — sen? o.

2 2
_ 2 [(\/5/2) cos? o — (V2/2)° sen? o _ 2-1/2cos’a—2-1/2sen’ o
cos? o — sen? a cos? o — sen? o

cos? o — sen? o
cos? o — sen? o

Demuestra: cos(a—P) _1+igo tgh
“cos(+P) 1-tgo tgh

=1

cos(a—P) _ cosocosPB+senosenfB ©
cos (o + B) cos o cos B — sen o sen B

cos o, cos B | Sen o sen B

_ cosocosp  cosacos B 1+igoigP ) Dividimos numerador y
cos o, cos B sen o sen BB 1-tgatgP denominador entre:
cosacos cos o cos B cos o. cos B

. . . < sen 20, o

Simplifica la expresion 1—costa Y calcula su valor para o = 90°.

— cos
sen 200 _ 2sen 0.cosO _ 2 Cos 0.
1 - cos? o sen? o sen o,
. 2 cos o 2-0
Por tanto, si a=90° = sen 20 _ = =0
1 - cos? a sen o 1

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)sen(%+x)—\/?senx=0

Fefren( o4

b) sen 6 2

c) sen2x—2cos*x=0

@ Desarrolla sen 2x y saca factor comiin.

d) cos2x—-3senx+1=0

@ Desarrolla cos 2x y sustituye cos? x = 1 —sen? x

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas



T T
a) sen — cosx+coszsenx—\/asenx=0

4
g cos x + Tzsenx— 2senx =0

V2 2 ~ _
- cosx—Tsenx—O —> cosx—senx=0 —

— cosx =senx %xl=£, x2=5—n
4 4

Al comprobar, podemos ver que ambas soluciones son validas. Luego:

xp= Tt 2km =450+ ko 360°

con ke”Z

x2=57n+2/en=225°+/e~360°

Podemos agrupar las dos soluciones en:

x=%+/e7c=45°+/e-180° con ke”Z

b i T b 1
b)sen— COS X — COS — Seén X + COS — COX X + sen — sen x = —
6 6 3 3 2
lcosx—£senx+ lCOSDC‘*'£561’ZX=l
2 2 2 2 2

1 __—x=m3

%COSX"‘%COSX:% — COS X = > \X2=STC/3

Comprobamos y vemos que:

n_ @ LI A B N R,

xl%sen(g—g)+cos(§—g)—sen( 6)+COSO 2+1 >
x ﬁsen(ﬂ_S_Tt)+Cos(£_5_ﬂ)=sen(_5_ﬂ)+cos(_4_n)=1_1=i
z 6 3 3 3 3 3 2 2

Son validas las dos soluciones. Luego:

xl=%+2kn=60°+/€-3600
con ke”Z
x2=5?n+2/en=3000+/e~360°

o) 2senxcosx—2costx=0 — 2cosx (senx—cosx)=0 —

N cosx=0 — x; =90° x,=270°
senx = cosx — x5 =45° x;=225°

Comprobamos las soluciones. Todas son validas:
o o — T
x, =90° + & - 360 —?+2/en

x2=270°+/e~3600=57n+2/en
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Xy = 450+ k36007 = T+ 2k

x4=225°+/e~3600=57n+2kn

También podriamos expresar como:

X =90°+ k- 180° = 2+ ke
con ke”Z
Xy =450+ k1807 = T 4k

dDcos?x—sen?x—-3senx+1=0 > 1l—-sen’x—-sen’x-3senx+1=0 —

—>1-2sen?x—-3senx+1=0 = 2sen’x+3senx—-2=0 —

3+V9+16 _ -3+5 __—1/2 = x, =30° x,=150°
4 4 T~_2 — jImposible;j, pues |sen x| <1

— senx =

Comprobamos que las dos soluciones son vilidas.

Luego:
xl=30°+/e«560°=%+21en

con keZ
Xy = 150° + k- 360° = 25+ 2k
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32 Resuelve estas ecuaciones:

a) 4 sen®> x cos? x+2cos2x—-2=0

2 2

@& Al bacer sen- x = 1 —cos” x, resulta una ecuacion bicuadrada.

2

Haz cos” x =z y comprueba si son vdlidas las soluciones que obtienes.

b) 4 sen? x + sen x cos x —3cos’ x=0

@& Divide por cos? x y obtendrds una ecuacion con ig x.

X 1
2= tcosx——=0

C) cos > 2

d)tg2%+1=cosx
e)2sen2%+cos2x=0

) 4(1 —cos?x) cos?x+2costx—2=0
4cos?x—4costx+2costx—2=0

4costx—6costx+2=0 — 2costx—3costx+1=0
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Sea cos?x=z — costx=22

Asi:

2 3+V9 -8 5i1/

—32+1=0 - z= T - 22—

2z

_ _ /,X‘1=0°
/21 1 — cosx il\x2=180°

\ 1 N2 Xy = 45°, x; = 315°
= = 4+ =
ZZ > — COS X 5 ~_ xg — 15507 x@ - 2250

Comprobando las posibles soluciones, vemos que todas son vilidas. Por tanto:
x, =k 360°=2km

x,=180° + k- 300° =1 + 2k T

o C)_TE
Xy = 457+ k- 360° = T+ 2k

Sn con ke”Z
X4=3150+/e'3600=7+2/€n
x5 =135 + k- 360° = 2+ 2k
x6=225°+/e~360°=77n+2kn
O, agrupando las soluciones:
X =k 180° = kT
con ke”Z

Xy =450+ k90 = T+ k

|a

b) Dividiendo por cos? x:

4 sen? x L Senxcosx _ 3 cos? x _ 0 -
cos? x cos? x cos? x

- 4i1glx+i1gx-3=0 -
3 {xl=36° 52' 11,6"
= -
—_ (o] ! "
e _1im=_1i7= 4 x, = 216°52' 11,6
8 8 x, = 135°
-1 - 3
.X'4=315°
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Las cuatro soluciones son validas:

2y = 36° 52/ 11,6" + k- 360° = % +2kT

x, = 216° 52" 11,6" + k - 360° = 6?n +2km
con ke”Z
_ o o _ 3m
x3_155 + k- 360 —?+2/eﬂ:
x4=315°+/e-360°=7?n+2/en
O, lo que es lo mismo:
‘X‘]=36052l 11,6”+/€'1800z%+kn
con ke”Z
x2=135°+/e-1800=37”+/en
9] 1+§osx +cosx—%=0 — l+cosx+2cosx—1=0 —

—> 3cosx=0 —> cosx=0 — x; =90° x,=270°

Las dos soluciones son validas. Luego:
X = 90° + & 360° = 2+ 2k

keZ
x,= 2700+ k- 360° = 2% 4 2 [ 0 " C

Agrupando las soluciones:

x=90°+/e-180°=% +hn con keZ

1-cosx

—— =22 +1=cosx > 1l—cosx+ 1+ cosx=cosx+ cos®x —
1+ cosx

— 2=cosx+ costx — cos?x+cosx—2=0 —

-1+NV1+8 -1+3 -1 = x=0°

— cosx = =
2 2 T~ -2 — [Imposible!, pues |cosx| <1
Luego:
x=k-360°=2km con ke”Z
6)2-1_%+6052x—sen2x=0 -

—> 1-cosx+cos?x—(1—-cos?x)=0 > 1—cosx+cos?x—1+cos?x=0 —
— 2cos?x—cosx=0 — cosx2cosx—-1)=0 —

cosx=0 — x; =90° x,=270°
cosx=1/2 = x; = 60°, 2x, = 300°
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Se comprueba que son vilidas todas. Por tanto:

X = 90° + ko 360° = 2+ 2k
x2=270°+/e~3600=57n+2kn
con keZ

=60°+k-360°= L +2km
Xy 3 3
x4=300°+le-360°=5?n+2/en
Agrupando las soluciones quedaria:
X, =907 +k180° = T+ km
x2=60°+/e~360°=%+2/en con keZ
x3=300°+/e-360°=5?n+2/en

33 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)cos2x+3senx=2
b)tg2x-tgx=1
C) cos x cos 2x +2cos® x=0

d) 2sen x =1g2x
e) \/gsen% +cosx—1=0
f) sen 2x cos x = 6 sen3 x

g)ig (%—x)+tgx=1

2

a) costx—sen’x+3senx=2 - l—sen’x—sen’x+3senx=2 —

2

— 2sen“x—-3senx+1=0 —

3:V9-8 _ 3:1 1= x; =90°

= /
= senx 4 4 T~ 1/2 = x, = 30°, x,=150°

Las tres soluciones son validas:

X = 907+ 360° = 2+ 2k

x2=500+/e~360°=%+2/en con keZ
x3=150°+/e~3600=%”+2/en
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b) 28X jox=1 - 24g2x=1-1g2x > 1g2x= ~ —

1
1-1g2x 3

. tgx=i£ [ X =300 x, = 210°
3 x5 =150°, x; = 330°

Las cuatro soluciones son validas:

xl=300+/e.5600=%+2kn
x,=210° + k- 360° = TT + 2k

keZ
X3=150°+]e.36oo=5?n+2kn con ke
x, = 330° + k- 360° = 1%15 ‘b
Agrupando:
x1=300+/€.180=%+kn

A
xz=150°+/<’,-180o=STTLJr]Mc con keZ

¢) cos x (cos? x —sen?x) + 2 cos?x=0 —
— cosx (cos?x—1+cos?x)+2cos?x=0 —
— 2cos3x—cosx+2cos2x=0 — cosx(2cos?x+2cosx—1)=0 —

— cosx =0 — x;=90° x,=270°

2+V4+8 _ 2+2V3 _

COS X = =

4 4
_ —1x43 B -1,366 — jImposible!, pues |cos x| < -1
- 2 a 0,366 — X3 = 68° 31' 51,1", x; = 291° 28' 89"

Las soluciones son todas validas:
(e} o — TE
x, =90° + & - 360 —?+2Ien

= 270° + k- 360° = 5%
x, =270° + k- 360 5 *t2km con heZ

Xy = 68°31' 51,1" + k- 360° = 0,38W + 2k Tt

x, =291°28'89" + k- 300° = 1,621 + 2k Tt
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Agrupadas, serian:
=907+ 180° = T+ km

keZ
x,= 68231 51,1 + k- 360° = 0.38m + 2k [ <O ©€
X, = 291° 28' 89" + k- 360° = 1,621 + 2k T

21igx
dD2senx=—28X 2senx—2senxig?x=21gx —
1-1g%x
sen’x _ senx
— sen x—sen x =
COSZX Ccos X
2 2

— sen x cos? x — sen x sen? x = sen x cos x —
— sen x (cos? x—sen?x—cosx) =0 —

— senx(cos?x—1+cos?x—cosx)=0 —

senx =0 — x =0° x,=180°

- 1+V1+8

2costx—cosx—1=0° - cosx=——"-—"° =

4

1 - 963=O°=x1

ST~ -1/2 > x, = 240°, xs = 120°
Las cuatro soluciones son validas. Luego:
x, =k-3060°=2km
x, =180° + k- 300° =1 + 2k T

/4
x4=240°+/e~3600=%”+2kn con keZ
x5=120°+/e~560°=2?n+2/eﬂ:
Que, agrupando soluciones, quedaria:
x; =k-180°=km
- o . o — Z_TE

x, =120° + k - 360 3 2k ez

x5=2400+/e-360°=4?n+2/e7r

e) V3 1_%+cosx—1=0—>5_3$=(1—cosx)z—>
—>3-3cosx=2(1+cos?x—2cosx) — 2cos:x—cosx—1=0 —

\ 1 = x=0°
S ocosx= LENI+8 13— X

4 4 T~ -1/2 = x, = 120°, x5 = 240°
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Al comprobar vemos que las tres soluciones son validas:

x, =k 360°=2kT

- o . o=2_7.E
%= 12004 k- 360° = SR 2km | o
x3=240°+/e-360°=47“+2/en

f) 2 senxcosxcosx=06sen’x — 2sencos?x=06sen’x —
— 2senx (1 —sen?x)=6sen’x — 2senx—2sen3x=06sen’x —

—> senx=0 — x; =0° x,=180°

1 1 x5 = 30°, x; = 150°
2 _ 1 _ 1 _— ) 4
sen®x = — — senx =% > _>\x5 = 210°, x4 = 330°

Comprobamos que todas las soluciones son validas.

Damos las soluciones agrupando las dos primeras por un lado y el resto por otro:

x = k-180°=km

con ke”Z
X, =307+ k90 = E kT
) tg(n/4)+tgx +tigx=1 - 1+[gx+tgx=1_)

1-1g (/4 tg x 1-1gx
- l+tgx+igx—1g>x=1-1gx - 1g°x-31gx=0 —
> gxgx-3)=0 —>

gx=0 — x, =0° x,=180°
[gx =3 — x3=71°33" 542", x; = 251° 33' 54,2"

Las cuatro soluciones son validas:
x, =k-3060°=2km

x, =180° + k- 360° = + 2k
xy = 71° 33 54,2“+k-360°z2?n+2/en con keZ

x, = 251° 33 54,2" + k- 360° = 7?“ +2kT

O, lo que es lo mismo:
x =k 180°=k™

con ke”Z
x, = 71° 33/ 542" + k- 180° = 2?“ + kT
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34 Resuelve las siguientes ecuaciones:

b) sen5x + sen3x _
cos x + cos 3x

a) sen 3x — sen x = cos 2x

sen 3x + sen x

=13 d) sen 3x — cos 3x = sen x — cos x
cos 3x — cos x

@ Transforma las sumas o diferencias de senos y cosenos, en productos.

3x + x sen 3x —x
2 2

a) 2 cos = cos 2x
2cos2xsenx=cos2x — 2senx=1 —
- senx=% — x; = 30° x, =150°

Comprobando, vemos que las dos soluciones son vilidas. Luego:

x,=30°+ k- 360°= L + 2km

6
5 con keZ
x2=150°+le-360°=7n+2/en
2 sen 4x cos X _ sen 4x - sen (2 - 2x) -1 5
2 Ccos 2x cos X cos 2x cos 2x
M=l - 2sen2x=1 — sean=l -
cos 2x 2
2x=30° = o = 15°+ k- 360° = -5+ 2k
26=150° > x, =75+ k- 360° = 2% 4 2k
N con ke”Z
26=390° - Xy = 195° + k- 360° = “2° 4 2k
2= 510° — x, = 255° + k- 360° = =/ 4 2k

Al comprobar, vemos que todas las soluciones son validas.

) 2sen 2xcosx _  COSX _ 1

—2 sen 2x sen x —sen x Ig x

\B x, = 150°
=3 o gx=- o {x2=330°

Ambas soluciones son vilidas. Luego:

xl=150°+/e-3600=%“+2/en
con ke”Z
%, =330° + k- 360° = L+ 2kem

d) sen 3x — sen x = cos 3x — cos x —
— 2 cos 2x sen x = =2 sen 2x sen x — (dividimos entre 2 sen x)

— Cos 2x = —sen 2x — M=—1 — g2x=-1 —
cos 2x
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2x =315° = x; =157,5° + k- 360°
2x = 135° > X, = 67,5° + k- 360°
- con ke”Z
2x = 675° — x5 =337,5° + k- 360°
2x = 495° — Xy = 247,5° + k- 360°

Podemos comprobar que las cuatro soluciones son validas. Agrupandolas:
x=0675°+k-90° con keZ

2 x — sen3 x.

35 a) Demuestra que sen 3x = 3 sen x cos
b) Resuelve la ecuacion sen 3x—2sen x = 0.

@ q) Haz sen 3x = sen (2x + x) y desarrolla. b) Sustituye sen 3x por el resultado
anterior.

a) sen 3x = sen (2x + x) = sen 2x cos X + cos 2x sen x =

= 2 sen x cos x cos x + (cos? x — sen? x) sen x =

2 2 2

= 2 sen x cos< x + sen x cos .X'—S€1/Z3X=3S€7’l.X'COS .X'—S€1/Z3X

b)sen 3x — 2 sen x =0 — por el resultado del apartado anterior:
3senxcos?x—sendx—2senx=0 — 3senx (1 —sen?x)—sendx—2senx=0 —
— 3senx—3sendx—sendx—-2senx=0 —
— 4dsendx—senx=0 — senx (4dsen?x-1)=0 —
senx =0 — x; =0° x,=150°
- {senx =+1/2 — Xy = 30°, x, = 150°, X5 = 210°, x4 = 330°
Todas las soluciones son vilidas y se pueden expresar como:
X =k 180°=km
x,=30°+ k- 180° = (n/6) + kT con keZ
Xy = 150° + k- 180° = (5M/6) + kTt

36 Resuelve:
a) sen3x—sen x cos 2x =0
b) cos3x—2cos(m—x)=0

c)cos3x+sen2x—cosx=0

@ p) Expresa cos 3x en funcion de sen x y cos x baciendo cos 3x = cos (2x + x).

a) Por el ejercicio 35, a): sen 3x = 3 sen x cos? x — sen’ x.
Luego:
3 sen x cos? x — sen3 x — sen x (cos? x —sen? x) =0 —

— 3 senxcos?x—sendx—senxcos:x—sendx=0 —

2

— 2sendx—2senxcos:x=0 — senx(sen?x —cos?x)=0 —
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senx =0 — x; =0° x,=180°

2x = 90° — x5 =45°
2x = 270° — x, = 135°
2x = 450° — xg = 225°
2x = 630° — x, = 315°

2 2

sen“ x — cos* x =—-cos 2x=0 —

Las soluciones (todas validas) se pueden expresar como:

X =k 180° = k™
x (con keZ

x2=45°+/e-900=%+/e-?

donde x, engloba las dos primeras soluciones obtenidas y x, las cuatro restantes.

b) cos (T — x) = —cos x
cos 3x= cos (2x + x) = oS 2X COS X — sen 2x sen x =

= (cos? x — sen? x) cos x — 2 sen X cos x sen x =
2

cos x (cos? x — sen? x — 2 sen? x) =

= cos x (cos? x — 3 sen? x) = cos x (1 — 4 sen? x)

Asi, sustituyendo en la ecuacién:

cosx (1 —4sen®x)—2(—cosx) =0 —

— cosx(1—4sen’x)+2cosx=0 — cosx(1—4dsen’*x+2) =0 —
— cosx (3-4cosx)=0 —

cosx=0 — x; =90° x,=270°

%

sen?

x=% - senx=i73 — a5 =060°, x; = 120°, x5 = 240°, x4 = 300°

Todas las soluciones son vilidas y las podemos agrupar, expresandolas como:

X, =90°+ k- 180° = 2+ ke

x2=60°+/€‘180°=%+/€75 con ke”Z

xy=120°+ k- 180° = L+ km

¢) Utilizando los resultados obtenidos en el ejercicio 36 b), para cos 3x y sustitu-
yendo en la ecuacion, se obtiene:

cosx (1 —4sen?x)+2senxcosx—cosx=0 —
— cosx(1—4sen?x+2senx—1)=0 —

— cosx (—4sen?x +2senx)=0 —
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cosx=0 — x =90° x,=270°

senx=0 — 473"
- x, = 180°
2sen?x—senx=senx2senx—-1=0 —
1 25 = 30°
sen x = = —
2 xg = 150°

Las soluciones quedan, pues, como:

n o
X1=/€'?=/€'90

Xy = T 4 2k-m=30°+k 360° | con keZ

6
x3=%+2/e-n=150°+/e'360°

donde x; engloba las cuatro primeras soluciones.

37 Demuestra las siguientes igualdades:
a) cos (o + B) « cos (0. —P) = cos? o.— sen? P
b) sen? (Lﬂi) 2 (M)
2 2

—sen =sen o, - sen

c) cos? =sen . - sen

G )ees (43

a) cos (o + PB) cos (o — P) = (cos a cos B — sen asen B) (cos o cos B + sen o sen B) =

= cos? o cos? B — sen? o, sen? P =

cos? o0 (1 —sen?P)— (1 —cos? o) - sen’ P =

cos? o — cos? o sen? B —sen? B + cos? o sen? B =

cos? o —sen? B

b) El primer miembro de la igualdad es una diferencia de cuadrados, luego pode-
mos factorizarlo como una suma por una diferencia:

a5 o5 emf

2 Cosgsen E] =
2 2

=4\/1—cosoc .\/l+cos|3 .\/1+cosoc ‘\/1—6053 _
2 2 2 2

=1 - cos o) (1 + cos B) A+ cosow) (1-cosP) =

2 sen & cos E] :
2 2

= V(1 - cos?2 ) (1 — cos® B) = Vsen? o - sen? B = sen o sen B
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) Transformamos la suma y la diferencia en productos, teniendo en cuenta que:

a+p . a-B a+p o-P
—_r 4+ — T = P R — R
2 > Y 2 > B
¢) Procedemos de manera andloga al apartado anterior, pero ahora:
a-f , o+f a-f _a+pP
4 = F = = = P =
2 > * Y 2 2 B
cosz(u_ﬁ)—cosz(ﬂ)=
2 2
=cos(a_B)+cos(a+B)-cos(a_B)—cos (x+[3)]=
2 2 2 2
= ZCosgcosir —25engsen_—[3]= ZCosgcosE : ZsengsenE =
2 2 2 2 2 2 2 2

=4\/1+cosoc .\/l+cos|3 .\/1—cosoc ‘\/1—603[3 _
2 2 2 2

=N - cos? o) (1 — cos? B) = Vsen? o - sen? B = sen o sen p

NoTa: También podriamos haberlo resuelto aplicando el apartado anterior como
sigue:

cosz(%ﬁ)—wsz(a+l3)=1—sen2(a+l‘)’)—l+sen2(a+B)=

2 2
= sen? (%B) —sen? ( o-p ) ¢

= sen o.sen P
2
™ Por el apartado b).

38 Expresa sen 40 y cos 40, en funcion de sen o y cos o.

e sen 40, = sen (2 - 200) = 2 sen o. cos 20, =

=2-2sen o cos o - (cos? o —sen?a) =

4 (sen o, cos3 o — sen3 o cos o)

e cos 40. = cos (2 - 20) = cos? 20, — sen? 20, =

(cos? o — sen? o)? — (2 sen o cos o) =
4 4

cos* o+ sen? o — 2 cos? o sen? o — 4 sen? o, cos? o =

= cost oo + sent o — 6 sen? o cos? o

39 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al
primer cuadrante:

= o 2 24 =
a){x+y 120 b){sen x+cos?y=1

senx—seny=1/2 cos’ x—sen’y=1

2 2

@ Haz cos’y=1-sen’y y cos?x=1-sen? x.
{senx+cosy=1

x +y=90°
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a) De la segunda ecuacion:

X +
2 cos
2

Como:

x+y=120° — 2 cos 60° sen Y-y o1 -
2 2

1 x=y 1 xX—=y 1
2 - S = S = —
- 5 sen — > — sen > > -

- x;y =30° = x—y=060°

Ast: x +yp=120°
x—y=060°
2x  =180° = x=90° — y=30°

Luego la solucion es: (90°, 30°)

20,21 _ 2
b) Como €05~V 1—sen-y
cos?x=1-sen?x

El sistema queda:

sen?x+1-sen®y=1/[ _ = sen®x—sen’y=0
—sen

1—sen?x—sen?y=1 Zx—sen’y=0

(Sumando ambas igualdades) — 2sen’y=0 — seny=0 — y=0°
Sustituyendo en la segunda ecuacion (por ejemplo) del sistema inicial, se obtiene:

cosx=1 — x=0°

cos?x-0=1 - cos?x=1 =
cosx=—1 — x=180° € 29 cuadrante

Luego la solucién es: (0°, 0°)

o) x+y=90° - complementarios — sen x = cosy

Sustituyendo en la primera ecuacion del sistema:
cosy+tcosy=1 — 2cosy=1 — cosy=% - y=060° -

— x=90° -y =90° - 60° = 30°
Luego la solucion es: (30°, 60°)
40 Demuestra que para cualquier dngulo o se verifica:

sen O+ cos O = \/ECOS (% —O()
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Desarrollamos la segunda parte de la igualdad:

\/E'COS(%—(X)=\/E(COS%COSOC‘*’SQ?’Z%SQVZOC):

V2

=\/E(TCOS(X+gS€ﬂOL

=2 'g(cosoc+sen00=%(cosoc+sena)=

cos o + sen o

cos X + sen xX COS X — sen X

41 Demuestra que =21g2x.
COS X —senx  cOS x + sen x
cosx+senx  cosx—senx _ (cosx+senx)* — (cosx—senx)? _
COS X — sen x cos x + sen x (cos x — sen x)? — (cos x + sen x)?
_ cos?x + sen® x + 2 sen x cos x — cos® x — sen’ x + 2 sen x cos x _
cos? x — sen? x
_ _4dsenxcosx O 4 - (senxcosx/cos®x) _ 4 - (senx/cosx)
cos? x —sen’x  cos? x — sen? x/cos® x 1 — (sen? x/cos? x)
4-1gx 21gx
= 18X _p. _L8Y ).y
1-1g°x 1-1g*x
™ Dividimos numerador y denominador entre cos? x.
. . . x
42 Simplifica la expresion 2 tg x cos? - —senx.
2 X senx 1+ cosx
2igxcost ——senx=72" —senx =
2 cos X 2

sen x (1 + cos x)
= —sen x = sen x
Ccos X

1+ cos x 1) _
cos x

sern x

1+ cosx — cos x
=sen x -
cos X

=10X
CcoSs X ) s

Pagina 145
CUESTIONES TEORICAS

43 ;Qué relacion existe entre las razones trigonométricas de los angulos que

miden % y 4?“ radianes?

% + 4% = S?TE =T — son suplementarios, luego
sen — = sen TC——n)—SQ An
5 5
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cos£=—cos4—n- tg£=—tg4—n
5 57 5 5

44 Relaciona estas expresiones con las razones trigonométricas del angulo o:
a) sen (n—0); cos (n—o); g (m—o)
b)sen (n + 0); cos (n + a); tg (n+ o)

c) sen (2n—a); cos 2n—o); tg (2n—o)

a){sen(n—oo=se7l0€ — g (m—o) =—1g o

cos (T — o) = —cos o,

){Sen(n+0c)=—56n0€ S g (m+ o) =Iga

cos (L + o) = —cos o,

C){sen(ZTC—OC)=—S€710C > g Qr—o) = —Ig o

cos 2m — o)) = cos .
45 Expresa A(x) en funcion de sen x y cos x:
a) A(x) = sen (—x) — sen (T — x)
b) A(x) = cos (—x) + cos (T + x)
c) A(x) = sen(nw + x) + cos 2n — x)
a) A(x) = sen (=x) — sen (L — x) = —sen x — sen x = -2 sen x
b) A(x) = cos (=x) + cos (W + x) = cos x + (—cos x) = 0

) A(x) = sen (W + x) + cos (2M — x) = —sen x + cos x

46 Demuestraquesi 0,3 y Yy son los tres angulos de un tridngulo, se verifica:
a)sen(o+P)—seny=0
b) cos (0 +P) +cosy=0
Aig(a+P)+igy=0

@ Ten en cuenta que o, + 3 = 180° — vy y las relaciones que existen entre las razo-
nes trigonométricas de los dngulos suplementarios.

Como en un tridngulo o+ +vy=180° — o + B = 180° — v, entonces:
a) sen (oL + B) = sen (180° —y) =seny — sen (o + B) —seny=0
b) cos (o + B) = cos (180° —y) = —cos Y — cos (o + P) + cos y=0
Aiga+P)=1g(180° -y =—1gy - tga+P)+1gy=0

47 Demuestra quesi o + § +y= 180°, se verifica:

igo+igh+igy=igo-igh-igy
@ Haz o+ =180°— vy y desarrolla tg (o. + ) = tg (180° — 7).
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48

49

Si o +B+y=180° - a+P=180°-y —
= e @+P)=1g(80° -y =-1gy = 1gy=-1g (a+P)
Asi, sustituyendo:

o+ igPrigy g+ igB—ig o+ )=

_ igo+igB _

=t 1 o™ B F =

gorigP 1-1gotgP

_ (go-1gtagP+@gB-tgotg’P -—Ggo+igh _

1-1gotgP
_to2 _ 2

- gt ‘gB-1goig®P = (sacando factor comun)
1-1gotgP

_—lgoigBlgo+igh _ . . . -
1o ig P igo-igP-ig o+

—igaigBlig o+ Pl Cgoigpigy
Oigy=—t1ga+p)
Haz, con la calculadora, una tabla de valores de la funcién y = cos 2x, dan-

do a x valores comprendidos entre 0 y 21 radianes y represéntala grafica-
mente.

x o || x| x| m|s|5n| x| 7m|5m |2
12 8 4 3 8 12 2 12 8 3
y=cos 2x| 1 RN IE T (A B T 1 Y B B Y B Y
2 2 2 2 2 2 2 2
3_71: 7_71: ll_Tl: T S_TC 7_TC 2T
4|8 |12 4|78 !
SR
o |21 | L]0 o 0 V
2 2 Tl x| 3] 3n
| \
\[/ \ \
-1
Representa las funciones:
a)y=cos(x+%) b)y=sen(x+%) c)y=cos(%—x)
a) " b) " o) 1
\ [T\ [T\ [T\ [\ [T\ [T\ [T\ i
I \ | [ 1\ [5m I \
ENIEC EHENES ENES
\ [ ] | \ LN ] \ |
\ 1 \ 1/ \ \ 1 \1/ / \ 1 \1/
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PARA PROFUNDIZAR

50 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al
primer cuadrante:

{senx+seny=\/§
a)

cosx+tcosy=1

b) { senz x+cos’y=3/4

cos’> x—sen’y=1/4

o {cos (x+y)=1/2
sen(x—y)=1/2
a) Despejando en la segunda ecuacion:

cosx=1-cosy®

Como senx = \1- cos? x

entonces:

senx=N1-(1—-cosy? =V1-1-cos?y+2cosy =2 cosy— cos®y

Y, sustituyendo en la primera ecuacion, se tiene:

SQWX+S€7’U/=\/§ - \/m+seny=\/g -
— seny =3 -2 cosy—cos?y

Elevamos al cuadrado:

sen?y =3+ (2 cosy - cos? y) — 2\3 (2 cos y — cos? y)

sen?y + cos?y—2 cosy—3=-23(2 cos y— cos® )

1-2cosy—3=-2V3(2 cosy— cos? y)

-2 +cosy =-2 V3 2 cos y — cos? y)
Simplificamos y volvemos a elevar al cuadrado:
(1+ cosy)? =32 cosy—cos’y —

— 1+ cos?y+2cosy=6cosy—3cos?y —

4+V16 - 16

— 4dcos’y—4dcosy+1=0 — cosy= 5

S N y = 060°
2
Sustituyendo en (), se tiene:

cosx=1—l=l — x = 60°
2 2
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b) sen? x + cos? y =

3
4
Sumando:
1
cos? x —sen?y=—
4
sen? x + cos® x+ cos> y—sen?y=1 —

— 1+cos?y—sen?y=1 —
— 2cos?y=1 — COSZy=% - cosy=¥ — p =45°
(Solo consideramos las soluciones del primer cuadrante).

Sustituyendo en la primera ecuacion:

2 2,3 2 1_3
sen®x+costy=> = sen’x+ — =2 —
T 24
Ssentx=o -t Sgen2x=-L o enx-+L1
4 2 4 2

Nos quedamos con la solucién positiva, por tratarse del primer cuadrante. Asi:
1 0
sen x = > — x =30

Luego la solucién es: (30°, 45°)

+ p € 1< cuadrant
y ademds cos (x + ) >0 X +y cuadrante

©) Como x, y € 1< cuadrante
% {
sen (x—1y) >0

x —y € 1¢f cuadrante
Teniendo esto en cuenta:

cos (x +y) = - x+y=060°

N | = N | =

sen (x —y) = —  x—y=230° (Sumamos ambas ecuaciones)
2x=90° — x=45°
Sustituyendo en la primera ecuacién y despejando:
P =060°—x = 060°—-45°=15°

La solucion es, por tanto: (45°, 15°)

51 Demuestra que:

_ 21gx/2
) sen X = 1 1e? x/2
_1-1g% x/2
b) cos & = 4 a7 x/2
_ 21g x/2
) igx= 1-1g2% x/2
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a) Desarrollamos y operamos en el segundo miembro de la igualdad:

> /1—60590 > 1-cosx
218 (x/2)  _ 1+ cosx N1+ cosx

5 =
1 +1g% (x/2) 1+ 1 - cosx 1+cosx+1—cosx
1+ cosx 1+ cosx
2 1-cosx
1+ cosx _
_ N _ (1 + cosx) A LTCosx _
2 1+ cosx
1+ cosx

= \/(1 + cos x)? % =N + cosx) (1 — cosx) =

=1 - cos?x = Vsen?x =senx

1 1 — cos x 1+cosx—1+cosx
1-1g* (x/2) _ L+ cosx _ 1+ cosx _2cosx _ o
1+ 192 (x/2) 1+l—cosx 1+cosx+1-cosx 2
1+ cos x 1+ cosx
5 1 - cosx 2 1 - cosx
) 2 1g (x/2) 1+ cosx N1+ cos x
C = = =
2
1—1g° (x/2) | l-cosx 1+cosx—1+cosx
1+ cosx 1+ cosx
> 1-cosx
_ T+cosx 1+ cosx 1—cosx _
2 cos x COS X 1+ cosx
1+ cosx
_ 1 C (1 + cosx)? - 1—cosx _
CcoS X 1+ cosx
1 2
= \/(1 +cosx) (1 —cosx) = (1 - cos* x
cos X cos X
1 \/72 1
= “Nsen“ x = csenx =1gx
cos X cos X

PARA PENSAR UN POCO MAS

52 Demuestra que, en la siguiente figura, o =3 +v.

/
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a) Puedes realizar la demostracion recurriendo a la formula de la tangente
de una suma.

b) Hay una posible demostracion, mas sencilla y elegante que la anterior,
reconociendo los angulos o,  y 7 en la siguiente figura:

gP+1gy _ 1/2+1/3 _  5/6 5/6

=20 -

g P+y= 1-1gPBtgy 1-1/2-1/3 1-1/6 5/6

tgo=1

Asi, vemos que g (B +7y) =1g o
B+y=a
Como «, B, v € 1€ cuadrante

P
b) oo = BOD. Basta observar que se trata de uno de los dngulos agudos del tridngu-
lo rectingulo que se forma con la diagonal de un cuadrado.

B

C

0 D

PR
B = COD, por ser el angulo agudo menor de un tridngulo rectingulo cuyos cate-
tos miden cuatro y dos unidades; igual (por semejanza) al formado por catetos
de dos y una unidad.

R
v = AOC, pues, tomando las diagonales de los cuadrados pequenos por unida-
des, se trata del angulo menor del triangulo rectingulo de catetos 3 y 1 unidades
(OA y AC, respectivamente).

Asi, podemos observar ficilmente en el dibujo que o= + 7, pues:

P U e
BOD = AOD = AOC + COD

53 Obtén la formula siguiente:
sen o, + cos o = \2 cos (0 — 45°)

@& Expresa el primer miembro como suma de senos y aplica la formula correspon-
diente.

cos o= sen (90° — o)

Sustituyendo en el primer miembro de la igualdad y desarrollando (transformare-
mos en producto):

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas e



sen o + cos o, = sen o + sen (90° — ) =

o+ (90° — ) o—-(90°-—0) _
P cos >

90° o 200-90° _
2 2

= 2 sen 45° cos (0. — 45°) =

=2 sen

=2 sen

=2 g (cos o — 45°) = V2 cos (o — 45°)
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