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Leis de Kepler

12 Lei das orbitas elipticas:

a) Os planetas descreben orbitas
elipticas ocupando o Sol un dos focos.

—

v b) En xeral a excentricidade das
orbitas (Exc.) e moi pequena.

Perihelio Afelio

Ver video: https://youtu.be/FOn1XEugw8A




Leis de Kepler

22 Lei das areas:o raio vetor que une ao planeta
co Sol, varre areas iguais en tempos iguais.

* Aforza sobre o planeta é unha forza dirixida
hacia o Sol (unha forza central ou radial)

« OmomentoangularL =7 Xp ecomo
p =m-¥ enton podemos escreber:

-

L=7"Xm-v
e Imos comprobar que o momento angular
conservase.
Para elo imos derivar con respeito do tempo
a expresion do momento angular:

dL  d7 . dv
—=—Xmv+rXm-—
dt dt dt
. . d'r:) - - -
* No primeiro termo como E=v—>vxm-v=0
dv - = > - dz
* No segundo termo m-E=m-a=F—>r><F=O polo tanto EZO



Leis de Kepler

dL —
Se il 0 enton L = constante

1) Constante en direcion,
perpendicular ao plano da
Orbita e isto quere dicer que
a orbita realiza-se nun plano.
2) Constante en sentido, o
movemento € antihorario de
forma continua.

3) Constante en mddulo, e isto quere dicer que:

dr L r-dr r-dr
L=r-m-v=m-r-— — —=——, observaqued4 = —
g dt g m dt 2
o, L 2-dA A L
E sustituindo: — = — - = = constante
m dt dt 2'm

A velocidade areolar é constante




Leis de Kepler

32 Lei do cadrado dos periodos:

Os cadrados dos periodos dos planetas, son
proporcionais aos cubos das distancias medias ao Sol.

2 2 2 2 2 2 2 2
TTerra — TMercurio — TMarte — TVenus — TXUPlteT — TSaturno — TUrano — TNeptuno

3 3 — p3 3 — p3 — p3 3 — p3
RTerra RMercurio RMarte RVenus RXﬁpiter RSaturno RUrano RNeptuno

Ou de forma xeral:

2
TPlaneta

3 = constante
RPlaneta

Esta lei pode ser aplicada a calquera agrupacion de
planetas arredor dunha estrela ou de satélites arredor
dun planeta.




Forza que orixina o campo gravitatorio

Consideremos un astro (un planeta)
qgue orbita arredor de outro astro
maior (unha estrela). Aceitaremos
que se move nunha circunferencia
de raio r, (raio orbital) completando
cada 6rbita en T, (periodo orbital).
Realiza enton un M.C.U con
velocidade v, (velocidade orbital) de mddulo constante.

Como:a = a;, + a, ecomo a, = 0 enton a = a,, , ademais:
2

2

—_— Vo — . . . . — Va —
a, = —r—our e aplicando o 22 Principio: F = —m,, -T—Our

(0] (0]
Esta expresa que a forza € unha forza central ou radial que ten

2

, v

de médulo: F = m,, -—ro
(0]




Forza que orixina o campo gravitacional

e Comov, =1, w enton podemos sustituir na expresion
anterior, prescindindo xa da notacion vetorial, e obtemos:

ré-w? 27 o
F=m,- — eCcomo: w = — podemos sustituir e :
(0]
4% 1
F f— mp ] 7"2 ] 2 ]
T 1,
* Multiplicamos e dividimos a anterior expresion por 7, :
I

F=m,-
p TZ . TOZ
* Esta expresion posue duas carateristicas claves.

1)A forza é inversamente proporcional ao cadrado da distancia.

3
2)Conten a 32 Lei de Kepler : % = constante




Forza que orixina o campo gravitacional

Sustituindo todas as cantidades constantes por K; :
mp
F=K, —&
7,'O
Por mor do 32 Principio, se esa é a forza que o astro central exerce sobre o
planeta, o planeta exercera sobre o astro central unha forza igual de

sentido contrario definida por:

M
C
F'=K —
To
o . Ki _ Ky _
E como F=F podemos igualar e obtemos: = =G
M my

Nesta expresion G € unha constante universal, e podemos obter unha
expresion para : K; = G - M, que sustituida na ecuacion (1) da lugar :

my-M, = ~m ‘M
F=aG- i que en forma vetorial: F = — I; U,
o (0]




Calculo da forza entre duas masas

Cando as masas estan alinadas
seguindo un dos eixes

Cando as masas non estan
alinadas seguindo un dos eixes




Campos de forzas

Carateriza-se de sempre, dous tipos de forzas, de contato (aguelas que atuan
por contato sobre a materia) ou a distancia.

A ecuacidon de Newton ten duas dificultades.
12 Non hai conexion material, a gravedade atua a distancia.

“E inconcebibel que a materia bruta opere e afete (sen mediacién de algo
mais que non sexa material) sobre outra materia sen contato mutuo”

“Que a gravedade sexa inata, inerente e esencial da materia, de xeito que un
corpo pode atuar sobre outro a distancia, por medio do vazio, sen que
intervena algo mais mediante o que a sUa acion ou forza poida ser trasmitida
de un ao outro, paréce-me un absurdo tan grande que non creio que poida
cair xamais ningun home”

Carta de Newton a Richard Bentley (1693)
22 Na ecuacion de Newton non aparece a variabel “tempo”.

Como se trasmite a interacion? Con que velocidade? Ten senso definir a
interacion gravitatoria de “instantanea”?




Campos de forzas

e Definese campo de forzas como a perturbacion que a presenza dun
corpo produce no espazo circundante por causa da sua masa, a sua
carga eletrica ou outra propiedade capaz de trasmitir interacions a
distancia.

 Definese CAMPO GRAVITACIONAL a perturbacion que crea todo

corpo material no seu espazo circundante polo mero feito de ter
MASA.

 Naimaxe a masa m produce unha deformacioén, unha perturbacion,
no espazo circundante que provoca que a masa m’ resulte “atraida”.

!

mn m




Intensidade do campo gravitacional

De acordo coa figura anterior, nun ponto do espazo que circunda a masa
m a intensidade do seu campo ¢€ a forza gravitacional por unidade de
masa.

A forza de atracion entre m e m’ sera:

m-m' -

F=-G Uy

r2

Enton, a forza por unidade de masa sera:

E, polo tanto, un vetor dirixido hacia o centro do corpo creador do
campo gravitatorio.

As sUas unidades no S.l seran, como é obvio, N/kg ou N.kg* e tamén,
tendo en conta a definicion da unidade de forza, pode ser identificada
como unha aceleracién (m/s? ou m.s2): a aceleracion da gravedade.




Intensidade do campo gravitacional: calculo

1) Campo gravitatorio creado por unha masa nun ponto.

Seguiremos as pautas do calculo vetorial , atendendo a se a
direcion coincide ou non con algun dos eixes de referencia.

2) Campo gravitatorio creado por varias masas nun ponto.

O campo gravitacional correspondente a un sistema de varias
masa € a suma vetorial dos campos producidos individualmente
por cada masa (principio de superposicion)




Forza e movemento no campo gravitacional

Se nunha rexion do espazo existe un campo gravitacional
producida por unha masa M e introducimos nesa rexion unha
masa de proba m esta experimenta unha forza que ven dada
por:

M-m
TZ
A relacion entre forza e movemento ven definida polo 22
Principio : F=m-d expresion que igualada a anterior,

permete obter:

F=-G- u,

-> G . M_ -
a=—G Zu- =g
Esta expresion confirma o carater de aceleracion do vetor g .

Ao cabo podemos definir a forza peso como: P = F =m-g
gue € a forza coa que m resulta atraida hacia o centro de M.

A forza peso atua como se toda a masa do corpo M estivera
reunida nun Unico ponto: o seu centro.




Enerxia no campo gravitacional

O campo gravitatorio é un campo central e polo tanto é un campo
conservativo.

1.-Recordemos que para comprobar que o campo é conservativo temos que
demostrar que: W, ;.10 = Wyp-4 = 0,0outamén: Wy_g + Wy, =0
2.-Imos calcular :

-

WA—>B: ffﬁ ' dl

Observa: cada percorrido

dipode ser descomposto
en duas componentes,
unha seguindo o unitario
U,, e outra en direcién
perpendicular normal a
traxetoria seguindo u,,,
esta non realiza traballo.
O resultado do produto
escalar sera:
F-d?=F-dr-cos180°=
= —F-dr




Enerxia no campo gravitacional

2.-Resolto o produto escalar, so6 falta realizar a operacion de integracién

B G¢-M-m
WA_>B=j——d=—GMmJ = Mm——
A
1 1 G M - m G-M- m
=G M m-|l—-———[—-——]| =— _
s T4 Th T4
o G-Mm G-Mm
Definimos: Epp = — . e Epy = — .
b A

Polo tanto : W,_,z = —(Epg — Ep,) = —AEpPS

3.-E evidente que Wy_,, = —(Ep4 — Epg) = —AEpj4 e polo tanto :

Wyspsa =10
0 campo gravitacional é conservativo




Variacion da enerxia potencial coa distancia

* De acordo coa ecuacion de definicion, a enerxia potencial entre duas
masas, cambia segundo a grafica da figura:

Enerxia 3 !
potencial

* Agraficaindica que cando a distancia entre as masas € pequena a enerxia
faise moi negativa, e cando a distancia € moi grande (“no infinito”) a
enerxia potencial acada o valor maximo: o valor cero.

« Ademais, como Wy_,, = —(Ep, — Epg) = —AEp# acontecerd que se
aumenta a enerxia potencial (AEp# > 0) o traballo é negativo. E viceversa,

se diminue a enerxia potencial o traballo é positivo.




Potencial gravitacional

Se temos un sistema formado por duas masas, m e m’ ,enton podemos
definir a sua enerxia potencial como:

G-m-m

Ep = —
P r

Agora ben, o valor desta magnitude non define o campo con exatitude por
canto depende do valor de m’.

Podemos definir unha nova magnitude, o potencial gravitacional (V,)
como:
Ep G-m
o= Ve =T

r
Que terd por unidades J/kg

Esta magnitude so6 depende da masa que crea o campo e da distancia.

A sua grafica de variacion coa distancia, sera do mesmo tipo que a grafica
da enerxia potencial, é dicer, se a distancia € moi pequena, o potencial é
moi negativo e se a distancia € moi grande, acada o valor cero, seu valor
maximo.




Potencial gravitacional e superficies equipotenciais

A masa m crea arredor de si un campo gravitacional

A unha distancia r o potencial gravitacional:

V=-—
r

Todos os pontos da superficie S
estan situados a mesma distancia,
esa distancia e o raio Ir da esfera
de superficie S .

Todos os pontos da superficie S
teran polo tanto o mesmo potencial.

S e unha superficie equipotencial.




Conservacion da enerxia hun campo
gravitacional

* Vimos que nun campo gravitacional, para un corpo :
Wy_p = —(Epg — Eps) = —AEp5 que expresa a variacion da
enerxia potencial no campo.

* Por outra banda: W,_z = (Ecg — Ecs) = AEcf que indica a
variacion da enerxia cinética do corpo.
* Eigualando:  —AEp%= AEc}
—(Eppg — Epa) = (Ecg — Eca)
Ecy + Epy = Ecg + Epp = Epecanica
Se un corpo se move dentro dun campo conservativo sometido

as suas forzas, a sua enerxia mecanica, suma das suas enerxias
cinética e potencial, é constante.




Campo gravitacional da Terra: variacion en funcion da posicion

O campo gravitacional creado polo
noso planeta, vira dado pola
aplicacion da expresién'

g —G - Uy
Nun ponto 5|tuado no exterior,
o seu valor vira dado, na expresion
exterior anterior pola simple sustitucion
dos valores da masa da Terra e a

distanciar=R.___+h
m M —
= . u. = —G —Tzur
(RT+h)
E vemos que o valor do campo reduce-se coa distancia a superficie do planeta.

Na superficie da Terra a distancia r é o raio da Terra, R e a masa é a masa total
GRI; U, , que considerando R=6370 km
como constante, e o valor da masa da Terra, da o resultado ben conecido de
9,8 N/kg ou 9,8 m/s?.

Nota: o raio da Terra non é constante pois € maior no Ecuador que nos Polos, pero a diferenza é irrelevante

terra

M. Ou sexa que na superficie: gy = —




Campo gravitacional da Terra: variacion en funcidon da posicion

Para estudar a variacion do campo no interior do planeta, consideraremos o
seu valor a unha distancia r,; do seu centro e aceitaremos que a densidade do
planeta é constante . Nesas condicions :

- m; -
gi = — ﬁur(l)
l
. , m; M m; M . .r
Se a densidade é constante: p = —= = — > —= = — e simplificando
“nr?  ZmR3 “nr?  ZmR3
3 30T 3 3T
. m; Mt .
esta expresion, obtemos: — = —--1; e sustituindo en (1):

T T

> MT - -
gi——Gg-ri-ur— —K 7 -u,

A grafica expresa a variacion do maddulo
do campo gravitatorio dende o centro da
Terra ate a superficie (valor maximo 10) e

logo a sua reducion paulatina a medida

gue aumenta a altura h.




Campo gravitacional da Terra: variacion coa latitude

Sobre un corpo de masa m situado sobre a
superficie da Terra, nun ponto de latitude ¢,
Atua unha forza resultante:

F=P+FE
que, descomponendo a forza peso:

-

F=P+P +F
Se dividimos as forzas pola masa m obtemos
unha expresion con aceleracions:

§T=§x+gy+ac (1)

Nesa expresion teremos en conta:

N v2 2T . - 4-%-Rr'cOSP -
l.-a,. = —lLnaque v=——e ademaisr = Ry cos¢ ,polotanto: a, = TZ 5
2-0y = — e a outra componente: g, = —

., 412 RT _ G'My
Polo tanto a ecuacién (1) : gr = ( o
T
S G-Mr
* Nos Polos como $=90°, cos 90°=O sen90°=1: g, = — 2 Sencl)] maximo

T
4172 RT GMT

* No Ecuador: g7 = ( ) cosp 1 minimo



Movemento de satélites arredor da Terra

1.- Dinamica dun satélite en orbita arredor da Terra.

Cando un satélite orbita arredor
da Terra, nunha 6rbita circular de

—

raio r, e ademais a velocidade

Msatelite

orbital sera constante.
A forza gravitatoria proporciona
aceleracion centripeta:

F,=—-G ek, = —mg—
g r2 T o Sy, T
. MT'mS ‘Ug .7
E igualando: ¢ —=2 —Ms__ e podemos obter unha expresion para a
o (0]
: : GM G-M . G-M
velocidade orbital: v? = —L =—L etamén: v, = £ (1)
To Rt+h RT+h
7 2 P gO'R’IZ"
E tamén como G - My = gy - RF enton tamén: v, = (2)




Movemento de satélites arredor da Terra

Nesas condicidons realiza un movemento circular e uniforme e a velocidade
orbital é constante, a cantidade de movemento é constante e o momento

angular tamén é constante.
2-m-1r, 2m-(Rp+h)

— — 3
vo=" (3

4m?rZ GM 3 GM .
0 =1L 59 =""T 32|gjde Kepler

T2 70 T2  4-m?

Se combinamos (1) con (3) :

Ademais dW = F - di* = 0 — a forza non realiza traballo (E,, =constante)
dA L

Podemos calcular a velocidade areolar: =5 € L=mg-v, 1, eenton
itg
dA v, 27T dA T
obtemos: — = ———ecomo v, = 2enton: — =—2 (ver nota)
’ s . s o 1 2 G'MT'mS
A Enerxia mecanicana orbita: Ey = E.+ E, =>-ms V5 ————— ese
2 To
. s 1 Mtm 1 MTm
temos en conta a ecuacidon (1): Eyy = — =G - —— = — =G - —/——=

Nota: se a drbita é eliptica nin a velocidade nin o raio da drbita son constantes, mais si
o momento angular e polo tanto: Lgpoxeo = Lperixeo = Tap. " M " Vgp, = Tpe "M " Upe




Movemento de satélites arredor da Terra

2.-Velocidade de escape da Terra, é a velocidade minima necesaria para que
un corpo escape do campo gravitacional terrestre.

. . 1 G-M+m
* Nasuperficieda Terra: Eyy = E. + E, = Sme Vezscape — R_:

* Nun ponto lonxe do campo gravitacional: E;; = 0 e igualando:

1 2 _ G'MT'm . . —_—
E -m - Uescape = R—T e velai enton: vescape -

2-G-Mrp
RT

3.-Velocidade de posta en orbita, é a velocidade minima precisa para situar ao
satélite nunha orbita de raio r,.

o G-MT'm
* Nasuperficie daTerra: Ey = E. + E), = Woexterior — —RT
T
;. 1 Mt-mg 1 M mg
* Naorbita: Ey grpita = —=G - = —=G-
M.orbita 2 T 2 Rr+h
G-MT-m 1 MT-mS
* E polotanto: W, or =———— =G -
P exterior Ry > Rp+h

: — Oy
E claro: Wexterior = Ecianzamento = 5 M Vignzamento




Movemento de satélites arredor da Terra

4 .-Enerxia de escape dende unha orbita.

E a enerxia necesaria para dende unha 6rbita, lanzar un satélite hacia o

infinito, é dicer, ata outro ponto no que a enerxia potencial € 0 e ademais

chega ali con velocidade igual a 0, en sma: E,; = 0.

Na érbita: Ey; = Ll Mrms o 1 Hrms , & que teremos que sumar a
2 To 2 Rr+h

enerxia de escape que sera un traballo exterior, Wegcape = Wexterior-

MT'mS _ _ 1 MT.mS
o + Wexterior =0- Wexterior — EG : o

Como o traballo de escape é enerxia cinética que hai que proporcionar ao

satélite, podemos igualar:
1 MT ' ms

2 T,

1
Polo tanto: — E G-

= E cinética = Wytorior

Deste xeito calculamos a enerxia que temos que aplicar.

Pero, cal debe ser a direcion de aplicacidon da velocidade? Ate que ponto
podemos prescindir da direcién dos vetores?




Movemento de satélites arredor da Terra

Para determinar a direcion da velocidade a aplicar, teremos que tomar en
conta que o satélite esta xa en movemento na orbita coa sua propia
velocidade. Podemos considerar os dous casos limite da figura.

—

VaLplica.da.

aplicada




Movemento de satélites arredor da Terra

5.- Enerxia de cambio de orbita.

E a enerxia necesaria para levar un satélite dende unha primeira 6rbita de
raio r, a outra oOrbita de raio r,.

s L 1 Mtm

* Naodrbital:Eygrpitar = Em1 = —5G %
1

7L 1 Mrtm

* Nadrbita2: Eysrpitaz = Emz = —5G 7;2 S
. 1 Mrm 1 Mrtm
* Otraballo exterior: Wgyr = Eyz — Eyy = —5G - 7; +-G 7; S
2 1

Que tamén podemos expresar como:
G-Mr-mg 1 1
Ext = 5 A

L&

* OW,_, sera a enerxia cinética necesaria. En canto a direcién da velocidade
aplicada, estaremos no mesmo caso que o anterior e poderiamos aplicar
0s mesmos critérios do apartado anterior.




