Tema de introducion

1.-Magnitudes

* Fundamentais e derivadas
 Escalares e vetoriais
2.-Vetores. Calculo vetorial.
3.- Elementos de Mecanica
 Cinematica

 Dinamica

 Traballo e enerxia




Magnitudes fundamentais e derivadas

1.-Magnitudes fundamentais son aquelas que se
definen por si mesmas e son escollidas por
convenio. Representanse por medio dunha inicial .

Exempros: masa (M), lonxitude (L), tempo (T)

2.-Magnitudes derivadas son as que se definen en
funcion das fundamentais por medio de relaciéns
matematicas denominadas ecuacions de
dimensions.

Exempros: superficie (S), volume (V), velocidade (v)
S]=L% [V]=L°> [v]=L-T1




Magnitudes escalares e vetoriais

1.-Magnitudes escalares son aquelas que fican
perfetamente definidas por medio dunha cifra que indica
a cantidade, e por unha unidade.

Exempro: temperatura (20°C), tempo (30 s)

2.-Magnitudes vetoriais son aguelas que ademais de
precisar unha cifra que indica a sua intensidade, e unha
unidade, tefen que ser representadas por vetores pois
precisamos ademais establecer:

* Ponto de aplicacion

* Direcion

e Sentido

Exempro: posicidn (7), velocidade (v), aceleracién (a)




Vetores

Un vetor é un segmento orientado que consta
de:

e Ponto de aplicacion (A)
e Extremo (B)

* Direcion: reta que o conten (r)
* Sentido: o da ponta de frecha

 Moddulo: é a intensidade coa que se manifesta
a magnitude. Representa-se coa lonxitude do
segmento, ou sexa a distancia AB.

NOTA:A maioria das magnitudes vetoriais poden-se representar por medio de vetores
livres,que son aqueles independentes da localizaciéon do vetor.




Sistema de coordenadas vetoriais

Consideramos un sistema de referencias ou de coordenadas que

podemos considerar fixo.

Tomaremos como tal un sistema ortogonal, formado por tres eixes
perpendiculares entre si, que se cortan no ponto orixe O (0,0,0).

y 1.-0 ponto P, ven definido polas
coordenadas P (x,y.z)

- —»
2.—0 vetor r = OP ten orixe en O e extremo en P.

0 seu mdédulo e a distancia OP

— —»
P 3.—0 vetor r = OP 1len tres cornpone‘_lltes
nas tres direcidéns do espazo: T y' r
0O [ X  4.-Resulta evidente que:
2_ R 2 2
= ry+ g+,

5.— En termos vetoriais decimos que:

> > >
r=r, + I, + 7,




Sistema de vetores unitarios

Sobre o sistema ortogonal podemos, sobre cada eixe,
definir vetores unitarios: vetores de modulo 1 e
dirixidos de acordo cos eixes:

-

Podemos representar cada vetor en x, y e zcomo
unha cantidade escalar co unitario correspondente:

-

—> - —_— - —>
e =X* L =y r, =27k
Polo tanto, dado o vetor: 7 =7, + 13, + 7
- - - 7
represetaremo-lo como: v = xt + yj + zk,

e 0 seu modulo vird dado por: r? = x? + y? + z?




Vetor unitario en 7

e Dado un vetor 7, sempre podemos calcular e
definir un vetor unitario que tena a mesma
direcion e sentido que 7, nomeado como u,.

* Para elo sd temos que dividir o vetor 7 entre o
seu modulo [r] =1

. x1+y j+z k

- Jx24y24z2

—

U, =

R B

=~




Suma e resta de vetores

 Dados os vetores:
T =xL+ vy + 2.k, et = Xl + Vo] + 7,k
definimos:
o+ =0 +x)l+ (yy +y2)J + (21 + Zz)E
=1, = (g —x)T+ (1 —y2)J + (21 — 2)k

Suma Resta




Produto escalar

 Dados dous vetores A e B, definese o produto escalar como a
operacion:
e
A-B=A-B-cosa
* Nesa expresion A e B son os modulos dos vetores, e a 0
angulo que forman.

As suas propiedades son
O resultado € un escalar.

E comutativo: A - B =

1.
2.
3 A-(B+C)=A-B+
4.
5.

5.7
C
Se K=escalar, enton: (KK) .B=K- (K_B) =A- (K-_B>)

A-B= 0 si A=0 e/ou B=0 ou se a=90°, ou sexa A e B son
perpendiculares.




Produto escalar en funcion de componentes

1.-De vetores unitarios:

- Perpendiculares:7-7=7-k=1-k =0

* Paralelos: 1'7T=1-1-cos0° =
epolotantotamén:j-J=k-k=17-1=1

2.-Dados dous vetores:

- — —

A=xl+v,]+zk e B=x,0+y,]+2z,k
enton:
A-B=xXx1-x3+Y1"y2+212;




Produto vetorial

— —
* Dados dous vetores A e B, definese o produto
vetorial como a operacion:

AxB=AxB=AAB=C
. Ovetorf:

1. Ten como modulo:C=A-B-sena, ondeo
angulo a é o que forman os vetores entre si.

2. Ten como direcion a da reta r perpendicular ao
plano formado porAeB.

3. Ten como sentido o dado por un sacarrollas que
xirara de A a B polo camino mais curto.




O produto vetorial non é comutativo




Propiedades do produto vetorial

1. O resultado é un vetor.

2. Non é comutativo: AX B # B X A
3. Ax(B+C)=AxB+AXxC

4. A x B = 0 cando:

e A=0 e/ou B=0

e sen a = (0 e tal situacion acontece no caso de
que o = 0Y ou a = 180°, ou sexa cando as
direcions dos vetores sexa a mesma ou as
retas que as definen sexan paralelas




Produto vetorial en funcion de componentes

1.- De vetores unitarios:
xE=0

~

« Paralelos: I XT=]XJ]=
* Perpendiculares:
a) Médulo:[Ixj]=1-1-5en90° =1

-

b) Direcion e sentido: T X J = +k

E polo tanto: [ X T = —k
Do mesmo xeito:




Produto vetorial en funcion de componentes

2.- Dados dous vetores:

- —

A=xT+vy,J+z;k e
enton:

—_ xZi) ~+ yzj + Zzl_c)

/TX§=(3’1'22—3’2'21)?4'(21'952—Zz'x1)]_>+(x1')’2_x2'3’1)l_{)

Comproba-o.

Pdde-se resolver asimesmo mediante o determinante:

AXB =

X1
X2

V1
Y2

Zq
Zy




Aplicacions do produto vetorial :
momento dun vetor respeto dun ponto

O momento do vetor A
respeto do ponto O, é o
produto vetorial do vetor
de posicidn r do ponto P,
ponto de aplicacion de A ,
polo vetor A.




Aplicacions do produto vetorial :
momento angular

Sexa un corpo de masa m que
se move con velocidade v e

-

ocupa a posicion dada por r.

Enton a sUa cantidade de
movemento é:
p=m-v

-

Definese momento angular, L
como o produto vetorial:

—

L=rXp=rXxm-v




O momento angular no movemento circular uniforme

Movemento circular e uniforme

_.
p

® v=constante enton p=m.v=constante

® r e constante e perpendicular a p

Y
® Polo tanto L=_r’x_p3’=constante




O momento angular nun movemento sometido a unha
forza central é constante

Unha forza central, € unha forzaque atua
sobre un corpo que se move en Orbita
arredor dese centro.
E 0 caso da drbita dun planeta arredor do
Sol.

Por deficicion:

L=r"Xp=7Xm-v

* Derivamos a ecuacion respeto do tempo :

= - - dz d'F - - dv
L=rXmv > —=—Xm-'v+rXxXm-—
dt  dt dt

-

—

* No primeiro termo como

—

dv > - > -
* Nosegundo termo m-azm-azF,e TXF=0

dL
* Polo tanto: i 0, eenton:
ﬁ

L = constante , polo tanto é constante en modulo, en direcion e
en sentido.




Funcion vetorial

e E unha funcién que da como resultado un

vetor atuando sobre un escalar:
r(t)=r
* En funcion de componentes:
r=r() =x)t+yt)]+ z(t)k

e Este tipo de funcions son as que decote tenen
como fin expresar variabeis vetoriais suxeitas
a cambios en funcion do tempo, como por

exempro a posicion, a velocidade, a
aceleracion ou a forza.




Derivada dunha funcion vetorial

e Dada unha funcién vetorial 7(t), definese a
sua derivada como:

dr(t) : AT
dt — llmAt—>OA_t
e Sir(t) =x(®)T+y(@®)]+ z(t)k , enton:
dr(t) _ dx (t)? : dy (t)]_> : dz (t)I::’
dt dt dt dt
gue podemos escreber tamén como:

dr _dx, dy, dz
dt _ de. Tadl Tde

k




Integracion dunha funcion

A operacion de integracion, é a inversa da operacion de derivacion.

Derivar

’
Funcion Primitiva Funcion Derivada
f(x) Integrar f'(x)
<

f(x)=x%
f(x)=x%2 p ’(x)=Rx.dx

fx(x)=x%4

Representase : [ f'(x) = f(x) + C




Integracion dunha funcion vetorial

* No caso dunha funcion vetorial dependente do
escalar t tais que ]T’)(t) =V(t) e f(t) = W(t)

fl_/(t) =W() +C

* E seintegramos entre limites (valor minimo e
maximo do escalar):

b
f V() = W) —W(a)




Repaso de cinematica:
posicion, vetor desprazamento, traxetoria

Consideramos o movemento dunha particula pontual nun
sistema de referencia fixo e ortogonal.

posicién cando U

posicién cando ts

A_r'desprazamento entre tie ty
As distancia percorrida entre tje to

En xeral |A_r’|§AS

|A_r'|= As so cando o movemento e MRU
ou cando At —p0O

(candco consideramos dous

Traxetoria P :
pontos infinitamente prosimos)

Para conecer a posicion en calquera instante, temos que
determinar a funcion: 7(t) = x(t)T+ y(t)] + z(t)k




Repaso de cinematica:
velocidade media e velocidade instantanea

Definese a velocidade media (v,,,)como:
o Ar 1 —n
= —
At t, —ty
que é un vetor coa direcién e sentido de A7

Definese velocidade instantanea (v) & velocidade nun instante, é

decir, a velocidade cando At — 0 (cando os pontos 1 e 2 estexan
moi perto):

> 7. E‘)_df'_dx» dy_> dz =
V= llmAt—’OE_E_El-l_E]-I__k

Tamen, de acordo co anterior:

U=, +v,] + vk
E 0 seu modulo seria:
2 —\y 2 2 2
V2=V A+ 2 Y,
A ese valor denominamos-lle celeridade (c).




Repaso de cinematica:
a velocidade instantanea é un vetor tanxente a traxetoria

Na seguinte figura aprezase que o vetor velocidade instantanea é
un vetor tanxente a traxetoria:

— P vetor desprazamento

——Ppvetor velocidade instantanea

Como v é tanxente, e o seu mddulo é ¢ podemos definir un vetor

—

. . v - SN
unitario tanxente: u; = - e polotanto:v =c-u;




Repaso de cinematica:
aceleracion media

., A v -
a _ — =
Attty

Graficamente, a
aceleracion media
esta dirixida hacia o
interior da curva,
hacia o centro de
curvatura da
traxetoria




Repaso de cinematica:
aceleracion instantanea

e Como no caso da velocidade, se escollemos
dous pontos moi achegados tais que t, = t,
é decir de tal xeito que At — 0 enton temos:

. AV dv N

llmAt_)O A de = a

gue é a aceleracion instantanea.

e A aceleracion instantanea sera un vetor
dirixido hacia o interior da curva da lina de
traxetoria.




Repaso de cinematica:
componentes intrinsecas da aceleracion

> _ dv L
Acabamos de ver que . = E evimos que v = C " Uy
., . . . > d(c'u—tj
Sustituimos na primeira e derivamos: a = — € resulta:
- dc —s du_£
a=— U+c — (1
dc ¢ ac

O primeiro termo indica a variacion do modulo da velocidade
respeto do tempo. E un vetor tanxente a traxetoria e definese
como aceleracion tanxencial.

dc__,

a_t)zaut




Repaso de cinematica:
componentes intrinsecas da aceleracion

O segundo termo require un estudo algo mais complexo.

dur
Imos demostrar que C- dtt é normal a traxetoria. Para elo imos

multiplicar e dividir por ds:

du; ds du;
.2 =2 2t (2)
dt ds ds
Agora observa ue' u_’ . u_’ = 1 e se derivamos con respeto a s:
t t

= - . f—_— =
Ut ds Ut ds e ds

—

dus , .
Como o produto escalar da cero o termo d—St é perpendicular a

dug ;
u; e polo tanto é normal & traxetoria: — = k - uy onde K é

ds
unha constante (curvatura) e uy un vetor normal & traxetoria.




Repaso de cinematica:
componentes intrinsecas da aceleracion

—

, 1 . du
Comoacurvaturae K = E sustituindo en :d_st =k u_N’ e
c2
4  —
Iogo Na ecuacion (2) obtemos untermo:—-u que
R n

chamaremos aceleracion normal ou centripeta.

A aceleracion normal ou centripeta é un vetor normal a
traxetoria que non modifica o modulo da velocidade mais si a
sua direcion, provocando a curvatura da traxetoria.

En suma, a aceleracion apresenta duas componentes, unha
tanxencial que modifica o modulo da velocidade, e outra
normal que modifica a direcion da velocidade.

a=— U +—-"U
ac 't R M
a=a;+a,




Tipos de movementos

1.-Movementos retilineos: son aqueles nos que
— .
a,, = 0 ( o raio de curvatura tende a o).

Nestes pode acontecer que:
* a; = 0 e enton tratase dun M.R.U
* a; # 0 eenton éun M.R.U.A

2.-Movementos curvilineos ou circulares: son
aqueles nos quea, # 0.

Nestes tamén pode acontecer que:
* a; = 0 e enton tratase dun M.C.U
e a; # 0 eenton é un M.C.U.A




Tipos de movementos:
movemento circular e uniforme (M.C.U)

A traxetoria é unha circunferencia Movemento Circular Uniforme
de raio R.

e .
sentido

antihorario

O sentido de xiro pode ser horario
ou antihorario.
O modulo do vetor de posicion,

?’/ ?\

ten ovalordoraio: ¥ =R - u,
O maddulo da velocidade é constante.

A velocidade cambia de direcion.

2

— v

an = ——" u, , un vetor radial dirixido hacia o centro da circunferencia,
, . , AS 2'1T'R
e o modulo da velocidade é constante : v = i 2T R-f

O tempo que tarda en completar unha volta ( ou unha revolucion) é o
periodo (T) . E polo tanto un movemento periddico.

O inverso de T € o numero de voltas por unidade de tempo, é
7 . 1 7 . 7
denominase frecuencia (f). Polo tanto: f = p (a sta unidade é o Hz ou s1)




M.C.U: variables angulares

Definese o angulo de 1 radian, como o angulo subtendido baixo un arco
de lonxitude o raio.
O numero de radians dunha circunferencia sera:

B Lonxitude da circunferencia 2-m*R
n? de radians = R =—F% = 21

Definese velocidade angular como o angulo descrito,

en radians, por unidade de tempo:

6-6 , 6 .
W= t° etamen: w = — se 0s valores iniciais son
—to
igual a cero. AS=R
— — . — 2 — 1 radian
Cando t=T enton 8=2neenton:w =——~=2-7" f

R

E evidente enton que: v = R - w
172 2
Ecomoa, =—enton:a, =R-w
R




Dinamica

1.-Principio de inercia: se sobre un corpo de masa m a suma das forzas
exteriores produce unha resultante nula, enton o corpo permanece en
quietude ou realiza un M.R.U.

Si Y Fg,e =0 - d=0-> v = constante sev = 0 — quietude,
sev # 0 - MRU

2.-Principio Fundamental: se a resultante é distinta de cero, enton o corpo
esta sometido a aceleracion.

Si Y Fgey #0 —» d # 0 e enton cimplese que: Fr = m -+ d

Qll T

Expresion da que deducimos o conceito de masa inercial: m =

—
-

Jd - dv = - ’ . . 7 . ’
Tamén: F =m-a = m-E—>F-dt = m - dv, é dicer, o impulso é igual 3
variacion da cantidade de movemento.

S
3.-Principio de acidn e reacion: se un corpo A realiza unha forza F sobre un
corpo B, o corpo B realiza unha forza igual pero de sentido contrario sobre A.




Traballo e enerxia

* En moitas ocasions a forza aplicada varia coa posicion e non co
tempo (por exempro na interacion gravitatoria)

* Resulta enton util definir a magnitude traballo (W) como:
dW = F - d7
* Expresado en componentes: F = F.l+ Fyf+ FZE e por outra banda

dr = dxT + dyj + dzk e como xa vimos a operacién da como
resultado:

dW =F-di =F,-dx +E,-dy + F, - dz
Carateristicas:

1)E un escalar, resultado dun produto escalar de dous vetores.

2)O seu valor depende do coseno do angulo entre dous vetores, polo
tanto ten valor maximo cando os dous vetores tefien direcions
paralelas (ou a mesma) e valor cero cando sexan perpendiculares.

3)O calculo precisa de integracion en xeral:

B B_)
WAQB:J dW:f F-df
A A




Traballo dunha forza conservativa

Unha forza é conservativa se o traballo total cando realiza
unha traxetoria pechada (ciclica) é cero.

WA—>B + WB—>A =0 Traxetoria ciclica

WA—D B

O traballo é independente da
traxetoria, s6 de pende do s
pontos inicial e final.

No caso dos campos de forzas

conservativas, podese definir
unha funcion escalar nomeada como enerxia potencial tal

que:
Wip = —AEp,.p= —(Epp — Epy) e
Wg_a = —AEpg_4,= —(Eps — Epp)




Enerxia cinética

* Consideremos unha particula de
masa m, que percorre unha
traxetoria entre os pontos Ae B

con aceleracién a = a; + a,,
* De acordo co 22 Principio estara

sometida a acion dunha forza tal que:

-

F=m-d=m-(a,+a,)=F, +E,

* Para calcular o traballo da forza entre os pontos A e B:

Wyg=[, dW=[F-di=[F di+ [ F,-d7

* Resulta evidente que E{ - dr = 0 por canto que son vetores
perpendiculares entre si.




Enerxia cinética

Logo a expresion do traballo queda reducida a :

B_> B
WA%B:_] Ftdf=jma_t)d7:)
A A

Os vetores a, e dr tefien a mesma direcidn, e polo tanto o
dv

seu produto escakar sera: a; - dr = a, - dr = —dr=v-dv
: B .
E enton aintegral: W,_,5 = fA m-v-dv .Estafuncion

integra-se sen maior dificultade ( se m= constante) e
obtemos:

_1 2 1 2
Wi_p =- M-Vg—- MV
Cada un é a enerxia cinética nos pontos A e B:

Wy-p = Ecg — Ecy




Enerxia mecanica

Definimos unha particula
de masa m que percorre
unha traxetoria de A a B.

Podemos calcular o traballo de A a B por medio da enerxia
potencial, mais tamén por medio da enerxia cinética:

Wy =Wy_p = —AEp; = —(Epg — Eps)
WZ =W,_g = AEc = Ecg — Ec,
E igualando: Ecg — Ecy = —(Epg — Ep,) de onde resulta :

Ecy + Epy = Ecg + Epp
A suma das enerxias cinética e potencial dun corpo chama-se-lle
enerxia mecanica e resulta ser constante.




