Las razones trigonométricas dependen del angulo, no del

Razones trigonométricas de un angulo agudo tridngulo

;Qué pasaria si sobre un mismo dngulo O traziramos varios tridngulos rectin-

. 5
La trigonometria se basa en la semejanza de tridngulos rectingulos: S'U]US distintos?

La razén entre dos lados de un tridngulo rectingulo es igual a la razén entre los lados Ya vimos en el ejercicio 1 de la pigina anterior que las razones trigonométricas de
\ correspondientes de cualquier otro tridnguda semejante a él 34° obtenidas son las mismas, salvo pequenas diferencias debidas a imprecisiones

En adelante, nos disponemos a estudiar rodas las posibles razones entre dos de los en la medida. Demostremos, basindonos en la semejanza de tridngulos, que lo

lados de un wridngulo rectingulo. mismo ocurre para cualquier dngulo 0

Seno, coseno y tangente de un angulo EN ABC

Sobre un dngulo agude, o, como ¢l de la dere- B sen o BCI/AB BCIAE | BCTIABT

cha, construimos un tridngulo rectingulo, ABC.

Los tridngulos ABC, AB'C' y AB"C" son semejantes, ya que son rectingulos y

opuesto
o I tienen un dngulo agudo igual. Por ello:

Como hemos visto en la pigina ante- Obsrr‘va las slguj.ennes relaciones llamadas raze- A N _ 1 3C FT BT
rior, la razon entre la altura y la sombra nes trigonométricas del dngulo o, carem cantigen & & © _—s ==

g T "
de la estaca (163/76) es igual a la razon ) - AB  AB" AR
entre la altura y la sombra del arbol. seno de o - Jongitud del catcto opucstoa o = Es decir, es indiferente calcular el seno sobre cualquiera de los tridngulos.
De esta forma, podemos hallar la aleura longitud de la hipotenusa AB . i
de un chopo multiplicando la longirud X . o Y lo mismo se pu::d:: decir para el coseno Y para la tangente.
de su sombra, 3,92 m, por 163/76. I longitud del cateto contiguoa os o AC

Este cociente es lo que aqui estamos longitud de la hipotenusa AB
llamando tangente del dngulo oo

1. &1l Halla las razones trigonométricas del dngulo o

1

longitud del cateto opuestoa @ BC

= - longitud del cateto contiguo a o o= ac en cada uno de cstos teidngulos \g
a) <) = 0,28 0,96 0,29

axms - i i i s R
e e v i - Bélculo gréfico (aproximado) de razones trigonométricas 1A = 0,724 0,69 105

nométricas de un dngulo agudo. La propia definicién nos proporciona un método para calcular las razones trigo- <
nométricas de un dngulo agudo. B U] 0,47 0,88 0,53

* Se dibuja un dngulo. Por ejemplo, 34°.

B * Desde un punto, B, de uno de los lados se traza una perpendicular al otro
lado. De este modo se forma un tridngulo recténgulo ABC. - = =
8 ¢ 2 a)sen B =0,90; cos B =0,438; tg B = 2,051

* Se miden los lados del tridngulo. En nuestro ¢jemplo:

TRIGONOMETRIA

AC =41 mm, BT =28 mm, AF =50 mm ) . ) sen C =0,438; cos C =090; tg C =0,4875
+ Con estos datos, caleulamos las razones trigonométricas del dngulo, 347 2. o] Hallala.sraf‘unﬁ U"gunumétrm delos ang';_']m agu- 9
il en@-BC 2B 056 cmaeAC AL 02 - BC .28 0 s dos de los siguientes tridngulos rectangulos (4 = 90°): b)sen B = 0,991; cos B =0,133; tg B = 7,467
AB 50 A8 50 Aac @ a) b=56cm; a=623cm — — —
Las medidas romadas son aproximadas, por lo que las relaciones rambién lo son. sen C = 0,133; cos C= 0,991; tg C =9,955
by &= 33,6 cm; ¢=4,5cm
o i ) . &) c=16cm; a=36cm c) sen B =0,896; cos B =0,4; tg B =2016
1. Dibuja sobre un dngulo como el anterior, 34°, un senT = 0,3: cos C - 089%; tg T - 04%
tridngulo rectdngulo de tal modo que A8 = 100 mm.
Halla sus razones trigonométricas v observa que ob- 3. ] Calcula las razones trigonométricas de los dngu- = T =
. ) 8 =Y 4 e, e 3
tienes, aproximadamente, los mismos valores que en los 4, C, ABD y CBD. 08 | 06 | o0s | o8
el ejemplo de arriba. 06 | o8 | o8 | os

cos
B 3 | o5 | o5 | 13

r 2z
SolUClon:  sen34° = 0,56; cos 34° = 0,83; tg 34° = 0,67

Sy

c

16 em

https://www.youtube.com/watch?v=--cOANhFvvO0&feature=youtu.be



https://www.youtube.com/watch?v=--c9ANhFvv0&feature=youtu.be

UNIDAD °

Relaciones trigonométricas fundamentales 5 Razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°
Los tridngulos rectingulos cuyos dngulos agudos son 45°, 307 0 60° aparecen con
MNotacion Los valores de sen, cos y g de un mismo dngulo no son independientes, sino mucha frecuencia, por lo que resultan especialmente interesantes en geometria. . .
En lugar de (s 0)® s suele poner que estin relacionados, de tal modo que conociendo uno de ellos, podemos calenlar Vamos a hallar las razones trigonométricas de estos dngulos. 4.. .jj S] ien 0l = ﬂ '23, CE]C'I.]]E cis O v _tg o I.ltl]iZEndﬂ
jm;;ga Del mismo modo: po los otros dos. Las relaciones que los ligan son las siguientes (s las suele llamar R o
s | relaciones fundamentales): B RAZONES TRIGONOMETRICAS DE 45° las relaciones fundamentales (ot < 907).
A pesar de s cmnfmhm’ ¥ para evi- ( ER— rer [lll ! La hipotenusa de este tridngulo rectingulo iséseeles cuyos catetos miden 1 es:
tar confusiones, utilizaremos duranre Sen O + (cos OU)” = stga H
byt ik aptap e cor o _ 5. arT] Halla el valor exacto (con radicales) de sen o0 y
N3 7 = H
Estas igualdades son ficiles de demostrar: 3 b 1 h=4y12412=2 .I‘g o Sahlttldﬁ L]U.C cos O = 2]“3 {ﬂ. < 'E)ﬂ"} .
B Y (VY BE?. EF () TR .
1) (sen 0 (aa)2=(£) (A_—C):L;AC S4B _ 2 | . I
(1) (serr ) + (cos = (55 - o } - % AL O 6. amll Si tga=.‘|5, caleula sen Oy oos O {{I.::f]ﬂ'"]l-
(*) Por el teorema de Pitdgoras, se cumple que BCACt - AB%. m i P Por tanto
I % B -
(e _BC AT _BC _, . 272 PPCIINE L BT Sy 4 cosa =095 tgo=0292
B coso. AR AB AC * 2002 2
En los siguicntes ¢jercicios resueltos vemos edmo, conocida una razén trigono- . .
mérrica de un dngulo, se pueden calcular las otras dos. Localiza en  RAZONES TRIGONOMETRICAS DE 30° Y DE 60° 5 — ﬁ . - ﬁ
a grifica las . . sen o ; tgo
razones que Caleulamos la altura de este tridngulo equilitero de lado 1: 3 2
Ejercicios resueltos aparecen en
- a tabla. 30 6
1. Sabiendo que cos 0. = 0,63, calcular s=senc. y t=tgo. 5 R 6 seno = , cosal =
Mediante la igualdad [, conocido sem 00 obtenemos cos o, y viceversa. a=.l12- (L) _ 1oL 3 43 b6 6
240,637 =1 = 2= 1-0,63=0,6031 - 5= 40,6031 = 0,777 2] V4 E 2
(Solo tomamos la raiz positiva, porque sen o ha de ser positivo).
I IR 8. 1] Calcula el valor de las siguientes expresiones sin
Solucidn: senw=0777  sge=123 3= e a0 .12 utilizar la calculadora:
i _ _ _ B
% Sabiendo que 1g . =2, caloular s = sen . y ¢ = cos G- sen60° = 2 cos60 = L £ 60° = B;2=J§ aj 5en 45‘1—{{)}'45“ b}.ﬁ‘.’?‘l 3{]0 + CoF Gﬂu
Mediante las igualdades 1 y 11, conocida fg o se obtienen, resolviendo un 2 2 172

sistema de ecuaciones, los valores de sen 00 y cos 0:

) sen 30° + cos 30° d) g 30° + g 607

42 =
¢ =l 3. Teniendo en cuenta que #g 45° = 1, deduce el valor 7. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla de
2ad=1] 2074721 = 4P +F=1 = 57 =1 de sen 45° yde o5 45° mediante las relaciones fun- razones trigonométricas: 'f_'} % 450 — ros 600 f‘} tg_ 450 + 11 45:..
. damentales.
1 salo tomamas 1 racionalizando y 245
c= S hmizpasiive | T e TR T 4. Teniendo en cuenta que sen 30° = 1/2, halla el valor m 094 il
; ) de cos 30° yde tg30° mediante las relaciones fun- m 0,82 W32
Salucidn: sen o= 2;5 Z0,894  coscre %m,zm damentales. m 35 . 8 a0 b) 1
5. Caleula el seno y la tangente de un dngulo cuyo cose-

. . @ no vale 0,8. En las operaciones donde aparezean fracciones o ra- 1+ ﬁ 4 ﬁ
6. Halla ol seno y el coseno de un dngulo cuya tangente 1:1"1:9]:5, trabaja con ellos; no urilices su expresion de- C) T d) T
1. sen o= 0,6, Caleula s y g o 2. g P=0,53. Calcula senf y eosP. vale 0,7. cimal.

5 T o 1 f 2+4/2
—08; tga = 2 2 2
1 cos=08; tgo=075 3 cos45° = - - send5® = - 6 seno=0,57; coso=0,82 2 2
2 sen=047; cosp =038 7 AT o5 | ox | s
._ V3 ._ V3
4 cos30°= - tg 30° = 3 0,94 0,67 276

https://www.youtube.com/watch?v=MxTuWI6NFiO&feature=youtu.be 0,57 0,82 0,69
5 sena=046; tgo=075

4 3 4

5 5 3

M‘h YN
N‘& m“;ﬁ



https://www.youtube.com/watch?v=MxTuWI6NFi0&feature=youtu.be

Utilizacién de la calculadora en trigonometria

Teclas trigonométricas

Para el cilculo y el manejo de las razo-
nes trigonométricas, hasta ahora solo
hemos uiilizado las operaciones arit-
méticas de la calculadora: (+] (=) ()
® y .

En este apartado vamos a aprender a
manejar las teclas especificamente eri-
gonomérricas.

Atencién

En algunas calculadoras antiguas, las
teclas de las razones trigpnomérricas
y sus inversas se pulsan después del
nimero correspondiente.

Para hallar sen 477
47 (=)

Las calculadoras cientificas nos dan directamente el valor del seno, del coseno o
de la tangente de cualquier dngulo. También nos dicen cudl es el dngulo del que
conocemos el valor de una de sus razones trigonométricas.

Veamos, paso a paso, como se recurre a la calculadora para trabajar en trigono-
metria.
B SELECCION DEL MODO DEG (GRADOS SEXAGESIMALES)

Las calculadoras manejan tres unidades de medida de dngulos:

* Grados sexagesimales (DEG). Son los que utilizamos normalmente.

* Grados centesimales (Gra). Un dngulo recto tiene 100 grados centesimales.
Nunca usaremos esta unidad de medida.

* Radianes (rap). Esta unidad de medida de dngulos estd relacionada con el es-
tudio funcional de las razones trigonométricas (funciones trigonométricas).

En este curso utilizaremos, casi siempre, los grados sexagesimales. Por tanto,
selecciona en la calculadora el modo pEg, a partir de la tecla b o 9 . segin
¢l modelo de caleuladora.

B ANOTAR UN ANGULO. TECLA [
Para escribir el dngulo 38° 25 36", se procede asf:
3807125036 7(3B. 4266666 1

Se anota el dngulo en forma decimal

([ 38°25°3

Se expresa el dngulo en forma sexagesimal

En las CALCULADORAS DE PANTALLA DESCRIPTIVA s¢ procede del mismo modo
(el dngulo sale direcamente en forma sexagesimal):

g g |
380712501360 (=) agoEr g

B CALCULO DE UNA RAZON TRIGONOMETRICA, TECLAS (0] (1] ()
Para calcular sen (47° 25'), se procede asi:

(=] 470712507 (M. 1666667/(=1(0.73628395121]
Es decir, sen 47° 25" = 0,736

Andlogamente, se procede con coseno, =, y tangente, (=,

Piensa y practica

1. (1%} Obtén las siguientes razones trigonométricas y
escribe en tu cuaderno los resultados redondeando a

las milésimas.

a) sen 86" b) cos 59°

) tg22° d) sen 15° 25" 43"
e) cos 59° 27" f) iy 86° 52

gl sen 10° 30" (atencién, 10°0' 30")

Recuerda

(=) es un lugar de memoria donde se
sirda el tltimo resultado obtenido.

Refuerza el uso de la calculadora en wi-
gonometria.

D+ 7]

Ejercicio resuelto

UNIDAD o

B FUNCIONES INVERSAS: () (=), () (siea)), () (milm))

:Cuil es ¢l dngulo cuyo seno vale 0,57 Sabemos que es 30°. La forma de pre-
guntirselo a la calculadora es esta:

(o) (s 0,5 (=) [ 3g)

Andlogamente:

o) (6 5°56°3 9.
A1°33°54.18)

costl = 0,56 — o — k=l 0,56 (=

tgt=3 — ;00 — [ 3

Célculo de una razén conociendo otra

Sabemos que cos ot = 0,63. ;Cudnto vale tg 07

Para resolver este problema, tuvimos que recurrir a las igualdades fundamentales
(pdgina 146). Ahora podemos hacerlo directamente con las teclas trigonométri-
cas de la caleuladora:

o] e 0,63(=1S 6. 94981 (=) . 23269068

A

Con las CALCULADORAS DE PANTALLA DESCRIPTIVA podemos proceder andloga-
mente:

Angulo cuyo coseno es 0,63 A Su tangente es —

cos! (B.63 TRNCANS
[w#7) (zee] = o) ()=
110,635 50.9498774 (=) 1.232E9868

Pero también se puede hacer directamente:

nlcestt (0.63 La tangente del dngulo cuyo
1.23269868) coseno es 0,63 vale 1,23269...

(8

(] [39] (2] ,63(=)

Sabemos que tgo.= 2. ;Cudnto
vale cos0l?

) 2= 3. 434994868228 (=0, 44721 35355] — cos ot = 0,447

El dngulo cuya tangente es 2 El coseno de ese éngulo

2
4472135955

Con PANTALLA DESCRIPTIVA: [ms) (][] 2 (=)

Piensa y practica

[E]

2. Da el valor del dngulo o en forma sexagesimal, en

cada caso:
a) sen 06 = 0,91
¢) cos oL = 0,42

) sen ¢t = 0,08

btz o = 5,83
d)rg o= 0,34
) cos o0 = 0,88

3. a) Calcula sen o1 sabiendo que cos 0 = 0,91,
b) Calcula cos ¢ sabiendo que fgo= 6,41,
¢) Caleula #g o sabiendo que cos o0 = 0,06.
d)Caleula #g o sabiendo que cos ot = 0,96.
¢) Caleula sen @ sabiendo que fgo=0,1.

10. &1l Halla el dngulo o < 90° en cada caso. Exprésalo

en grados, minutos y segundos.
a)sen o= 0,58  b)eos ot = 0,75

d]:mﬂ',: "FTS

c)ga=25
fligo=32

t] cos O = rL
V3

1. a1l Halla, con la caleuladora, las otras razones trigo-
nométricas del dngulo @ < 90° en cada uno de los
casos siguientes:

a)sen =023 bleesw=074 owo=1,75

=
cl):.n*.’:l'z'Ck‘.=L f:]thL=q"§ f]ro:('x=£
{2 2
Soluciones:
10 a) 35°27' 2" b) 41° 24' 35"
c) 68°11' 55" d)48°11' 23"
e) 54° 44" 8" f) 76° 44' 14"

11 a) cosa=097; tgo=0,24

¢) sena=0,87; cosa=0,5

e)sena =087, coso.=0,5

b) sen o= 0,67; tgo =091
d)cosa=071; tga=1
f) sena =05 tga =058



Resolucion de triangulos rectangulos

[Enla wen Y]
Hoja pe cALcULO para resolver tridngu-
los recringulos.
B
@ % A=t
3
— A
b=Ae? —a?
®
= - -
@) cos B
—d-90°-§
boa-uh

Ejercicios resueltos

Resolver un tridngulo es hallar uno o mds elementos desconocidos (lados o dn-
gulos) a partir de algunos elementos conocidos.

Las razones trigonométricas nos permiten resolver cualquier tridngulo rectingulo.

B CONOCIDOS DOS LADOS
* El tercer lado se obtiene mediante el teorema de Pidgoras.

* Cada uno de los dngulos agudos se halla a partir de la razén trigonométrica
que lo relaciona con los dos lados conocidos.

B CONOCIDOS UN LADO Y UN ANGULO

* Otro lado se halla mediante la razén trigpnométrica que lo relaciona con el
lado y ¢l dngulo conocidos.

* El otro dngulo agudo ¢s complementario del que conocemas.

(S

1. Los dos catetos de un tridn-
gulo miden 17 cm y 40 cm.
Hallar los dngulos del tridn-
gulo.

2.En un tridngulo rectingulo,
un dngulo agudo mide 27° y
la hipotenusa, 46 m. Hallar
los dos catetos.

3. ;Cudnto mide la ap de

un pentdgono regular de la-
do 10 cm?

Eldngulo o se relaciona con los dos catetos mediante
1? su tangente: fg O = %: 0,425
40

Hallamos con la caleuladora el dngulo cuya tangente es 0,425:
) [20)0,425=) 6 237173 1 3 1) Esdecir, o =23"1"32"
El otro :i.ngulo ©s su mmpl:m:nta.riu: 90°-23"1' 32" = 66° 58" 28"

b es el cateto opuesto al dngulo de 27°. Por tanto:
=]
b
= B b

mZ?":E — b=46.5n 27" =20,88m

Anilogamente: cos 27° = % — =46 cor 27° = 40,99 m
5em o =360": 10 = 36°

3 ¥

o_ 5 __5 _
tg 36° = = = a= rg36°'6'88

La apotema mide 6,9 em.

Piensa y practica

‘5 Refuerza la resoluciéon de wridngulos rectingulos.

1. Los dos catetos de un tridngulo rectingulo miden 3. Calcula el radio de un octégono regular de 20 em de
48 cm y 71 cm. Halla los dos dngulos agudos.

2. En un tridngulo rectingulo, un dngulo agudo mide 4. Halla la apotema de un heptigono regular de 10 em

377, y ¢l cateto opuesto, 87 m.

Halla el otro cateto y la hipotenusa.

lado. ;Cudnto mide su apotema?

de radio.
Calcula también la longitud del lado.

13. a1] Cuando los rayos del sol forman 407 con el suelo,
la sombra de un drbol mide 18 m. ;Cudl es su altura?

14. a1l Una escalera de 3 m estd apoyada en una pared.
;Qué dngulo forma la escalera con ¢l suelo si su base
estda 1,2 m de la pared?

15. el Calcula el perimetro y el drea de un tridngulo
isosceles en el que el dngulo desigual mide 727 y la
medida del lado opuesto a ese dngulo es de 16 m.

19. ] Una cometa estd sujeta al suelo mediante un hilo
que mide 50 m y que forma con la horizontal un dn-
gulo de 60°. ;A qué altura estd la cometa?

24, el El lado de un rombo mide 8 cm y el dngulo menor
es de 38”. ;Cudnto miden las diagonales del rombo?

26. a1 En una carretera de monrana, una senal indica
una altirud de 785 m. Tres kildmetros mds adelante,
la altitud es de 1065 m. Halla la pcndirnl:c media de

la carretera ¥ el z'inguln- que forma con la horizontal.

1 o=34°3'3927"; p=55°86"51,73"

2 Otro cateto — 115,45 m
Hipotenusa — 144,56 m

3 r=2613cm

apotema = 24,14 cm

4 Ellado mide 8,68 cm y la apotema mide 9 cm.
13 El arbol mide 1,51 m.

14 o =66°2519"
15 Perimetro =43,2m
Area = 88,1 m?

19 Estd a 253 m de altura.

24 |a diagonal menor mide 5,2 ¢cm, y la mayor, 15,12 cm.

26 9,3%

Compmeba tus
resultaoos!




17. e] Calcula la altura, h, y el drea de los siguientes
tridngulos:

UMIDAD e

Resolucion de triangulos oblicuangulos 17 h=163cm; A= 260,8 cm?

]

: - A= 2
= PROBLEMA 1 : h=16,1cm; A=104,61cm
El tridgngulo del margen no es rectingulo, Para obwener el lado desconocido, hi
lo partimos, mediante la altura, en dos tridngulos rectdngulos con un lado E
comtin: '
o N A
* El tridngulo ABH ¢s rectingulo. En d cono- A 32cm C D A 13¢cm C

cemos la hipotenusa y un dngulo agudo. Pode-

mos caleular los dos catetos: 28. el Halla, en cada tridngulo, la altura y el lado desco-
sen 48° = % — h=14.#n48" =104 cm . nocido:
Reflexién del problema 1 cos 48° = ]—2 — x=14.c0r48°=9,37 cm * 17 em * 28 a} h= 16’31 cm; a= 22’42 cm

La altura, h, ha partido el tridngulo . . B _L_
oblicuingulo en dos tridngulos rec- En el tridngulo rectingulo BHC conocemos BH =h=10,4em y podemos

. . caleular muy ficilmente HC =y=17-x=17-9,37 = 7,63 cm.
ringulos. En el primero se hallan ele-
mentos que sirven para obtener, en el Conocidos los dos catetos, caleulamos la hipotenusa:
otro wridngule, el lado a.

b)x = 10,93 cm; h=130,2cm; y=2591 cm

a=h?+ 3 =y10,4* +7,63° =129 cm

33-"5:.--" -

B PROBLEMA 2
. «—23cm—>
En este caso, para resolver el tridngulo

B
) del margen, hacemos como en l caso p 33. el Desde el punto donde estoy, la visual al punto
: anterior: la altura h determina dos tridn- h R o
gulos rectdngulos. Con ellos vamos a re- mids alto del edificio que tengo en frente forma un
A 2 lacionar x ¢ y. YA a- | N dngulo de 28° con la horizontal. Si me acerco 20 m, 33 El edificio mide 29,02 m.
87 m 87 m

el dngulo es de 40°. ;Cudl es la altura del edificio?

._h .
En ABH, 55 =2 o hoxusy| 5508

£n FTC tg28°=%  hey s 133205 35.a0 Un avién P vucla entre dos ciudades 4 vy 8

Reflexién del problema 2 que distan entre si 50 km. Desde el avién se miden

En este caso hemos tenido que resal- Como x+y= 87, tenemos un sistema de dos ceuaciones con dos incdgnitas: . —— e ., ,
ver simultineamente los dos eridngu- x+y=87 =87y I.‘.'JS ﬂ.l'lgl.l]ﬂs PJ{E = 20" ¥ .P.&A. = 30°. {A. ql.l.é ﬂ]l.'l.]l'ﬂ 35 El avion esta a 11;16 km de altura.
f&ﬁiﬁﬂ?ﬁﬁfii’:ﬂﬁi 1,33x = 0,53;} 1,33(87 - 1) =0,53y = y=622m eard el avidn?
sistema de ecuaciones), se obtienen Conocido y, podemos caleular 37.ad] Para Calcular la a]tura dCl Cdiﬁcio, PQ 2 hcmos
! buscados. . P I
O semmenios e En BAC, cos28°=2 > 2= 22 _704m medido los dngulos que indica la figura. Sabemos que
oo hay un funicular parairde S 4 Q, cuya longicud
4y un runicular para ir ac a cuya longitud ¢s

Cualquier tridngulo no rectdngulo puede ser resuelto mediante la estrategia d YZSO Halla PP_ g Y & 37 La altura del edificio es de 56,67 m.

[En la web Ja) de la altura. Consiste en elegir una de las alturas del tridgngulo de modo que, 2 m. Q 8

Ampliacién tebics: teoremas de los se- al trazarla, se obtengan dos tridngulos rectdngulos resolubles por separado o

nos y del cosena. conjuntamente.

Piensa y practica E

1. En un widngulo ABC, halla BC conociendo 2. Hallaloslados AB y BC de un tridngulo ABC en
AB =37 cm, AC =50cm vy A =327 el que sabemos AC = 100 cm, A -4 y 6o,

1 BC =27,04cm 2 AB =357cm
BC =77,3¢cm




Razones trigonométricas de 0° a 360°

Signo del seno y del coseno
Al igual que las coordenadas de un
punro, los signos del seno y del co-
seno de un dngulo dependen del cua-
drante en el que se sitie el segundo
lado del dngulo.

SENO COSENO

Signo de la tangente

La rangente es positiva en los cua-
drantes primero y tercero, y negativa
en los cuadrantes segundo y cuarro.

TANGENTE

Circunferencia goniométrica

Sobre un sistema de coordenadas, trazamos, con centro en el origen, una cir-
cunferencia de radio 1. La llamamos ci £ ia goniométrica. En ella, es
sencillo definir y visualizar las razones trigonométricas de un dngulo cualquiera.

Los dngulos sc sitdan sobre la circunferencia goniométrica del siguiente modo:
* Su vértice en el centro.
* Uno de los lados se hace coincidir con el semicje positivo de las X,

* El otro lado se sittia donde corresponda, abriéndose el dngulo en el sentido
contrario al movimiento de las agujas del reloj.

Seno y coseno de un angulo entre 0° y 360°

Si situamos un dngule cual- 90°
quiera, @, sobre la circunfe-
rencia  goniométrica, defini-
mos (cos @, senr §) como las
coordenadas del punto en el
que el segundo lado del dngu- en b

lo corta a la circunferencia. o

Observa que esta definicién 180 M o A X
es compatible con los concep-

tosde sem @ y cosOl paradn- T o5 Y sen &

gulos agudos. De este modo,
las coordenadas de A4 son
(cos oL, sen OL).

B cos B

cos &

270"

Tangente de un dngulo entre 0° y 360°

Situamos un dngulo cualquie- AT
ra, o, sobre la circunferen- }
cia goniométrica. Trazamos la 900
recta f, rangente a la circun-
ferenciaen Ul ga

El segundo lado del dngulo,
o su prolongacién, corta a la @
recta ¢ enun punto, 7. La 150 -
tangente del dngulo es igual a

la medida del segmento UT,

con el signo correspondiente,
positivo hacia arriba y negari-

vo hacia abajo.

Los dngulos de 90° y 2707 no
tienen rangente.

2700

TANGENTE

https://www.youtube.com/watch?v=kTtgsLAOGj0&feature=youtu.be

https://www.youtube.com/watch?v=-8vs4L8z-Ys&feature=youtu.be

20.a] Sittia en la circunferencia goniométrica los si-
guientes dngulos ¢ indica el signo de sus razones tri-

gonomeétricas.
a) 128° b) 1987 c) 87°
d)98° ¢) 285° f) 305°

Compruébalo con la caleuladora.

21. el Explica en qué cuadrante estd el dngulo o encada
caso y caleula las razones trigonométricas que faltan:
a)sentt=0,6; cost<0 b)coso=-1/3; rgo=0
ctgo==2 senct>0 d) senct=-2/3; g <0
Representa el dngulo @ en una circunferencia gonio-
métrica en cada caso.

22, ] Justifica en qué cuadrante estd @, en cada caso,
y caleula las restantes razones trigonométricas:

a) sem OL = 4/5; o < 907 b) cos ot = 2/3; o= 2707
¢ tga =3 o=180° d) cos ot = =3/4; o< 180°

+ - + + - -

sen
cos - - + - + 4
. I I
21 a) Cuadrante Il 1
cosa =-0,8
: o
tgo.=-0,75 =

=1 cos oL

b) Cuadrante Il !

242

seno = — 3 Qf

tga=2ﬁ

cos O

NN

-1

c) Cuadrante Il N :
V5
coso.=———— g 1
5 =
245 /3 \le
seno = —— ™
-1 o5 (L 1
=1
d) Cuadrante IV 1
_¥5
coso =3 e
- N g )
seno = 5
-1

22 a) o.e Cuadrante |
cosazé't a=i
50 199773

b) oo € Cuadrante IV
/5 5

senet=T; tgaET

c) oo € Cuadrante lll

__v10. _
cos o = 10 , senda = 10

d) oo € Cuadrante Il

N -7

senct=T; tgo = 3

Te ayudarad visualizar las representaciones en
el siguiente enlace:

http://www.xente.mundo-

r.com/ilarrosa/GeoGebra/Razones trig 2.html



http://www.xente.mundo-r.com/ilarrosa/GeoGebra/Razones_trig_2.html
https://www.youtube.com/watch?v=kTtgsLAOGj0&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=-8vs4L8z-Ys&feature=youtu.be

UNIDAD o

Funciones trigonomeétricas. El radian

A
NI

Expresion de un dngulo o enla
nuevawunidad
360" — 2In

— Xx= In

360

o
o — x

axm e
Significado y uso del radidn como medi-
da de dngulos.

Recuerda

1 rad es un dngulo un poco menor

que G0°.

Construimos una funcién que asocia a cada dngulo del intervalo [0°, 360°] su
seno.

\ EG 1357 1800 T

Angulo
en grados

El dominio de definicién de esta funcion es [07, 360°]. Observa que, para repre-
sentarla, hemos tenido que utilizar escalas muy distintas en los dos ¢jes. Con el
fin de corregir este defecto, vamos a construir otra funcién, muy parecida a esta,
en la que cambiamos la forma de medir los dngulos:

Tomamos como medida de un dngulo la longitud de su arco en la circunferencia
goniométrica (recordamos que en ella, r=1).
Una vuelta completa (360°) tiene una longitud de 2m: 360° = 2n

n
360
Con esta unidad de medida de dngulos podemos representar la funcién tomando
la misma escala en los dos ejes:

Por tanto, a un dngulo de o le corresponde o como nueva medida.

Sene. ..

El radian
La unidad de medida de dngulos que acabamos de ver es ¢l radidn y se define asi:

La funcién
y=senx

definida en [0, 2m].

Angulo medido en
“longitud del arco”

e

Se llama radidn a un dngulo tal que el arco que abarca
tiene la misma longitud que el radio con el que se ha tra-
zado. Es decir, @ esun radidn porque la longitud del arco
AB es igual a la del radio:

Longitud de AB = OA

Para pasar de grados a radianes se utiliza la igualdad o = %r_t rad.

El valor de un radidn es: 1 rad = 57° 17" 45"

)

Las funciones trigonométricas en [0, 2n]

Al igual que hemos construido la funcién seno tomando como unidad de me-
dida de dngulos el radidn, podemos construir las funciones coseno y tangente,
Vedmoslas:

3
1}senx gx

a

cosx -1

Estas tres funciones, Y=Senx, y=cosx, y=1igx, definidas en [0, 2] en las que
la abscisa es la medida del dngulo en radianes y la ordenada el valor de la razdn
trigonométrica correspondiente, se llaman funciones trigonométricas.

Las funciones trigonométricas definidas en todo IR

Siextendemos periddicamente estas tres funciones a toda la recta real, obtenemos:

S S N
N_S " N

senx 14

Wy

lH

Aqui podrds visualizar las
funciones trigonométricas:

http://www.xente.mundo-

r.com/ilarrosa/GeoGebra/FuncTrig.html

Piensa y practica

1. Pasa a radianes los siguientes dngulos:
a) 25° b) 100° o) 150°

Expresa el resultado en funcién de m y, luego, en
forma decimal. Por ejemplo: 180° = 7t rad = 3,14 rad.

2. Pasa a grados los siguientes dngulos:

d) 250° ) 0,5 rad b} 1,5 rad d % rad

d) % rad ) 4,8 rad £) 37 rad

3. (M) ;Verdadero o falso?
a) El radidn es una medida de longitud equivalente al

¢) Un dngulo recto mide ®t/2 radianes.

radio. g) Las funciones sen x y cosx tienen un pcﬁudu de

b) Un radidn es un dngulo algo menor que 607 2m.
¢) Puesto que la longitud de la circunferencia es 2mr, h) La funcién tgx tiene periodo .

un dngulo completo (360°) tiene 27 radianes.

f) Las funciones trigonométricas son periddicas.

i) La funcidn cos x es como sen x dcsplaz.ada ni2a

d) 180° es algo menos de 3 radianes. la izquierda.

1 a) 0,44 rad
c) 2,62 rad

2 2) 28° 39 36"

b) 1,74 rad
o) 60° d)135°
d) 4,36 rad €) 275° 8" 36" f) 540°

b) 85° 59* 24"

1aF
d)F
gV

b)V oV
e)V v
h) vV Y



http://www.xente.mundo-r.com/ilarrosa/GeoGebra/FuncTrig.html

Te propongo algunos gjerciclos mds,..

38. o] Para localizar una emisora clandestina, dos recep-
tores, A y B, que distan entre si 10 km, orientan
sus antenas hacia el punto donde estd la emisora.

Estas direcciones forman con E
AB dngulos de 40° y 65°. ;A
qué distancia de 4 y B se
encuentra la emisora? N 654
42380 T\p
10 km

39. @] Desde un acantilado a 20 m sobre ¢l nivel del
mar, s¢ observa un helicéptero en précticas de salva-
mento.

Una persona desciende
verticalmente  hasta un
barco en ¢l que alguien
estd en peligro. Si los dn-
gulos de observacién son
de 75° para el helic6p-
tero y 38° para ¢l barco,
scudnto medird el cable
que va desde el helic6pte-
ro al barco?

44.a] Sobre la circunferencia gonlométrica sefalamos
un dngulo ¢ en el primer cuadrante y a partir de él
dibujamos los dngulos:

1807 — o 1807 + o 360°-a
Busca la relacién que existre entre:
a) sen (180° — @) y sen Ot

cos (180° — o) v cos ot
te (180° — o) y o
b) sen (180° + @) y sem ot

cos (180° + o) v o O

tg (180°+ o) y tpot
c) sen (360° — o) y sen ot
cos (360° — o) v cos O

7 (360° —0) y o

https://www.youtube.com
/watch?v=3Nh-Jynv46E

46.am Halla los dngulos comprendidos entre 0° y 360°

que verifican las siguientes ecuaciones, como en el
¢jemplo:

*1-2cosx=0 — cosx=1/2 = x=060" x=300°
a:l2senx=1"§ b)bmx:—-"’i

¢ 3tgx+3=0 o) (serr %) = 1

¢) (sen x)z —senx =10 f) 4(sen x]2 -1=0

g} 2(:’05;(]2 —cosx—1=10

https://www.youtube.com/
watch?v=nK6kcwbVsGE

https://www.youtube.com/watch?v=iFBbS2Nt4BQ&feature=youtu.be

A47.afl] Usando las relaciones fundamenrales, demuestra
estas igualdades:

a) (sen o + cos 06)% + (sen €t — cos 00)2 = 2

b) (sen 00)* + sen ¢t - (cos 00) 2 B
sen O N

1

c) (sm a)a + ser O - (ras {1)2 _

ty O
cos (L £

1
d)l+l:tg{1}2=w

4A1. gl Desde un faro £ se observa un barco 4 bajo
un dngulo de 43° con respecto a la linea de la costa; v
un barco B, baju- A

un dngulo de 21° /5\\d

El barco A estd a N
5 km de la costa, y i ,-f""\:B
el B, a3km. Cal- o 5km
cula la distancia S Nape :

entre los barcos.

45. a1 Sitda el dngulo dado sobre la circunferencia go-
niométrica y expresa sus razones trigonométricas uti-
lizando un dngulo agudo como en ¢l ¢jemplo:

* Angulo: 215°
sen 215° = —sen 35°

cos 215° = —cos 35°

tg215° = 1g 35°
a) 150° b) 240° <) 300°
d) 225° ¢) 100° f) 320°

48. mil] @ :Verdadero o falso? Justifica y pon ejem-

plos.

a) En un dngulo agudo, el seno es siempre mayor que
la tangente.

b) No existe ningin dngulo o tal que sema=3/5 y
o= 1/4,

<) El coseno de un dngulo de 7 radianes esigual a—1.
d) El valor midximo de la tangente de un dngulo es 1.
e) Si 270° < of < 360°, entonces tph<0 y cosct= 0.

f) No existe ningiin dngulu o ral que:
sen O+ 2eos 0L =0

g) La altura de un tridngulo es igual al producto de
uno de sus lados por el seno del dngulo que forma
dicho lado con la base.

49.@] Los dos dngulos agudos de un tridngulo rectdn-
gulo se llaman complementarios porque su suma es
uno recto. Observa la figura, copia y complera la ta-
bla, y expresa simbdélicamente lo que obtienes:

8 ﬂ mnm
-

£

A C



https://www.youtube.com/watch?v=3Nh-Jynv46E
https://www.youtube.com/watch?v=nK6kcwbVsGE
https://www.youtube.com/watch?v=iFBbS2Nt4BQ&feature=youtu.be

Y para terminar... Entrénate resolvienoo probtemas...

;Qué fraccidn de la superhicie del tridngulo se ha co-
loreado?

» El rombo tiene una superficie de 24 cm?, y su diagonal
menor ¢s igual a los tres cuartos de la mayor. Calcula el
drea del circulo inscrito.




38 La emisora se encuentra a 9,38 kmde A y 6,64 km de B.

39 El cable tiene una longitd de 115,5 m.

41 La distancia entre los barcos es de 3,16 km.

44 3) sen(180° - o) = sen o
cos (180° — o) = —cos .
tg (180°-0) = -tg o
b) sen (180° + o) = —sen o
cos (180° + o) = —cos ¢
tg (180° + o) = -tg o
c) sen (360° - o) = —-sen o
cos (360° — o) = cos a.
tg (360° - o) = -tg o

45 a) sen 150° = sen 30°
cos 150° = —cos 30°
tg 150° = —tg 30°

b) sen 240° = —sen 60°
cos 240° = —cos 60°
tg 240° = tg 60°

¢) sen 300° = —sen 60°
cos 300° = cos 60°
tg 300° = —tg 60°

d) sen 225° = —sen 45°
cos 225° = —cos 45°
tg 225° = tg 45°

e) sen 100° = sen 80°
cos 100° = —cos 80°

tg 100° = —-tg 80°
f) sen 320° = —sen 40°

cos 320° = cos 40°

tg 320° = —tg 40°

47 a) (sen o + cos )2 + (sen o — cos 0)? =

= (sen? o + cos? ot + 2 sen o cos o) + (sen? oL + cosZ oL — 2 sen oL cos 0) =
— e —_—
1 1

=1+2senacoso+1-2senacosa=2

46 a) x; = 60°% x; = 120°
b) x; = 225° x5 = 315°
c) x; = 135% x, = 315°
d) x; = 90°; x, = 270°

2 2
sendo+sena-coslo  send(seno+cos” o) 5 5
b) = =sen“o+ cos“o =1
senda. sen o
3 2 2 2
J sen”o.+seno-cos o _ seno.(sen” o.+cos o) _senal _
cos o cos o cos o
sena.
cos o
2 2 2
sen cos 0L+ sen 1
d1+t?a=1+ & _ o o _
2 2 2
cos” o cos” o cos® o.
48 a) F b)V oV d)F
eV f) F gV

b/a c/a
c/a b/a
b/c c/b

sen o = cos (90° — o)

cos o = sen (90° — o)

tgo = 1/tg (90° — o)

€) x; = 0% x; = 180% x3 = 90°
f) Xy = 30°; Xp = 150°; X3 =210° X4 = 330°
9) x; = 0% xp =120° x3 = 240°




