Calculo de limites de funciones definidas ”a trozos”

Si las imagenes de todos los valores de x proximos a x se calculan por medio de la misma
expresion analitica

2SI =

xh_mof(x) donde f(x) = §,3 _ 752 4 6y

L 1—x
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Para calcular la imagen de los valores de x proximos a 1, tanto por la izquierda como por la
derecha, utilizamos una sola expresion analitica, la correspondiente a x # 1. Por lo tanto:
lim £ () = 1 x3 — 7x% + 6x i (x2—6x)-(x—1) 1-6-1 3
im f (x) = lim = lim = =
2 a1 = 3% i=al, ((=iba =) =il




Si las imagenes de los valores de x proximos a x por la izquierda se calculan por medio de una
expresion analitica, y las de los valores proximos a x, por la derecha por medio de otra diferente

Ry SIS ol
lim f (x) y lim f(x)donde f (x) = {2si1<x <3
x -1 X —3 .
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Para calcular la imagen de los valores de x proximos a 1, tanto por la izquierda como por la
derecha, utilizamos expresiones analiticas diferentes. Por tanto:

linll_f(x)= lirrll_(3— x)=3—-1=2
= Xaw> : — 1 =
lim, f (x) = lim, 2 =2 = L g7 () S e ey e 2
I 26 =

lim f(x)= lim 2 =2 }
36 =R 28 =) -

lir§1+f(x)= lirgl+(x+1) = = lim f(x);txh_)rggrf(x) = no existe lim f(x)
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Calculemos limites de funciones definidas a trozos:

Sobre la grafica de la siguiente funcion, halla: Calcula también el limite de la funcion:

Dada la funcion

[l si x<0

( ) =3 ._\‘ \ /

f\ = 13% -5 si 0sx<4
Ix—x° si x24

a) Ji"?-;*:.%___f‘{;xf}

hallar \/1'»2 fx), ' /mz/ (x) y [1’;»);)‘/ (x).

A — 'Olfl'

d) lim flx)

o

¢ Sabemos que x —3 4oo s‘i;:niﬁ(.z que damos a x valores tan grandes como qucra
mos (100, 1000, ...). Ten en cuenta en qué “trozo” de la funcidn se calculan esos
valores y halla el limite en esa expresion.

* Razona de modo analogo en el caso x — —==.

* Enel caso de x =0 hay que estudiar los limites laterales.

lim fix)==coi lim fix)=0; lim flx)==cc; Ilim flx)==5
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Continuidad de una funcion

La grafica de una funcidn es continua si la podemos dibujar sin levantar el lapiz del papel.

(2 six <0
% sid<x<?2
—x+4 si2 <x<3
4 six=3
\— X+ 4 six>3

Consideremos f(x) = <

esta funcion no es continuaenx=0,x=2vy x = 3.

¢Qué ocurre en cada uno de esos puntos?




Veamos que ocurre en los puntos donde cambia la forma de definir la funcion:

Enx=0
3 lim f(x)= lim 2 =2
x__)o_ x_>0_ . Vs .
_ Py = Por tanto no existe el limite
3 lim f(x)= lim = ==-=+4+ o0
x -0t x-0tx 0
Enx=2
. < fly
an (a2 )= i &= 5
=g S EY - = Por tanto tampoco existe el limite

xll)rr21+f &0 = xll)n21+( —x+4)=2

Epxd=i3

RESYR=NA
xlin?}_f(x) =xlin?}_( —x+4)=1

xll)n§+f Cogr= xll)n§+( —x+4)=1

= lin}o’f (x) = 1 pero no coincide con el valor de f en 3.
=



Diremos entonces que:

Siendo f : R — R una funcion real de variable real, y siendo x, un punto del dominio de la
funcion, diremos que f es continua en x, si se verifica :

Que existe lim f (x) = L (con L un valor finito)
X =X

Que existe f (xg)
Que ambos valores sean iguales: f (xy) = L

Diremos que:

Una funcidn es continua en un intervalo si es continua en todos sus puntos.

En los puntos donde la funcion no es continua se dice que es discontinua



Veamos algunos ejemplos:

x2—4
N2,

y = x2 es continua y = discontinuidad evitable en x =2 (2 f(2))




Algun ejemplo mas:

=l Sl sae !
f(x)_{Zx—l,Six > 2 fEN= 5
Discontinuidad de salto lirgl_f(x) = lirgl+f(x) Discontinuidad de salto infinito
Xan? X

lim f(x) = —eoy lim f(x) = +oco

e=A01=




Continuidad de las funciones mas usuales:

Teniendo en cuenta la definicion de continuidad se puede asegurar que:

v Las funciones constantes y las funciones polindmicas son siempre continuas

v Las funciones racionales f (x) = g—), donde P(x)y Q(x) son polinomios , son continuas

(x
€9)
para todo punto de su dominio de defin

icion, es decir, para todos los puntos excepto las raices
del denominador, Q(x)

v Las funciones definidas a trozos son continuas si cada trozo es una funcion continua, y ademas

si son continuas en los puntos de union.

En general, una funcién es discontinua en todos los puntos que no pertenezcan a su dominio,
ya que en esos puntos no existe la imagen de la funcidn.



Tipos de discontinuidades:

Evitable si existe lim f (x) =L pero f (xy) # L (es lo que ocurre en x = 3)
X X

Bastaria definir f ( xy) como el propio limite para que la funcién sea continua

De salto finito si no existe lim f (x)
X X

( si existen los limites laterales y son finitos pero no coinciden, m
es lo que ocurre en x = 2)
De salto infinito si no existe lim f (x) (sialgunode los limites laterales "

X =X ~ a

es infinito) ( es lo que ocurre en x = 0)



Limites y continuidad

Calcular, sobre la grifica de f(x), los si-
gzu'mtes limites:

a) [l'u-'(z) f(x)
c) (1’»’1‘; f(x)

JEs f " continua en esos puntos?

b) [1’}713 f(x)

Calculo del limite en un punto sobre la
grafica de una funcién

Limite y continuidad de una funcidn
definida a “trozos”

Considerar la funcion

._).\‘ + 1 $1 % < -2

flx) =12

.;.\' -1 st %x>1

si =28x<l

a) Hallar el limite en x = -2; x = O
x =1

b) Estudiar su continuidad,

Hazlo td. Halla el limite de la funcién
2x—3, si x<3

. oen x=0 yven

si x23 ’

x = 3. Estudia su continuidad.

Hallar, en cada caso, el valor de k para
que las funciones siguientes sean continuas

2D ’ -
st x<3

.
b) g(x) = 1§,

Vx+k si x>3

Hazlo ta. Halla el valor de £ para que

L . 2x -5 si x<1
la funciéon f(x) = , sca
; x+k si x>l

continua en todo IR.

Funcion continua en un punto



Solucionemos los ejercicios anteriores: a) Para que f sea continua en x = ¢ debe ser lim f(x) = fle).

N o
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a) Iim fix) = 2. Ademis, lim f(x)=f(0)=2 — f escontinuaen x=0. Si ¢ 3¢-
x -={)" v - )" . Y . 4

—2, f es continua porque [im flx) = 2+
. m_ 3

C+
b) Observamos que la funcién se aproxima a niimeros distintos si damos a x valores ‘ . o . B O 1 3x(x+2)
Si e==2, lim_flx)= lim S = lim

menores 0 mayores que 5. s, oo x+2 0 T el —0

lim fix)=4 Como f(-2) = &, debe ser £=—6 paraque f seacontinuaen x=-2. Por tanto,

lim flx)=7

+

N—

’ No existe lim flx) porque [lim flx) = lim flx) para £=—6 f escontinua en IR. Su grifica coincide con la de y = 3x.

o b) Estudiamos la continuidad en el punto de ruptura x = 3. f(3) = 2°

f es discontinua en x = 5; tiene un salto finito. N aeilin . L
lim 2¥===2 I Para que exista /lim f(x),
N x—3°

v— 3

¢) La situacion es similar al caso a) pero el limite no coincide con el valor de la funcion )= . /

lim {x+k=J3+k \

v— 3

debeser2=y3+k — k=1

en el punto: lim f(x) =3 y f{8) = 6, luego /.'m\ flx) = f(8).
¥ - B¢ ¢ J < — R

f es discontinua en x = 8. Tiene un punto desplazado. Para £=1, f es continuaen x=3. Ademds, f es continua en IR, porque lo son

Y \ ® » ~ .
g x) =2 v os(x)=Jyx+1 ¢n los intervalos en los que estdn definidas.
S / & Y ]

es un “punto de ruptura”. Por ello hay que estudiar los limites laterales.

lim (2x+1)==3

lim_fix) =1" o 33 No coinciden; por tanto, no existe  /im_ fix).
2 am L=4 bl ¢

X' = -

im flx)= lim2=2

En x=0, como -2<0<1, [/ 2

1 es un “punto de ruptura”. Calculamos los limites laterales.
| lim fix)= lim 2=2

] 7\ e x| ¢:0 4 I y y

lim f(x) = 7 Coinciden. fim fix) = 2.

N — -/ lim flx)= lim (3x—1)=2 o) -/

x—1' x—=1°

l"vfi es discontinua en x = =2 porque no existe /."m‘_/'(‘\:.": €n ese punto la funcidn

tiene un salto finito.

También es discontinua en x=1 porque no existe f(1); le falta un punto, es una

discontinuidad evitable.




