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Indeterminacion S

Para resolver esta indeterminacion, si la funcion es racional, se divide numerador y denominador
por (x-a), es decir, se simplifica la fraccidon para resolver la indeterminacion.
x?+3x—4  (x+4)(x—-1) x + 4
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A veces aparece también este tipo de indeterminacion en limites de funciones irracionales:

_ H= 0 _ @6 225 2) L x—2)x+ 274 2)
lim = — indet = lim — M)
e P i (YRt 2—2)(VEF2+2) %2 x — 2



Calcula los siguientes limites:

Halla /mz \f 1 . Para ello, multiplica numerador y de-

4x N 24 nomin: ldor por Ll binomio conjugado (Jx+1) del deno-

a) lim— ,
x—0 x% — Dy X minador.

x*—1
©) m=-

e) lim 3;+2

x—=-2x°—4

o) lim —*3 3

x—-3 x> +4x+3
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Indeterminacion —

(00)

Este tipo de indeterminacion aparece al calcular el limite infinito de algunas funciones racionales.
Para resolver esta indeterminacion, dividiremos numerador y denominador por |la mayor potencia
de la variable que aparezca en el cociente. Obtenemos entonces:

(0, si grado de P(x) > grado Q(x)
0, si grado de P(x) < grado Q(x)

| % si grado de P(x) = grado Q(x)

: P(x) _
xlgrgo 0 o)

N

(0]
(0]

Siendo ky | los coeficientes de los términos de mayor grado de P(x) y Q(x) respectivamente.
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Veamos algunos ejemplos:

o 2x%+4+3x—2
lim = 4+ o0
x—->0 x +12

: 3x% + 2x He
x1—>moox3+2x—1
X 1
: X Cole- o ¢ 27 xLlTooz Se0p S
L RN . e S W o = —_ = (0.0)
xo @k =7 o x—1>r£—loo\/x4— x—}q—loo\/xé}— \/1 7 1
1m
X — +00

Notar que el cdlculo de limites en — oo reduce al caso de + o, considerando que si x tiende a
— 0o, —Xx tiende a + oo



Calcula los siguientes limites:

’, Y.s ’, x‘
a) lim = b) lim —-
X — 400 ‘)_\ X — 400 /’l %

().\‘_‘1 &) lim /;'2(2,\:7 +3)

X — +00

c) lim
X — +00

"D o
X X

e) lim (2 —x%) £) lim (0,75% = x?)

X — 400 X == —0co

h) lim =

X — 00



Indeterminacion co — oo

Para resolver esta indeterminacion, si f(x) es una resta de funciones racionales, se efectua la
diferencia obteniéndose una unica funcion racional.

l = l' — b —
] x2 -1 e x2 -1 :lrl—rgx+1 2

i
= x—1 x2-1

x -1

( 1 2x ) o (x+1)—2x —x+1 -1 -1
= €0 — o =

o [x—-1 x*-1 . (x—1D@2x+3)-2(x2-1)
lim — = 00 — o0 = lim
X — 00 2 2x + 3 X— co 2(2x+3)
2x2+x—3)— (2x2-2
llm( ) ( )—

= li = lim —
X~ 00 4x + 6 x>0 4x+6 4

(x—1)_ 1




Otro caso:

Si f(x) es una resta de funciones radicales cuadraticas se puede multiplicar y dividir por la
expresion radical conjugada para que desaparezca la indeterminacion o utilizar alguno de los
métodos anteriores.

i (x_m)z T, (x— Vx+2)(x+ Vx +2)

X > +oo x— + 0o (x+ \/m)
xz—x 2
x> —x—2 1

= lim = lim — — = 4o
xotoxt XT2Z x—>+°°x+W 0

x2




Indeterminacion 1°

L e . i . I\
Las indeterminaciones del tipo 1% se resuelven teniendo en cuenta que lim ( s+ ;) =3¢

X' —=>'+ 00
Si_lim f(x)=1y lim g(x) = +ooentonces lim FOO)ID (= 1°) = ex I Pow @)1
X — T00 X —> +0o X = + oo

2

X
: 3x + 5\x+1 , ,
lim = 1% *® = indeterminado
x—>+oo\3x + 1

5o 5oz x2
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x% 3x+1 4

1 x+1 4 3x+1 i e 1
= lim 1+ = ex-+o0 X+1 3x+1 = @3

X >+ © 3x+1
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Veamos algunos ejercicios:

Calculo del limite de una funcion en un punto:

Calcular los limites siguientes:
a) lime**!
x—0

b) {z’m SS ”f

3 2..2
c) lmz —5“

¥ —x—6

Hazlo ta. Calcula:

a) /mzA b) lim

x—=2 (.X+ A

x—1 2x%_2x

Mas limites en el infinito:

Calcular los siguientes limites:

a) lim

Calculo de limites cuando x — oy x —» — co:

Hallar, en cada caso, el limite de  f(x)
cuando x —> +eo y cuando x — —oo, ¢
interpretar grdficamente los resultados.

a) f(x) = Y9 + 10
Dt - 3]
| Hazlo tu. Calcula
¢) floe) = 224
. 1)/ = 32 -1

¢ 4x* —1
b) f(x) = 5
R 3-2x°

0) flx) = =

5"‘ b) lim V3 d) ()

x—+00 X + |

Jm_ f(x) en los siguientes casos:

Yy




Veamos las soluciones:
Al cdlculo del limite de una funcion en un punto:

a) lme¥t1 =1

x =0

b) lim ¥ = (1)

x—=1 x= -1

£0,99) =

— (’
=+co Estudiamos el signo de f a la izquierda y a la derecha de 1.

3-0,99-2 _
0,992 1

3.1,01-2
1,01% -1

x=0,99;

x=1,01; f(1,01)= >0—> lim22—=

o Y. PO 2
lim =% 3x = 0 Esuna indeterminacién; para resolverla, hay que simplificar la
o N Ty | } Yq p
* : fraccion.

2 ) %
x“(x-3 - , =

( ) ___X lim -3 -
¥=Ixc—x—6 X

b
032 _ _ ;
.\'3 —x—-06 (X=3)(x+2) x+ 2

A los otros limites en el infinito:

Estudia, en cada caso, el grado del numerador y del denominador y aplica la misma
regla que en el cociente de polinomios. Ten en cuenta que grado \x” = pln.
a)5/2 b)o

L‘) +0o0

Al Cdlculo de limites cuando x —» oy x - — co:

a) Podemos conseguir que f{x) sea tan grande como queramos dando a x valores
muy grandes.

) q
Por ejemplo, si queremos que f{x) > 10°, debe ser x> —]Q—J—I—Q. Por tanto:

, yf, g
lim Y9x +10 =400 |

| lon_ %10 =

- |

b) Como el grado del numerador es igual al del denominador, el limite es el cociente
entre los coehicientes de los términos de mayor grado.
lim =X2 ]
—3 es una asintora horizontal.
lim 2x+1

Estudiamos la posicion de la curva con respecto a la asintota:

x =100, f(100) =-3,07 <-3

x=-100, f(-=100)=-2,93>-3
La curva esta bajo la asintota cuando x — 4+
y sobre la asintota cuando x — —eo.

¢) Como el grado del numerador es menor que el del denominador, el limite es 0.

g P
lim =X fl =();
(e 2

Yar
lim =x+1 _q
\ — —ac -
La recta y =0 es una asintora horizontal. Estudiamos la posicion de la curva res-
pecto a la asintora.

201

Six =100, f(100) = — > 0; si x=-100, f(-100) =
3 0 3

Cuando x = +ee, la curva esta sobre la asintora

y cuando x = —eo, la curva estd bajo ella.




Ramas infinitas y asintotas:

I8 Hallar las ramas infinitas de las funciones
siguientes. Si hay asintotas, estudia la posi-

cion de la curva respecto a ellas.

a) flx) = =1

\+4

0 f) =~

Hazlo tu. Estudia las asintotas de las

siguicntcs funciones:

a) f(x)

Hallar a, b y ¢ en f(x) = o *(/’\ para

que tenga como asintotas x =2 ¢ y = 2x— 1.

Estudiar y representar las ramas infinitas
de las funciones siguientes:

a) f(x) = 1,5*
b) f(x) = 0,4*
¢) f(x) =1In (2x—4)

;liene alguna asintota la siguiente ﬁm—
crons:

N =3 —4x+12
f&) = x—-3

;Qué relacion hay entre su grdfica y la de

g(x) = x° —




Soluciones a las ramas infinitas y asintotas:

1 a) * Asintotas verticales. Buscamos las raices del denominador.

En este caso no hay asintotas verticales porque no hay ningin valor que anule el

denominador (x= + 4 = 0).

Asintotas horizontales. Hallamos los limites en ¢l infinito.

=1 .1 Asintotas verticales

. . 1 es asintota horizontal.
X+ 4 . TN+ 4

x-3=0 = x=3;
Para ver la posicion de la curva respecto a esta asintora estudiamos ¢l signo de la

- < PR .
diferencia entre la curva y la asintora. Posicion:

Si x
d <0 para cualquier valor de x.

Si x — 3% {1.'_\-‘. + ,.n] fl) —

Por tanto. f(x) < 1 @nto si x — 400, COMO $i X —> —o0;

la curva se aproxima a la asintota por debajo.
, . . Asintotas horizontal u oblicua
No puede tener asintotas oblicuas porque los grados
- (" Ay y de . r e » ol de - : {
del numerador y del denominador son iguales. Como el grado del numerador es una unidad mayor que \.4({1.[ denominador, hay
Asintota ()!.‘IKLUJ. l’-”;l h.l”.”l-l. dl'\ l\il“l(\\ ¥ LX\P!'\'\J“)().\ IJ lll“Li()“ COmo:
Asintotas verticales ~ i SO
= cociente + ————

(x=1)0"=0 = x=1: lm—=—=00; x cs asintota vertical. S divisor

= 2x + O ¢s asintota oblicua.
“studiamos el signo de la diferencia para ver la posicién.

18 l\i ¥ = +00 (d >0) '/'.’ X)>y

d=flx)—y= ) :
e g 3 l.\l X —=oo (d<0)

Sx) > 0. La curva esti sobre la asintota.
Si x = —oo, flx) <0. Lacurva estd bajo la asintora.

* No hay asintota oblicua.




e Halla ¢ utilizando la asintota vertical.
* Obtén la ecuacion de la asintota oblicua en funcién de 2 yde & e iguala los coefi-

cientes que obtengas a los de la recta y = 2x— 1.

a) y b) Recuerda que las funciones exponenciales son continuas en [R. Para hallar

su limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo, uutiliza la calculadora dando a x
valores “grandes” positivos y negativos y analiza los resultados que obtengas.

¢) Recuerda cémo es la grifica de la funcién logaritmica. Determina el dominio de
definiciéon de f: (@, +o0). Estudia el valor de f(x) en las proximidades de @ y

para valores grandes de x.

* Justifica por qué no tiene asintota horizontal ni oblicua.

* Calcula el limite de f en el punto que anula el denominador y deduce si tiene
asintota vertical.

* Simplifica f y representa fy g. ;Cudl es el dominio de cada una?

No tiene asintotas. La grafica de f esidénticaalade g salvo en el punto

(3, 5). Dom f=R - {3}; Domg=R.




