Limites de funciones

Fstudio de l1a continuidad de una funcion



Limite de una funcidn en un punto

Observa las siguientes graficas:

y=f(x) =x*
¢Qué valores tomara y = x? cuando la variable x se acerque al punto 2?
o dicho de otro modo, ¢cudnto vale el limite de la funcién f(x) = x?

cuando x tiende a 2? ... hagamos una tabla de valores...

x [1,5 1,9 1,9 |1,999 2,5 [2,1 |2,00 |2,001

y 2,25 3,61 39601 3,996001 6,25 4,41 4,0401 4,004001

Las imagenes se aproximan a 4 que ademas es el valor que toma la funciéon en 2

Por lo tanto, diremos :lim x% = 4
=



x%-4
x—2

Consideramos ahora la funcion y = f(x) =

Calculemos los valores que toma la funcion cuando x se aproxima a 2:

lgual que antes, construimos una tabla de valores:

x 1,5 1,9 1,99 |1,999
y 3,5 3,9 3,99 3,999
x 2,5 2,1 2,01 | 2,001
y 4,5 4,1 4,01 4,001

Al dar a x valores proximos a 2 (tanto mayores como menores)

) , d . . . o x2_4
las imagenes se van aproximando a 4, lo que significa que llrr% Aol 4
X— ol

(aunque no existiria la funcién en 2)



—1,six<?2
e WS
Hagamos el mismo estudio en torno al punto 2

X 1,5 1,9 1,99 1,999

Consideremos la funcion f(x) =

x |25 |21 [201 2001
y 4 32 302 3,002

Obtenemos valores diferentes de la funcidn segiin nos aproximemos - T x—23
a 2 por la derecha o por la izquierda. -
En estas condiciones, decimos que la funcion no tiene limite cuando x tiende a 2.

Observa que f (2) existe y vale 3; esto no influye para que no exista lin% f(x). Si no existiera f (2) seria lo
s
mismo.



Diremos entonces que

El limite de una funcidon f cuando x tiende a a es el valor I (cuando exista) al que
se aproxima f(x) cuando la x se aproxima a a:

limf (x) =1

X —a

En general, para hallar el limite de una funcion en un punto, bastara con sustituir
dicho punto en la funcién: lim f (x) = f(a)
X —a

Por ejemplo:

lim (2x% +3) =2-22+3 =11

X—2

lIimvx+6=+v3+6=23

X >3



Limites laterales

Al limite de una funcion f(x) en el punto a, cuando tomamos sélo valores inferiores a a se le
denomina limite lateral por la izquierda y se representa por:

lim_ f(x) 6 limy £(x)
s x<a

De la misma forma, si la variable x s6lo toma valores superiores a g, se le denomina limite lateral
por la derecha, vy se representa por:

lim f() 6 Lim f(x)
e = (0]

Una funcion tiene limite en un punto si y solo si existen sus limites laterales y coinciden.




Limites infinitos

Decimos que lim f(x) = + oo si al aproximarse x a a, con x < a, entonces f(x) se hace mayor que
xX—oa-

cualquier numero dado K (f(x) se va hacia + o).

Decimos que lim f(x) = — oo sial aproximarse x a a, con x < a, entonces f(x) se hace menor que
x—oa-

cualquier numero dado H (f(x) se va hacia - =0).

De la misma forma podemos definir los limites laterales por la derecha:

lim f(x) = +o0 y lim f(x) = —o0

X—a

En todos los casos se dice que y = f(x) tiene una ASINTOTA VERTICAL: |a recta x = a



Limites en el infinito

lim f(x) =1 sialdaraxvalores cada vez mas grandes (que se van hacia el infinito) entonces f(x) se
5% => ap ©9

aproxima cada vez mas a [

lim f(x) =1 sialdaraxvalores cada vez mas pequefios (que se van hacia el menos infinito) entonces

X > — 00

f (x) se aproxima cada vez mas a l

Si alguno de estos limites existe, la grdfica de la funcion tiende a la recta y = | sin llegar a tocarla.

y =/ es una ASINTOTA HORIZONTAL para la funcidn f

Para valores muy elevados de x (positivos o negativos) las imdgenes se

acercanay = 2, luego li{Ln f(x) =2;y=2esunaA.H.
x— + ©

Pero también para valores de x, cuanto mds nos aproximamos a 0

la funcion crece o decrece indefinidamente, lina f(x) = +oo; x=0esunaA.V.
X —




Veamos otro ejemplo:

Dandole valores a x cada vez mas grandes o cada vez mas
peguenos se puede comprobar que las imagenes de la funcién
2
X

f(x) S x2+1

Se cumple que

se aproximan cada vez mas a 1.

Ii x2 1 T x? 1

im - ue lim —

x— + 00 x2+1 Jaq x— — 0o X2+1

y consecuentemente la funcion f(x) = tiene como

x2+1
asintota horizontal a larecta y = 1.




Diremos también que :

lim f(x) = + oo sialdaraxvalores cada vez mas grandes entonces los valores
X — + o

de f(x) también son cada vez mas grandes .

Andlogamente, lim f(x) = — oo si al dar a x valores cada vez mas
X — + oo

grandes entonces los valores de f(x) son cada vez mas pequenos.

lim f(x) = + oo sialdaraxvalores cada vez mas pequefios , entonces los valores de f(x)

X —> — 00

también son cada vez mas grandes.

Andlogamente, decimos que lim f(x) = — oo si al dar a x valores cada vez mas pequefios
X —> — 00

(que se van hacia menos infinito) entonces los valores de f(x) son cada vez mas pequefos (se van
hacia el menos infinito).

En estos casos diremos que la funcion tiene ramas parabdlicas




Ramas infinitas. Asintotas

Ramas infinitas son tramos de curva que se alejan indefinidamente. Para que haya un rama infinita una de
las variables, x o y, 0 ambas, tienden a infinito.

Cuando una rama infinita se cine a una recta, a esta se le llama asintota de la curva.

Silim f(x) = Zoo entonces
X—C

X = C es una asintota vertical

Si lim f(x) = [, entonces la recta y = l es una asintota horizontal
2% =00

Si lim f(x)= f£oo, lim ) a,a+0y lim (f(x b, v = ax + b _es una asintota oblicua
X > +00 X—> +o0o X X— +00 .

Si lim f(x) = +ooylacurva no tiene asintota

Yo+ 00 ASINTOTA RAMA

ASINTOTA OBLICUA PARABOLICA
HORIZONTAL

oblicua, entonces presenta una rama parabdlica



Calculo de limites

Si existen lim f(x)y lim g(x), entonces se verifican las siguientes propiedades:
XxX—a X—a

& lim [f(x) + g(x)] = llm f(x) + lim g(x)

x—a s

o SIKE€ER, k0, lim( k- f(x)) =k- lim f(x)

xX—a X—a

¢ lim [f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

X—a

lim f(x)
o lim L& = 2=a silimg(x) #0

x—a g(x) li_{l(ll gx) x-a

o lim(f(x))?@= lim f(x)i‘l‘o‘zg(”

& limlog, f(x) = logb(llmf(x)) si llmf(x) >0

X—a

Estas propiedades también son validas cuando x — o



Veamos algunos ejemplos de calculo de limites:

v lim (2x2 —x+4)=2(-1)2-(-1)+4=7

Ao

x“43x+ 4 _ 6

v lim = = {2
O ) e Ve =) 3
. X’43x+ 4 , o T e TN
v lim 5 — 00, gunque conviene calcular los limites laterales para saber si existe limite
N+l n
o no
. X%4+3x— 4 0 : , ,
v lim S %5 = = ? Indeterminado... el resultado depende de las funciones que intervengan
58,520l -

. h ; o 0 oo
Los tipos de indeterminacion que pueden aparecer son: Sk (IRcar=tco=\ () INcol



