Nimeros Complejos

IES O Couto

curso 2019-2020

@IS

Silvia Fdez. Carballo




El cuerpo de los Niimeros Complejos

Ndmeros imaginarios

Introduccién: Nimeros imaginarios

Los niimeros complejos surgen para extender el cuerpo de los nimeros reales, y
poder resolver ecuaciones como

x2+1=0

Se define un niimero i (llamado unidad imaginaria ), que cumple que

Es decir, que es solucién de la ecuacién

x2+1=O
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Forma binémica de un nimero complejo. 0 ? as y restas, productos y divisiones

de un complejo

Representaciéon binémica de un nimero complejo

Para visualizar un modelo del cuerpo de los niimeros complejos, se identifica
cada z € C con un punto del plano cartesiano (el llamado afijo del complejo

z).

z m(z) Nimero complejo
z=x+1iy
4
Afijo Z = (z,y)
Pl [ IS N S IS A
2 |
|
1 |
I Re(z)
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Forma binémica de un nimero complejo. O > sumas y restas, productos y c

El conjunto C

Se define el conjunto de los nimeros complejos como:

C={z=x+iy/xeR,y eR}

@ x se llama parte real del complejo z. Es decir, Re(z) = x

o y se llama parte imaginaria del complejo z. Es decir, Im(z) = y
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Médulo de un complejo
Forma binémica de un niimero complejo. Operaciol vle s y restas, productos y d
c

Médulo de un complejo

El médulo del complejo z se define como la distancia del afijo Z al origen de
coordenadas. Es decir:

|zl = /%2 + y2 = \/(Re(2))? + (Im(z))?

Im@ Afijo Z = (x,y)
sl——
v | d(Z,0) = Vx4 y?

|
4

‘\ Ntumero complejo
3 “ z=x+1iy

| <
2 vl |zl =0 (Be(2)) + (Im(2))?

I

|
4

|

| Re(2)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
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Mé de un complejo

Forma binémica de un niimero complejo. Operaciones con niimeros complejos: sumas y restas, productos y divisiones
nj puesto d o

de un complejo

e un compl

Operaciones con complejos: Suma y resta

El proceso es el mismo que cuando se suman y restan vectores en el plano.
Dados los niimeros complejos zi = x1 +iy1 'y 2o = xo + i y2:
at+zn=xi+x+ily+y)

z—z=xi—x+i(y—y)

Im(z) 242

w

Lz,
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Médulo de un complejo
Forma binémica de un niimero complejo. Operaciones con niimeros complejos: sumas y restas, productos y divisiones
d o

Operaciones con complejos: Producto y divisién

Dadoszi=x1+iviyz=x+iy

Producto

Para efectuar z; - z» se procede como cuando se aplica la propiedad distributiva.
Solo hay que tener en cuenta que 2 = —1. Asi:

- n=x-x—yi-y2+i(xx-y:+x-y)

el

Para efectuar z; : z, basta multiplicar el numerador y el denominador por
conjugado” del denominador: xo — i y»

2 _ Latin)be—iy) _ Gatin)le—iy)

2 (Gatiy)ie—iy) X5 +y3
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complejo

Y

Forma binémica de un niimero complejo. (0] complejos: sumas y restas, productos y divisiones
C con
In

Ejemplo 1

Dados zz =2—-3iyz=-1+42i:
a) n+z2—2(zn1—2)=1-i—283-5i/)=1—-i—6+10i=—-5+09/
) zat+zm—i(—22)=4—i-4i=8

c) zn-=(2-3i)(-14+2i)=-2+4i+3i+6=4+7i
)

2 2-3i _ (2-3i)(-1-2i) 8- 8 1.
z  —1+42i (=1+2i)(-1-2i) 5 5
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Médulo de un comple
Forma binémica de un nimero complejo Operaciones con nlimeros complejos: sumas y restas, productos y divis
Conjugado y opuesto de un complejo
|

> de un complejo

Conjugado de un complejo

Dado z € C, se define su conjugado como el complejo
Z=x-—1y

Se cumple que Z es el simétrico de z respecto al eje OX.

3 Afijo Z = (z,y)
z=x+1iy

T 1 [~ Propiedades:
1 y: I) z4+zZ=2x =2 Re(z)

| M) z—z=2yi=2Im(2)¢ |
0 1 2 3 421 5 5 14
) [ ) z -z = |z|* = 2 + ¢°

|
I S [ S

AfijoZ=(z,—y) Z=T —1yY

-3
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dulo de un complejo
Forma binémica de un nimero complejo aciones con nlimeros complejos: sumas y restas, productos y di
ado y opuesto de un complejo
de un complejo

Opuesto de un complejo

Dado z € C, se define su opuesto como
—z=—Xx—1iy

Se cumple que —z es el simétrico de z respecto el origen de coordenadas.

31Im(z)
2 Niimero complejo
z=z+1iy
—_
Afijo Z = (z,y)
Re(z)
5 1 2 3 4 5

Afijo — Z = (~z,~y)

Nimero complejo -2
—z=|—x — iy
-3
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Forma binémica de un nimero complejo ones co complejos: sumas y restas, productos
CoflEEL v GRS o 1 @A
Inverso de un complejo

Inverso de un complejo

. . _ 1 . .
Dado z € C, se define su inverso z~! = = como el complejo que verifica que
z
z-z71=1. .
. . . -, 1 z z
Haciendo operaciones se tiene que z7" = - = — = —
z-Z |z?
Im(z) Afijo Z = (z,y)
W | Niimero complejo
lz=a+iy
|
‘
|
‘
|
|
| Re(z)
0 1 2

& Y
224y a4 y?
Niimero complejo
i x .y

== i Y
=" Iz
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Forma polar de un nimero complejo

onencial de un nim
Otras formas de expresar nimeros complejos

Forma Polar de un complejo
Un complejo z (o su afijo) puede referenciarse indicando a qué distancia se
encuentra del origen de coordenadas, y qué angulo forma su vector de posicién

con la parte positiva del eje OX.

@ Mddulo (r): Es la distancia de Z al origen. Coincide con |z

o Argumento (&) : Es el angulo que forma OZ con la direccién positiva del
eje OX.

Paso de la forma binémica a la

Afijo Z = (2,y) forma polar:

z=x+1iy r=+ya?+y?

zZ="Tq a = arctg (2)
T

Paso de la forma polar a la
forma binémica:
z =rcos(a)

3 3 y =rsen(a) -
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Otras formas de expresar nimeros complejos

Otras formas de expresar un complejo z

Dado el niimero complejo z = r,

Forma Trigonométrica
Teniendo en cuenta la relacién entre sus formas polar y binémica, podemos
expresarlo como:

N
\ |

z = rcos(a) + i rsen(a)

”
Forma Exponencial

Su forma exponencial es:

z =re'* (Férmula de Euler)

N
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de un niim nplejo
ha exponencial de un nimero complejo
Otras formas de expresar niimeros complejos presié el inverso en forma polar y trigonométrica
Operaciones con niimeros complejos en forma polar

Expresiones del conjugado de un complejo

Dado z € C, teniendo en cuenta la defincién de Z y las distintas expresiones de
nimeros complejos, se tiene:

s——— Afijo Z = (z,y)
| z=x+1y

L |

1 T zZ=x—1yY

o a | E:T—a

-a I z =rcos(a)—irsen(a)
-1 . s
| Z=re '@
,
-2 |
| -
sl N Afijo Z = (z,—y)
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Otras formas de expresar nimeros complejos xpresién d j el o en fo 0 rigonométrica

Operaciones con nimeros complejos en forma polar

Expresiones del opuesto de un complejo

sy, Afijo Z=(=,y)
z=x+1y
2|, |
) 4 —z=—xz—1iy
| . —
180°+a @&Y | # = Tot1s0°
dl T ' 2 —2=—rcos(a)—irsen(a)
=1 . o .
| r _z:rez(a—l—lSO):_Teza
T
| -2
———s
Afijo — Z|= (—z, —y)
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de un ntimero complejo
Otras formas de expresar niimeros complejos xpre 0 op s0 en forma polar y trigonométric
Operaclones con ndmeros complejos en forma polar

Expresiones del inverso de un complejo

”””” Afijo Z = (z,y)
I
1 ! Nimero complejo
I z=xz+1iy
I
I
| 1 T .y
! I 2 ' 3 2
| ity ity
I
! 1
a : Z_l — -
: r —«
I
—_—
0 | 4 1 1
v 27" = —cos(a) —i—sen(a)
| «
I I r
I
1 I _ 1 —3
= i P 1 E—) (xe7
| T
I
|
: -1 __ & Yy
Y i <w2+y2’_m2+y2>
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Forma de un nime

Forma trig é 0 un nimero com
Otras formas de expresar niimeros complejos Ex

Operaciones con nimeros complejos en forma polar

Operaciones con complejos en forma polar: Producto y divisién

La suma y la resta no suelen ser necesariamente mas sencillas con los complejos
en forma polar, pero si los productos y divisiones.

Como consecuencia de la férmula de Euler, si z1 = ra; Yy 22 = sa,, entonces:

_ i(a1tan _
Zl-ZQ—I’SE( ):>zl-22_(r-s)a1+a2
z1 re' 1 z1 (r)
z selx 2 S/ a1—a
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exponencial de un nimero complejo
oy el inverso en forma polar y trig
Operaciones con niimeros complejos en forma polar

Otras formas de expresar nimeros complejos Expresién del conj

Dados Z] = 4250 Y 2 = 5750
a) zi -2z = 201000
V41 4

by &= (2
)22 5/ _s500
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Otras formas de expresar nimeros complejos 0 elop ométrica

Operaclones con ndmeros complejos en forma polar

Aplicaciones geométricas del producto de ndmeros.

Ejemplo 3

Dado el tridngulo A ABC de vértices A = (1,-2), B=(2,1),y C = (-1,3),
calcular las coordenadas de los vértices del tridngulo A A’B’C’ obtenido al
efectuar sobre A ABC un giro de centro el origen de coordenadas, y amplitud
60°

Efectuar un giro de centro (0,0) y amplitud 60° equivale a multiplicar los afijos
de los vértices del tridngulo por el nimero complejo:

£ 600
z=2¢e"%" = 160 = cos 60° + i sen 60° =

L V3,
2

N \

Por tanto:

A’=z-A:(%+?/>(1—2) 1+2\f \[2 2.

’:z-Bz(%+§i)(2+i):2_2ﬁ+1+22‘/§i
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Forma polar de un nirr
nétri ex cial de un numuruuvmp\—w

Otras formas de expresar niimeros complejos Expresién del 0 0 en forma polar y trigonométrica
Operaclones con ndmeros complejos en forma polar

N =

C
3
B
2
B B
1
c
502 60
. A
-3 -2 -1 0 60"1\?‘ 3 3
-1 -1
2 A -2
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Potencias. Férmula de De Moivre
R imas
Potencias y raices de nimeros complejos. Interpretacién geométrica

Operaciones con complejos: Potencias

En forma binémica

Si se expresa en forma binédmica z = x + i y, por la férmula del binomio de

Newton:
n

Ceiy) = )i

k=1

En forma polar

Si z = r,, como consecuencia de la férmula de Euler:

z" = (I’ eio‘)" = (rn)na

En forma trigonométrica: Férmula de De Moivre

Si z = r cos(a)) + i r sen(c), entonces:

z"=r"cos(na) +ir"sen(nc)

IES O Couto Niimeros Complejos



Potencias. Férmula de De Moivre
és

Raice
Potencias y raices de niimeros complejos. Interpretacién geométrica

Ejemplo 4
Dado z =1 — i = v/2_450 = v/2c0s(45°) + i \/2sen(—45°), podemos calcular
z* trabajando en forma binémica, polar, o trigonométrica.
a) En forma binémica, usando la férmula del binomio de Newton:
(1= i)' = ()0 + () + ()0 + () + () (-0 =
1+4i—-6—-4i+1=-4
b) En forma polar:
(\/5,450 )4 = 41300 = —4
c) En forma trigonométrica, usando la férmula de De Moivre:
(vV2cos(45°) + i v/2sen(—45°))* = 4 cos(180°) + i 4 sen(—180°) = —4
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Pot: Férmula de De Moivre
Raices enésimas
Potencias y raices de nimeros complejos. Interpretacién geométrica

Operaciones con complejos: Raices enésimas

La mejor manera es partir del complejo en forma polar, y tener en cuenta que
Z = Iq = la+360° k (COﬂ k € Z)
Asi,

Wi = ﬁZ(\"ﬁ)wseow conk=0,1,2,...n—1

o Cualquier z € C tiene exactamente n raices enésimas, cuyos argumentos

. o
difieren en %.

@ Los afijos de las raices enésimas de cualquier z € C forman los vértices de
un poligono regular de n lados.
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Poter Férmula de De Moivre

Raices en
Potencias y raices de nimeros complejos. Interpretacién geométrica

Ejemplo: Raices sextas de la unidad

wy = Lygge - Fe [ "
T Ty w1 = leoe
60°
J‘ wo = 1ge X
i 7
= 14500 ]
Ws = faso z = 1go = 1go4360° &
5 = 13000
wal= Lot S 5 300
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