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RESOLUCION DEL EXAMEN

Solucién del ejercicio 1

a) Asintotas verticales: Hay que comprobar qué ocurre cuando se anulan los denomina-
dores de las funciones del ejercicio.

2

= Como y = podria tener una asintota de ecuacion xr = —1, comprobamos

qué ocurre con el limite lim1 f(z):
T——

-1 . (z—=1D(z+1)

lim = lim =lm(z—1)=-2€R
z——1 1+ 1 z——1 xr+1 z——1
Por tanto, la recta de ecuacion x = —1 no es asintota vertical.

» La funcién y = tg x no estd definida en los valores de v = 5 +mk, k € Z, y s1

comprobamos el limite lim tg x:
T

lim =— =400

T ; )
= La recta x = 5 es asintota vertical

b) Asintotas horizontales: Hay que comprobar si el limite lim f(x), o el limite lim f(z)
T—>—00 T—>+00

es un numero real.

2
-1

» lim f(z) = lim : = —oo ¢ R. En consecuencia, a la izquierda de la
T——00 z——oo 4+ 1

representacion grafica no existen asintotas horizontales.

e e ﬂ-
» lim f(z) = lim arctgz = - €R.
T—+00 T——00 2
7/ ./ 7T 7 .
Ast que, la recta de ecuacion y = — es una asintota horizontal, que se encuentra

a la derecha en la representacion grdfica.

x x
¢). Asintotas oblicuas: Hay que comprobar si el limite Em m, o el limite EIP M
r——00 I T S

es un numero real distinto de cero.
En este caso, como a la derecha de la representacion grdfica hemos encontrado ya una
asintota horizontal, sabemos que no habrd asintota oblicua cuando x — +00, asi que
solo comprobaremos el primer limite.
z2—1 2
f(.ﬁE) s z+1 s z°—1

lim ——= = lim =lim —=1= m=1
T——00 x——00 T——00 ;E(Qj + 1)




Por tanto, si existe una asintota oblicua de ecuacion y = mx+n, tenemos que m = 1.

m=1

Si existe la asintota, el limite lim (f(z) —mz) "= lim (f(x) —x) sea un nimero
real.
21 21— 1
ltm (f(z)—2) = lim (” —x) — lim <x 2z + )> _
T——00 z——oo \ 1+ 1 T——00 x+1
-1
:ll'm(x >:—1:>n:—1
T——00 x+1

Es decir, la recta de ecuacion y = x — 1 es una asintota oblicua, que se encuentra a
la 1zquierda de la representacion grafica.

Solucién del ejercicio 2

a)

b)

\ , sen x . senz—sen’z 0
lim (1—senx)tgx= lim (1—senz)- = lim = — = IND.
ro Tt ORI S CoS T a—-—7+ cos T 0
Aplicamos la regla de L’Hopital:
, sen r — sen? x , cosxr—2senxcosxr O0+2-0
lim = lim = =0
-2+ CcoS T a——2F —sen x 1

1
x

lim (1 +tg x)z = 17> = IND.

z—07F
Es una indeterminacion que se puede resolver utilizando el nimero e:

cos T
sen T

1
z 1

z—0t z—0t COSs * z—0+
sen x
., senx
lim 0
= ez—=0t T COS T = g0 = NP
Calculando el limite del exponente de e,
, Sen T [L’Hép. ., Cos T , 1
lim =" lim =1 = lim(1+tga)r =c' =e¢
z—01T L COS T z—0tCcos * + x sen x z—0+F

Solucién del ejercicio 3

@)

b)

cos(a + ) +cos(a — ) cos o cos B —sen « sen 3+ cos a cos B+ sen a sen
sen(a + ) +sen(a — 3)  sen a cos B+ cos a sen B +sen o cos 3 — cos a sen 3

2ecosacos B 1

2sen o cos B tg a

2sen o —sen(2c)  2sena—2cosasena  2sen a(l —cosa) 1—cosa

2sen o +sen(2a)  2sen a+2cos asen o 2sen a(l+ cos @) 14 cos a

Viendo que tenemos que relacionar esta ultima expresion con el dngulo mitad, utili-
2amos que:

L= () esar(g) | Lbemas 2 ()
_—
cos a = cosz(%)—sen2<) 1—cosa:2sen2()

N|R
R
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Solucion del ejercicio 4
Transformamos la ecuacion para dejarla en funcion de las razones trigonométricas de x:

3
\/§cos<2ﬂ+x>—sen(g+x) :2<:>\/gsenx—cosx:2<:>\/§senx:2+cosx

2 2

Elevamos al cuadrado, y utilizamos que sen” x = 1 — cos® x:

3senr=4+4cosx+cos’r<=3—-3cos’xr=4+4cos -+ cos’r<—

1
40082x+4cosx—i—1:0<:>(2cosx+1)2:0<:>2008x+1:0<:>cosx:—§

Los dngulos que cumplen la anterior condicion estdn en el sequndo y tercer cuadrante:
2
xk:?ﬁ—i—Qﬂk, keZ

4
Ty, = ?W—I—Qﬂk: kel

Comprobamos la validez de los dos grupos de soluciones obtenidos:

, 21
-Sll’k:?f
2 3 1 3 1 2
\/_sen—cos;r:\/g-\é_+2:2+2:2:>xk:;esvalzda
. 4
ISZ:L‘k:?:
4 1 3 1 4
ﬁseng—co— \/_i—l—f §+§:—17é2:>3:k:§n0 es valida

s
Por tanto, las soluciones son los valores x), = 3 + 2k, k € Z

Solucion del ejercicio 5
Utilizamos que cos®  — cos(2z) = cos
f(z) =sen® x

2 2

r — (cos? x — sen? z) = sen? x, de manera que

a) f'(x) =2 cos x sen x:

fl(z)=0<=cosxsenzx=0<=2=0,r=—,z=m.

bo |

Como solo tenemos que estudiar el comportamiento de f(x) en [0, 7], el inico punto
T

critico que nos interesa como posible extremo relativo es x = 5



Analizando el signo de f' en (0, 7), vemos que:

f crece en (O, g)

f'(x) >0 en (0, 5
== f decrece en (g, 7r)
f'(x) <0 en (g, 7T)

Hay un mdzimo relativo en x = 3

b) f"(z)=—2sen? x+ 2 cos’ x = 2(cos® x — sen? z):
() =0<=cos® 1—sen’ 1 =0 <= cos’ 2 = sen’ v <= tg’ v = 1 <= tg v = +1
Resolvemos la anterior ecuacion en [0, 7|:

T
L] tg:v:1<:)$:2

IR =—-1l<—=z=—
gx T 1

Analizamos los cambios de signo de f"(x) = 2(cos® x — sen? z) en [0, 7|:

f convexa en (0, %) U (%ﬁ, 7T)

f'(x) >0 en (O, %) U (%’r, 7r)
= ( [ concava en (%, %’r)
f"(x) <0 en (%, ?jf)
3

, yenx=="

Puntos de inflexion en x = 7

s
4
La representacion grdafica de la funcion, que no se pedia, es la siguiente:
2

x € [0, 1] — f(x) = cos® x — cos(2z) = sen’zx

0.5

0 w4 w2 3m/4 m
inflex. max. rel. inflex.

Solucion del ejercicio 6
1°) Podemos calcular el lado a mediante el Teorema del Coseno:

. 1
a’> =b*+c?—2bccos A = % = 102+152—2-10-15-5 — ¢’ =175 = a~ 1323 cm

2°) Aplicando el Teorema del Seno, podemos deducir el valor de uno de los dngulos des-
conocidos:

s

A

) i 10
4 b bsen A _ ~0.65 — B = arcsen 0.65

=~ = ~ —> sen B =
sen A sen B a

ﬁ‘
-3
ot



Ezisten dos dngulos cuyo seno es 0.65, y son 40.89°, y 180° — 49.89° = 139.11°, pero
como el lado a resulto ser el mayor de todos, el dngulo que se le opone, A, también serd

el mayor, luego todos los dngulos del tridngulo son agudos. Por tanto, B = 49.89°
3°) El dltimo dngulo se obtiene de que A+ B+ C = 180°:

C = 180° — 60° — 49.11° = 79.11°

60°




