Limites de Funciones

Matematicas |

IES O Couto

curso 2019-2020

9 0co

Silvia Fdez. Carballo

IES O Couto Limites de Funciones



Limites finitos
Limite finito cuando x tlende a un nimero real
Limite finito cuando x tie

Limite finito cuando x tiende a un ndmero real

@ Se dice que limf(x) = L € R cuando a medida que los valores de x se van
X—ra

acercando cada vez mas hacia a, sin alcanzar nunca a, los valores de la
funcidn f(x) se acercan cada vez mis a L.
o La definicién tiene las siguientes implicaciones:

o A efectos de limite, no importa el valor f(a).

e Una vez prefijada la distancia a la que queremos que f(x) se aproxime a L
(suele denotarse por €), podemos determinar a qué distancia de a debemos
evaluar f(x) (suele denotarse por §)
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Limites finitos
Limite finito cuando x tiende a un nimero real
Limite finito cuando x tiende a infinito

Limite finito cuando x tiende a un ndmero real

Definicién formal de limite finito cuando x — a, con a € R

/ 0<|z—al<d

imf(x)=LER:<=Ve>0,36>0/0<|x—a|<d = |f(x)—L|<e¢

X—ra
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Limites finitos
Limite finito cuando x tlende a un nimero real
Limite finito cuando x tie

Teorema de unicidad

icidad del ite
@ De la definicién de limite, se deduce que si el limite existe, este tiene que
ser unico.

@ En ocasiones puede ser necesario comprobar cudl es la tendencia de la
funcién cuando nos acercamos hacia a por valores mayores que a
(x — a™), y cuando nos acercamos por valores menores que a (x — a~).
Obviamente, para que limf(x) = L € R es necesario y suficiente que
X—ra

lim f(x) = lim f(x) =L
Xx—a— x—at
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Limites finitos
Limite finito cuando x tiende a un nimero real
Limite finito cuando x tiende a infinito

Limites laterales

Cuando se considera que x puede aproximarse hacia a tanto por valores x > a
(x — a™), como por valores x < a (x — a~), surge el concepto de limite
lateral:

Limite lateral por la derecha

lim f(x)=LeER:<=Ve>0,30>0/0<x—a<d = |f(x)—L|<e

x—rat

v

Limite lateral por la izquierda

lim f(x)=LER:«<=Ve>0,36>0/0<a—x<d = |f(x)—L|<e

X—a—

V.
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Limites finitos

Limite finito cuando x tiende a un nimero real

Limite finito cuando x tiende a infinito

Ejemplo 1

Para esta funcién, lim f(x) = L1, y lim f(x) = L. Por tanto, existen los
x—»a— x—at

limites laterales, pero por ser distintos, se dice que no existe el limite lim f(x)
X—a
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Limites finitos

Limite finito cuando x tiende a un nimero real

Limite finito cuando x

tiende a infinito

Ejemplo 2

Para la funcién f(x) = sen (1) de la grafica adjunta, no existe el limite cuando

x tiende hacia cero

X

Alim f(z)
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Limites finitos
Limite finito cuando x tiende a un nimero real
Limite finito cuando x tiende a infinito

Limite finito cuando x tiende a infinito

Definicién de |lim f(x)=LeR

X——+00

o Intuitivamente, Iim f(x) = L € R cuando a medida que x toma valores

X—+00
cada vez mayores, la distancia de los valores de f(x) a L, puede hacerse
tan pequefia como se quiera. Es decir:
lim f(x)=LeR:<=Ve>03K >0/x>K = |f(x)—L|<e

X—r+00

Definicién de |lim f(x)=LeR

X——00

o Intuitivamente, lim f(x) =L € R cuando a medida que x toma valores

I
X—»—00
cada vez mds negativos, la distancia de los valores de f(x) a L, puede
hacerse tan pequefia como se quiera. Es decir:

Iim f(x)=LeER <= Ve>03IK<0/x< K = |f(x)—L|<e

X—r+00
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Limites finitos

Limite finito cuando x tiende a un nimero real
Limite finito cuando x tiende a infinito

Limite finito cuando x tiende a infinito

Definicién formal

y

lim f(x)=L:<=Ve>0,3K>0/x>K = |f(x)—L|<e

xX—+o00
De forma andloga, se definiria:

Iim f(x)=L:<=Ve>0,3IK<0/x<K = |f(x)—L|<e

X—r—00
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Limites finitos
Limite finito cuando x tiende a un nimero real

Limite finito cuando x tiende a infinito

v

Ly

L

En este ejemplo Iim f(x)=Ls, y Ilim f(x)=L:
X—>+00 X——00

Las rectas y = L, y = L; son asintotas horizontales de la funcién.
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Limites infinitos Limites infinitos cuando x tiende a un nimero real
Limites infinitos en el infinito

Limite infinito cuando x — a

Se dice que lim f(x) = +o00 cuando a medida que x se aproxima cada vez mds
X—a

hacia a, la funcién toma valores cada vez mds grandes, sin estar acotada

superiormente.

Andlogamente, se dice que Iim f(x) = —oo cuando a medida que x se
xX—a

aproxima cada vez mads hacia a, la funcién toma valores cada vez mds grandes,
sin estar acotados inferiormente.

Definicién formal

lim f(x) =400 <= VK ER,K>0,30 >0< |x—a|<d = f(x)>K

X—a

lim f(x) = —c0 <=VKER K<0,30>0< [x—a|<d = f(x)< K

X—ra

De manera andloga, se definen los limites laterales infinitos en x — a.
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Limites infinitos

Ejemplo 4

Limites infinitos cuando x tiende a un nimero real
Limites infinitos en el infinito

3 3 T T
1in|1‘ f(x) =400

linl{ f(x) = —oco

La funcién f(x) = 1 tiene una asintota vertical de ecuacién x =1
X
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Limites infinitos Limites infinitos cuando x tiende a un ndmero real
Limites infinitos en el infinito

Limites infinitos en el infinito

Una funcién tiene limite lim f(x) = +o0 cuando a medida que x toma
X—+00

valores cada vez mds grandes, los valores de la funcién son cada vez mas
grandes sin estar acotados superiormente.

De manera andloga se definen Iim f(x) = —oo, Iim f(x)=+c0,y
X—>+00 X——00
lim f(x)=—-o00
X——00

Definicién formal

lim f(x) =400 <= VKR K>0,FJAcR,A>0/x>A = f(x) > K

X—>+00

lim f(x)=—c0 <= VKeR K<0,IAeR,A>0/x>A = f(x) < K

X—r+00
lim f(x) =400 <= VKeER K>0,JAcR A<0/x<A = f(x) > K
X—r — 00
lim f(x)=—-00<=VKeR K<0,FJAERA<0/x<A = f(x)<K
X—— 00
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Limites infinitos Limites infinitos cuando x tiende a un ndmero real

Limites infinitos en el infinito

Ejemplo 5

lim f(z) = —o0
z—+00

lim _f(z) = +o0
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Propiedades dtiles
Célculo de limites Indeterminaciones

Propiedades para el célculo de limites (1)

o Dadas las funciones f, g, y h, definidas en un entorno de x = a (con a € R
o infinito), y verificando f < g < h en un entorno de x = a, entonces:

3lim f(x) = lim g(x) = L (real o infinito) = 3Ilim h(x) =L
x—a x—a x—a

@ Si f es una funcién acotada en un entorno de x = a (con a € R o infinito),
y lim g(x) = 0, entonces:
X—ra

Hl@a f(x)-g(x)=0

o Silimf(x)=LeR,yL >0 (con a€ R o infinito), entonces f(x) > 0 en

X—ra
un entorno de a.

Andlogamente, si lim f(x) = L€ R, y L <0 (con a € R o infinito),
X—ra

entonces f(x) < 0 en un entorno de a.
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Propiedades dtiles
Indeterminaciones

Célculo de limites

Propiedades para el célculo de limites (Il)

Operaciones con limites

Si lim f(x) = L1, y lim g(x) = L2 (con a, L1 y L reales o infinitos), entonces,

X—a
salvo en los casos de indeterminacion, se cumple:

o lim(f(x) +8(x)) = L1 + Lo o lim(f(x)-g(x)) = L1 Lz

e =t () L
g(x) L,

o Iim(f(x))8™ = L2

X—ra
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Propiedades tiles

Calculo de limites Indeterminaciones

Indeterminaciones

Excepciones

Las propiedades anteriores no pueden aplicarse para obtener directamente el
valor de un limite en los casos siguientes, conocidos como indenterminaciones:
) +oo0— o0

1) 0-o00
111) 0 el
0 00
) 0° o? 1%°
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Asintotas vertil
tot

Aplicaciones del célculo de limites: Célculo de asintotas

Asintotas

Intuitivamente, puede definirse una asintota como una recta a la cual la funcién
va aproximandose cada vez mais.

Asintotas verticales

Una funcién y = f(x) tiene una asintota vertical de ecuacién x = a cuando,

lim f(x) = oo, o cuando lim f(x) = oo
x—at x—a—
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orizontales
blicuas

Aplicaciones del célculo de limites: Célculo de asintotas

Asintotas horizontales

@ Se dice que la recta y = A es una asintota horizontal de la funcién cuando

lim f(x) = A. (Dicha asintota est3 situada a la derecha en la
X—+00

representacién grafica)

@ Andlogamente, la recta y = B es una asintota horizontal de la funcién
cuando lim f(x) = B. (Dicha asintota estd situada a la izquierda en la
X—r—00

representacién grafica)
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Asintotas cales
Asintotas horizontales

N - . . Asintotas oblicuas
Aplicaciones del célculo de limites: Célculo de asintotas

Asintotas oblicuas

@ La recta y = mx + n es una asintota oblicua situada a la derecha de la
representacion grafica si existen y son niimeros reales los siguientes limites:

f'
m= lim ﬁ
x—+o0 X

n= XLl'erQ(f(x) — mx)

o La recta y = mx + n es una asintota oblicua situada a la izquierda de la
representacion grafica si existen y son nimeros reales los siguientes limites:

m= Iim @

x—+—oo X

n= XLl'rpoo(f(X) — mx)
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Aplicaciones del célculo de limites: Célculo de asintotas

Ejemplo 6

La funcién f(x) = In®(x — 1) tiene una asintota vertical de ecuacién x = 1.
4 \
\
|
. “ f(z) =1In’*(z —1)
‘\ linll‘ f(z) =+o0
\
|
2 ‘
{
|
; )
r=1 \\‘
0 2 3 4 5 6

IES O Couto Limites de Funciones



Aplicaciones del célculo de limites: Célculo de asintotas

Ejemplo 7

» 2[x] . ’ : 04
La funcién f(x) = |7|1 tiene una asintota vertical de ecuacién x = —1, y dos
X —
asintotas horizontales de ecuaciones y =2, e y = —2.
Ll
I
I
NN N £ N e
I
I
1
8 iy 4 2 10 2 4 6 8
I
y=-2 1
______________ B I A O S A
1
Mlil;{l flz)=2 :
lim f(z)=-2 I " zgr—nuf(z) e e
T | lim f(xz) = —o0
z——1-
Lo
jz= -1
1
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Asintot: e
Asintotas horizontales

. - . . Asintotas oblicuas
Aplicaciones del célculo de limites: Célculo de asintotas

Ejemplo 8

2

. g X . . o .
La funcién f(x) = ||71 tiene dos asintotas verticales de ecuaciones x = —1
x| —
y x =1, y dos asintotas oblicuas de ecuaciones y = —x+ 1, e y = x + 1.

]
173
K
I
| m= lim
} .
0 n= lim (
i
L7 i lim_f(2) = +o0
e
; o = —1 es asintota vertical
- lim_f(z) = —o0
e
1]
s lim f(z) = —0o
o

« = 1 es asintota vertical

| lim f(2) = +o0
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