40"

Fig. 17.

Fig. 18.

DIBUJO TECNICO Ul - Bachillerato

5. Haces y secciones proyectivos

Sea la serie rectilinea A, B, Cy D contenida en la r=
1y el punto O, exterior a ésta de laFig. 17. Proyectaz
la citada serie desde el punio C se obtiene el haz
rectasa, b, ¢ yd.

Al seccionar este haz por ofra recta s se produce
serie rectilinea A, B, C'y D

51 se proyecta esta iltima serie desde una rectam
coplanaria con s, tenemos un haz de planos, o, 5, ¥
cuya arista es la rectam, que al seccionarlo por otrare
t, no coplanaria conum, dard otza serie 4", B”, C"'y D"

Todas estas formas de primera categoria, series
haces, se dice gue son proyectivos entrs si.

Del mismo mode, mediante proyecciones v secciorn
sucesivas se puede pasar de una forma de segund
categoria ABCD a otras, abed, A'B'C°D),... etc., que s¢
entre ellas proyectivas (Fig. 18).

De lo anterior se puede enunciar:

La transformacion que permite pasar de la primeraa
la segunda se dice que es inversa de la que fransforma
la segunda en la primera. Estas transformaciones se
llaman proyectivas.

6. Homografia

Se denomina homografia a cualquier transformacién :
provectiva que establece una correspondencia entre dos ;
formas geomeétricas, de modo que a un elemento, punto
o recta, de una de ellas Ie corresponde otro elemento de
la misma especie, punto o recta, de la otra. -

Transformaciones homogréaficas son: la traslacién,
las simetrias, el giro, la homotecia, asi como la
homologia v, su caso particular, la afinidad, que se ..
estudian a continuacidn.

7. Homologia plana

Es una transformacién homografica resultante de
efectuar una proyeccién desde un punto, en la que a
cada uno de log puntos y de las rectas de una figura
plana le corresponden, respaectivamente, un punto v una
recta de su figura homoldgica, de modo que:

1°. Las parejas de puntos homoldgicos Ay A, By B',...
etc., estan alineados con otre punto fijo O, llamado
centro de homologia.

2°, Las parejas derectasryr’, svys’,... etc., se cortan
en puntos pertenecientes a una recta fija e,
llamada eje de homologia.

En laFig. 19 al sriangulo ABC'le cotresponde el AB'C’
en una homologia de centro Oy eja e v se cumplen las




0s condiciones establecidas: las parejas de punios
omoldgicos Ay A", By B’y C v C’ pertenecen a rectas
aue concurren en O, llamadas rayos de homologia, y, por
plra parte, las rectasr y s se cortan, respectivamente,
con sus homolédgicasr’ ys’enicspuntosI=1"y2=2"
el eje. La rectat, que pasa por los puntos A y B, v su
homoidgicat’, que contiens a A' y B’, son paralelas al
gje, por tanto, cumplen la condicién de cortarse en un
punto de éste que, en este caso, se trata del punto
fmpropio o del infinito.

8. Elementos dobles en la homeologia

Como puede comprobarse en la Fig. 19 1a homologia
es una transformacidn dehaz doble, conjunto de rectas
que pasan por su centro O, ya que la recta OA coincide
con OA’, la OB con OB’,... etc., v de serie lineal doble,
conjunto de punites donde el eie e corta al haz doble
anterior. Por tanto, los puntos dobles, es decir,
homolégicos de si mismos, son el centro de homologia O
¥ los que pertenecen al gje e.

En consecuencia:

» Siunarecta coria al efe, su homolégica también Lo
cortara en el mismo punto.

* 5iuna figura es tangente al eje, su homoldgica
también lo serd en el mismo punto.

* 5iuna figura no tiene puntes comunes con el eje,
su homolégica tampoco los tendra.

* Siuna figura pasa por el ceniro O, su homoldgica
también pasa por él. 8i estas figuras son curvas,
seran tangentes en el citado centro.

. En una homclogia hay, ademas, algunas rectas
. dobles, estas son: &l eje, que, por lo visto anteriormente,
lo es punto a punto, v las rectas que forman el haz
concurrente en O, aungue sdlo tienen dos puntos dobles,
el propio punto Oy los puntosL=L M=M', N=N", ...
etc., donde cortan at eje e (Fig. 19).

9. Rectas limites

En una homologia se puede galcular el punto
homoldgico de un punto impropio o del infinito.

Sea la homologia de 1a Fig. 20 definida por su centro
0, el eje e yla pareja de rectasr yr’. El homoldgice del
punio P, impropio de la rectar, debe pertenecerar’y
estar alingado con O y P, por lo tanto, P’ es el punto de
interseccién conr’ dela paralela arpor O.

Del mismo modo, el punto O, homolégico de Q' punto
impropio de la rectar’, sera la interseccién conrdela
paralelaporOar.

Apliquemos lo anterior a los puntos impropios o del
infinito de figuras homologicas entre si.

Fig. 19.

Fig. 20.
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Fig. 21.

Los triangulos ABC y A'B'C’ de la Fig. 21 se
corresponden en una homelogia de centro Gy ejee. Los
putes impropios asociados al primero, G, H el  tienen
como homoldgicos, respectivamente, G, H' s I' que
pertenecen a una rectam’, en la que se encuentran los
homolégicos de todos los puntos impropics de la figura &,

Repitiendo la operacién con la figura F', tridngulo
A'B'C’, ala que se asocian los puntos impropios L M_
y N’ , sus homolégicos, L, M y N pertenecen a la rectal,
lugar geométrico de los homoldgicos de los puntos
impropios de la figura F,

Ambas rectas, m’ v se llaman rectas limites y son
1as homolagicas de las rectas impropias ascciadas,
respectivamente, a las figuras Fy F', es decir, m'esia
homeoldgica de la rectam, recta impropia asociada aFy
1lo es de I, recta impropia asociada a F’. Esta es la
razén por la que las dos rectas limites son
paralelas al eje 8, ya que, cada una de ellas, debe
congurrir con su homolégica en un punto de dste.

Otra propiedad importante de las rectas limites es que
cada una de ellas dista del eje lo mismo que la otra del
centro de homologia v a la inversa. La distanciad ,dem’
al eje e es la misma que hay de ! a O, pero del mismo
modo, la distanciad, dem’a O esla misma que hay de
Ial eje e. Esto es facilmente verificable si observamos
los paralelogramos OG'1L y CH'ZM de la Fig. 21. Ea
ambos cagos el primer punto es el centro de homologia,
el segundo pertenece am’, el tercero se halla en el gjee
y el cuarto se encuentra enl.

Si, como ocurre en la Fig. 21, larectalno cortaa la
figura F ni m’ corta a F', la homoldgica de una figura
cerrada es otra figura cerrada. Obsérvese que siguen
siendo cerradas aungue! corte a F’ 0, como ocurre en
este caso,m’'cortaa k.

Cuando una de las figuras F o F” tiene un vértice enlo
enmn’, tespectivamente, su homoldgica es una figura
abierta con un punto impropio (Fig. 22).
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El homolégico del punto C, que pertenece a la recta
lfmite ], es, por la definicién anterioz, un pumnto impropio.
Portanto, las rtectas A'C’_y B'C”_ deben cortarse en el
infinito, luego son paralelas.

Flg. 22.

En el caso de que la recta limite ! sea secante a la
figuraF om'lo sea a F' su figura homolégica comrespon-
diente se compone de dos partes abiertas (Fig. 23).

Al lado AC de la figura F le corresponde el
“segmento” A'C” que, para ir de un extremo a otro, ha
de pasar por el punto impropioM’_, homoldgico de M,
due pertenece a la recta limite 1. Del mismo modo, al
lado BC, que tiene uno de sus puntos N, en la rectal, le
corresponde B'C, uno de cuyos puntos, N”_, es impropio.
Por tanto, la figura F' resulta “partida”.




Fig. 23.

10. Datos necesarios para definir una
homologia

Para definir una homologia son necesarios tres datos
de entre: el eje, el centro, una paréja de puntos, una pareja
. de rectas, la direccién del eje, una de las rectas limites,
_etc. De entre todos los casos posibles, y ademas del caso
expuesto en la Fig. 20, se exponen a continuacién
algunos, realizando su resolucién hasta convertirlos en
el primero de ellos cuya solucidn es inmediata.

12 Dados el centro O, el eje e y una pareja de
puntos homolégicos A y A’ (Fig. 24)

Para calcular la figura F°, a partir de los dates
enunciados v de la figura F, se procede como sigus:

El vértice B' de la figura F’ debe pertenecer al rayo
de homologla OB v a larecta 1A', homolbgica dela
recta AB que corta al eje en el punto 1. El punto
donde se cortan ambas es el punto bliiscado B’

Para calcular el resto de de los vértices se procede
de la misma forma. Téngase en cuenta que los
puntos que se van determinando permiten disponer
de mds parejas de puntos homoldgicos en log que
apoyarse, en caso necesario, para calcular los
vériices 1estantes.

Se advierte que las parejas de puntos homolégicos
que pertenecen al eje, es decir, los puntos dobles,
no sirven como dato pars determinar una
homeologia.

29,

Fig. 24.

Dados des partejas de puntos homoldgicos
A-A'y B-B' 'y la direccién d del eje de
homologfa (Fig. 25)

El centro de homologia C s¢ halla en la intersec-
cion de los rayos AA’ v BB’ El gje e, paraleloala
direcciénd dada, pasa porel punte I = 7' donde se
cortan las rectas homoldgicas ABy AR’

Una vez conocidos et centro v el eie de homologia,
el proceso para hallar el resto de los vértices de la
figura F” es el descrito en &l caso anterior.

30

Fig. 25.

.Dados el centio O, el eje e y la recta limite I

(Fig. 26)

Dadala figura F, se {rata de calcular el homoldgico
de uno de sus vértices, por ejemplo A', para
convertirlo en el caso 1°.

Al punto M, perteneciente alarecta AByal, le
corresponde M, punto impropio alineadocon My
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Fig. 27.

Fig. 28.

Fig. 30.
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4°,

con O. El punto &', que ha de perteneceralarecta
B'M’_, se encuentra en la interseccion del rayo de
homolegia OA conla paralelaporBalatectaOM .

Dadoes el centro O, el eje e y la recta limite
m’ (Fig. 27)

Como en el caso anterior, se trata de calcular el
homolidgico de uno de los vértices de la figura F.

El punto &', comrespondiente a G_, gue pertenace
ala recta AB, debe ser un punte de la recta limite
m’daday del rayc de homologia OG_, por tanto,
es la interseccion conm’deé la paralela porOala
recta AB.

El punto A’ se halla en la interseccién del rayo OA
con la recta 3’17, homolégica de la que contiene a
los puntos A, B, G_ v 1. Este tiltimo punto es doble
por pertenecer al gjee.

11. Homologias de condiciones especiales

Sienunahomologia, el eje, el centro, ¢ ambos al mismo
tiempo se hacen impropios, es decir, se hallan en el
infinito, resultan transformaciones consideradas casos
limites de homologia. Algunas de ellas se han estudiado
en el curso pasado.

1°.

Fje impropio (Fig. 28)

Los puntos donde se deben cortar las parejas de
rectas homolégicas son impropios, por lo que éstas
son paralelas. Esta condicidén convierte a la
homaologia en una homotecia de centro O v razdn:

oA’ OB’ OC

= .consgtants -

Siademas, el valor de esta razén es-1 resulta una
_simetria central o un giro de 180° que son lo
mismo (Fig. 29}

20

Fig. 29.

.Centio impropio (Fig. 30)

El punto de concurrencia de los rayos de homologia
esun punto del infinito, por lo que son paralelos.

A este caso particular, Hamado homologia afin o,
simplementes, afinidad, sele dedica a continuacién
un andlisis méas detallado, por su importancia en el
estudio de los sistemas de representacion que se
estudiaran mas adelante.




3°.Centro v eje impropios (Fig. 31)

Por una parte, los rayos de homologia seran paralslos
¥ por otra las parejas de rectas homoldgicas también
lo seran. Estas caracteristicas convierten a esta
homologia en una traslacién cuya direccién es la
de escape del punto O para hacerse impropio.

12. Afinidad

Como se ha visto anteriormente, esta transformacion
@5 un caso limite de homologia, cuando el centio es
impropio. Por tanto, las condiciones que se deben
cumplir en la afinidad son:

1%, Las parejas de puntos afines Ay A, By B',... etc., se
hallan sobre rectas paralelas entre si y paralelas a
una direccién determinada, lamada direccidn de
afinidad.

22 Lasparejasderectasryr, sys',... etc., se cortan en
punitos gue pertenecen a una recta fija, lamadaeje
de afinidad.

En laFig. 32 al cuadiilaterc ABCD le corresponds el
A'B’C’D’ en una afinidad de eje e y direccitn d. Puede
comprobarse que se mantienen las condiciones deuna
homologia, excepto que el haz de rayos concurre, en este
Caso, en un punto impropic en la direccidén d.

En la afinidad los vinicos puntos dobles son los del eje.
Los afines de los puntos impropios también estdn en el
infinito. Por esta causa, en la afinidad no se toman en
consideracion las rectas limites que son impropias.

12.1. Razén de afinidad

Enuna afinidad, la distancia de un puntc al eje yla de
su correspondiente afin, tomadas ambas en la recta que
losune; estén en una relacion constante.

Por tanto, en la Fig. 32 se cumple:

Siendo K una constante llamada razon de afinidad.

Siel valor de K es positivo, una pareja de elementcs
afines: puntos, segmentos o figuras, se hallan en el
mismo semipiano respecto del eie (Fig. 33).

Cuando el valor de X es negative cada elemento
estd situado a distinto lado de su afin respecto del gje
(Fig. 32).

Aungue la direccitn de afinidad y el eje pueden formar
un dngulo cualguiera, en ocasiones ambas son perpendi-
culares, diciéndose entonces que la afinidad es ortogonal
{Fig. 33).

Cuando en una afinidad ortogonal la razén tiene valar
K= -1, se cumplira:

AT = AL; B'M = BM.... y en este caso la afinidad es
también una simetria axial cuyo eje es el de afinidad
{Fig. 34).

Fig. 34.
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13. Datos gue definen una afinidad

Los datos necesarios que con mas frecuencia
dispondremeos para definir una afinidad son:

1° El eje e ¥ una pareja de puntos afines Ay A’
(Fig. 39)

Si conocemos una pareja de puntos afines
conocemos la direccidn de afinidad que, en este caso,
ladetermina larecta AA”.

Elpunto B, afin de otto dado, B, s¢ halla en la paralela
por éste alarecta AA' yenlarectar’, afin der, que
pasaporAyBycortaalejeenelpuntodoblel =1"

Fig. 35. 2°.Dos tridngulos afines (Fig. 36)

En 1a afinidad que déterminan los tridngulos ABC
y A'B'C” se pide calcular el cuadrilatero afin al
ABCD.

Para hallar el punto I, afin del cuarto vértice D,
es preciso determinar la direccidn de afinidad y el
eje. La primera resuita ser 1a de las rectas AA’,
BB'y CC", v el eje resulta del céloulo de dos de sus
puntos, 1 =1’ donde se cortan lasrectas AByAB'y
2 =2 interseccidn de ACy AC”. ’

ElpuntoD’es la interseccion de la paralela porDa
CC'conlarectar afinder.

3°.El eje e, la razdén de afinidad X y la direc-
cién d (Fig. 37)

Sea, por ejemplo, K = 5/2, para calcular A’, afin
del punto A dado, y convertir este caso en el
primero de los presentados, se traza por A la
paralela a d, que corta al eje en L. Se divide el
segmenito AL en dos partes iguales, siendo estas
dos divisiones las que correspondeén al
denominador de la razdn de afinidad. El punto A’
se halia enla recta AL a una distancia de L igual
Fig. 38. a cinco divisiones y al mismo lado de A respecto
del eje e por tener la razdén valor positivo,

Téngase en cuenta que sila afinidad que convierte
al punto A en A’ tiene como razén kX = 5/2, la que
convierte A'enA es K, = 2/6. Por esto, conviene
fijar la posicién que ocupa, en la fraccidén que
determina el valor de la razén, la medida de cada
uno de los segmentos, que en la Fig. 37 es:

A'—_L—=_Z'{=-i
AL 2

14. Afinidad entre circunferencia vy
eiipse

La relacién de afinidad que puede establecerse entre 3
. una circunferencia y una elipse tiene aplicacién practica |
muy importante en los sistemas de representacion que -
se basan en la proyeccién cilindrica, como podrd
Fig. 87. comprobarse mas adelante. Por ello, determinamos ia

elipse afin de una circunferencia.
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