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LEONARDO PISANO, MATEMATICAS CON COELLOS

Polos ultimos anos do século XII a Republica de Pisa desenvolvia unha
importante relacién comercial coas cidades do norte de Africa.

A fronte da delegacion comercial do nordés de Alxeria, na actual Bejaia
(daquela chamada Bugia), atopabase Guilielmo Bonacci. Debido ao seu
cargo, Guilielmo Bonacci realizou gran nimero de viaxes por todo o norte
de Africa.

Leonardo de Pisa (Pisa, 1170 — Pisa, 1250) é quizais mais cofiecido como
Fibonacci (o fillo de Bonacci, pois seu pai foi Guilielmo Bonacci); as
veces tamén se adoita referirse a el co alcume de Bigollo (co que tamén se
fai referencia a seu pai), verba que no dialecto da Toscana ten a dobre
acepcion de home simple e tamén home moi viaxado.

~ A educacién de Leonardo Pisano, Fibonacci, desenvolveuse, por estas
circunstancias do traballo de seu pai, entre Pisa e o norte de Africa. E ali onde descubre e se decata da
superioridade das cifras indoarébigas sobre o sistema de numeracion romano, & hora de facer calculos que
facilitaban enormemente as transaccions comerciais.

Debido ao seu grande interese polas cuestiéns matematicas, Leonardo realiza viaxes para recoller
ensinanzas dos mestres arabes sobre aqueles novos métodos de calculo.

Arredor do ano 1200 Fibonacci volve para Pisa decidido a espallar toda a bagaxe matematica que
adquirira.

No ano 1202 aparece a primeira edicion do seu libro Liber Abaci. Este libro
constitie unha verdadeira revolucion para as matematicas da época e pode ser
considerado coma unha das portas pola que entra en Europa o sistema de
numeracion hindd, pois nel conta Leonardo os saberes matematicos que
aprendera dos arabes. Ademais de explicar como se fai a lectura e a escrita dos
numeros, mostra como realizar contas basicas (suma, resta, multiplicacion e
division). Pero tamén fai referencia s fraccions, &s raices cadradas e cubicas, &s

proporcions, 4 xeometria e & alxebra, aos célculos que se necesitan para o | E& ;IJ'"".'I;.I',.".':;,.“-' li
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comercio, ao prezo das mercadorias mais comuns, as conversions de moedas... E,;:::H:F;::; . ol

O Liber Abaci non é a tnica obra escrita por Leonardo de Pisa, propofiémosche -?.}:tm&}z;ﬁ;m
que investigues o titulo dalgunha outra obra deste autor. A pesar de que na |
época na que Viviu era preciso facer a copia a man de cada libro, temos a sorte
de que algins exemplares dos seus escritos se conservaron ata a actualidade.

Curiosamente, 0 nome de Fibonacci quedou ligado para sempre a un problema do seu Liber Abaci que
ten por protagonistas a unha parella de coellos. A partir da resolucion dese problema xurde unha sucesion
numérica chamada Sucesion de Fibonacci arredor da que se tefien feito (e séguense a facer) infinidade de
investigacions matematicas. O problema en cuestidn poderiase redactar asi:

Un home ten unha parella de coellos nun lugar cerrado. Esta parella medra durante un mes e cando
remata ese mes acada a idade fértil. A partir dese momento, cada mes enxendra unha nova parella de
coellos que tarda outro mes en nacer. ¢Cantas parellas de coellos habera ao cabo dun ano se cada unha
das que nacen se comporta da mesma maneira respecto a procreacion?
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A Sucesion de Fibonacci

Meses: 1 2 3 4 5 6

Imos tratar de dar resposta ao problema dos coellos proposto por
Fibonacci. Na figura que presentamos indicanse cantas parellas de
coellos existen ao comezo de cada mes, durante oS primeiros seis
meses do ano: 1, 1, 2, 3,5, 8...

¢Es capaz de continuar o grafico para determinar cantas parellas de
coellos teremos ao principio do sétimo mes? ¢E a principios do oitavo?
Tomemos estes 0ito nimeros como 0s oito primeiros termos dunha
sucesion: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... Se nos fixamos, podemos descubrir
unha pauta que nos permite seguir escribindo os seguintes termos da
sucesion; isto € o que se chama en matematicas unha lei de
recorrencia. Para este caso € a seguinte: cofiecido o primeiro termo, 1,
e 0 segundo termo, 1, os demais termos, a partir do terceiro,
obtéfiense facendo a suma dos dous anteriores.

Utilizando este criterio podemos escribir unha coleccion infinita de
e nameros que é mundialmente cofiecida dentro do campo das
matematicas co nome de Sucesion de Fibonacci. Velaqui os seus primeiro trinta termos:

1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1 597, 2 584, 4 181, 6 765, 10 946, 17 711,
28 657, 46 368, 75 025, 121 393, 196 418, 317 811, 514 229, 832 040...

E doado, pois, escribir unha lei de recorrencia para referirnos aos infinitos termos desta sucesion. Tarefa
mais dificil resulta atopar unha formula que nos sirva para dar a expresién do termo xeral, sendo o
matematico Francois Edouard Lucas (1842-1891) o primeiro que deu coa solucion deste problema.

Fl = 1 n n
1|(1+45) (1-+5
F,=1 Fo=—"rll——| -|——
NI 2
I:n = I:n—l + I:n—2
Lei de recorrencia para a Sucesion de Fibonacci Expresion do termo xeral da Sucesion de Fibonacci

Os termos da Sucesion de Fibonacci cumpren unha gran cantidade de interesantes e sorprendentes
propiedades. A seguir imos citar unhas poucas que comprobaremos para algun caso particular.
Invitdmoste a que ti tamén as comprobes para outros casos.

Calquera nimero natural podese escribir mediante a suma dun ndmero finito de termos da sucesion de
Fibonacci.

Exemplos: 23= 21+ 2 47=34+13 80= 55+21+3+1

Un termo de cada tres € par, un de cada catro € multiplo de 3, un de cada cinco é maltiplo de 5, un de
cada seis é multiplo de 8, etc.

Exemplos: 34,55,89 144, 233, 377, 610 34, 55, 89, 144, 233 34, 55, 89, 144, 233, 377
Cada namero de Fibonacci é a media do termo que se atopa duas posicidns antes e 0 que se encontra na

posicion seguinte: F, :@
Exemplos: 233 = w 087 = 377+1597

A suma dos n primeiros termos da sucesion coincide co termo que ocupa a posicion n+2 diminuido nunha
unidade: K +F, +F+..+F =F_, -1
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Exemplo: 1+1+2+3+5+8+13+21+34+55 = 144 -1

O méaximo comun divisor de dous nimeros de Fibonacci é outro nimero de Fibonacci; ademais,
M.C.D.(Fn,Fm) = FM.C.D.(n’m).

Exemplo: M.C.D. (144,2584) = 8 (é dicir: M.C.D.(Fy2, F1s) = Fe.

Para F, = a, tal que a € un nimero primo, resulta que p tamén € un nimero primo, coa Unica excepcion
F4 =3.

Exemplos:

1,1, 2, 3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1 597, 2 584, 4 181, 6 765, 10 946, 17 711,
28 657, 46 368, 75 025, 121 393, 196 418, 317 811, 514 229, 832 040...

A suma de dez numeros Fibonacci consecutivos € sempre 11 veces 0 sétimo termo desa coleccion.
Exemplo: 13+21+34+55+89+144+233+377+610+987 = 2563 = 11 - 233
Os termos da sucesion de Fibonacci cumpren outras

iri=1 2/i=2 moitas sorprendentes propiedades. Para rematar, citemos
W2=15 5/31=1,666... a seguinte que queda ilustrada cos calculos que se
H5=16 13/8=1,625 mostran a esquerda.
21/13=161538... 34/271=1,61904... A razdn entre cada par de termos

JN¥34=161764... 80/55=1,61818... consecutivos da sucesion de Fibonacci

144/80=161797... 233/144=1,61805... vai oscilando por enriba e por
377/233=161802... 61(¥377=161803... | debaixo dun numero moi cofiecido, e

achegandose cada vez mais a el. E
dicir: Lim%:¢.

n—oo n

Deste numero, ¢, falamos a seguir.

Media e extrema razon
Cando queremos expresar a razdn de dous numeros reais a e b, utilizamos a notacion: % (ueseleaéa

b). Desta maneira indicamos o resultado da division (o cociente completo) de a entre b.

Nas figuras mostranse dous procesos ben cofiecidos. No primeiro caso dividiuse un segmento de
extremos A e B en duas partes iguais. Procedeuse do seguinte xeito: Usouse un compas e, tomando unha
abertura maior ca metade do segmento, fixose centro en A e trazaronse arcos por enriba e por debaixo do
segmento. Repetiuse o proceso facendo centro en B. Deste modo puidose debuxar a mediatriz do

segmento que determinou sobre el o punto M, punto medio de AB, producindose unha particion

simétrica do segmento AB xa que AM_1
AB 2
Na segunda figura déixase indicado o procedemento da division dun segmento en partes iguais baseado

na aplicacion do Teorema de Tales (¢lembras o teorema e o método para facer a division do
3

.. . S . AX
segmento?). O punto X divide ao segmento de maneira asimétrica, cumprindose: 5 = e
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O Teorema de Tales, pois, permitenos dividir un segmento en n partes que garden unhas determinadas
relacions, botando man dunha recta auxiliar, r no debuxo.

" Un problema clasico, xa tratado por Euclides, consiste en determinar un
I« » punto sobre un segmento dado que o divida en media e extrema razon.

¥
ry
A

Dise que un segmento esta dividido en media e extrema razén cando se
A A divide en ddas partes desiguais de tal modo que a razon entre as
X medidas da parte grande é a pequena coincide coa razon entre a medida

total do segmento e a medida da parte grande. E dicir, para o segmento AB da figura, tense que cumprir:

AX AB ) a a+b

—— =—— 0U, 0 que é 0 mesmo, —=——.

XB AX b a
No mundo clésico e no Renacemento considerdbase que os obxectos, obras de arte e construccions que
gardasen esta proporcion, desprendian unha harmonia especial. Luca Pacioli chaméballe Divina
Proporcion; Kepler, Seccion Divina; e Leonardo da Vinci, Seccidén Aurea.

¢Cal é o valor numérico da razén que determina esta divina proporcion?

(ox

a
J— + —
Partimos da expresion da proporcion %:a_er e dividimos o segundo membro entre b: %: b_b g
a

oo

. . X+1
facemos o cambio de variable %: X, quedaranos: x =——. Polo tanto x*=x+1 e x*-—x-1=0. Se

X
1++/5

. a
resolvemos esta ecuacion de segundo grao obtemos x = — NO noso razoamento 5 >1(xa que a>b),

a_1+\/§

polo tanto: " que é un ndmero irracional (numero con expresion decimal infinita non

periodica) e debido as anotacion que se fixeron mais arriba adoita chamarselle Niumero de Ouro ou
Numero Aureo. Represéntase habitualmente coa letra grega phi (fi), ¢, en memoria do escultor e

arquitecto grego Phidias, que dirixiu as obras do Partenén.
Vexamos unha aproximacion decimal para o nimero ¢. Velai van as sias primeiras setenta cifras:

¢ = =1.6180339887498948482045868343656381177203091798057628621354486227052604...

1+J§
2

Neste momento podemos dar resposta & Ultima cuestion que deixamos aparcada no apartado anterior:

A razon entre cada par de termos consecutivos da sucesion de Fibonacci vai oscilando por enriba e por

debaixo do Numero Aureo, e achegandose cada vez mais a el. E dicir: |_|m FL” =g.

n—o0o n

Nas seguintes figuras mdstrase como dividir un segmento en media e extrema razén e como construir un
rectangulo &aureo. Trata de reproducir as construccions e de facer as xustificacions pertinentes.
¢Reparaches algunha vez nas dimensiéns do teu DNI ou dunha tarxeta de crédito?

Xacobe Sola Mallo
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