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INTRODUCCION HISTORICA

Nos grandes vales fluviais do Nilo, Tigris e
Eufrates, Indo e lang-tse aparecen as civilizaciéns que
empregan por primeira vez os metais. A cronoloxia
respecto aos dous ultimos € bastante incerta, pero si
sabemos que, tanto en Exipto como en Mesopotamia,
comeza a aparecer a escritura hai mais de 5 000 anos.

O desenvolvemento do cofiecemento matemati-
co nestas dias zonas xeograficas ten moitas caracteris-
ticas comuins: a existencia de sistemas de numeracion,
0 manexo sistemético de tdboas de resultados e a
ausencia de aspectos teéricos e demostracions, xa que
sempre traballaban con datos concretos.

Sen embargo, hai importantes diferencias.

Na civilizacion exipcia:

e O soporte fisico da escritura era o papiro;
isto supuxo unha importante eiva para a conserva-
cién da informacion, ainda que, afortunadamente,
tefien chegado ata nés algtins deles.

¢ O sistema de numeracién era de base 10.
Inicialmente utilizdbanse distintos signos para
representar as sucesivas potencias da base, repetin-
do estes simbolos as veces que fose necesario para
escribir un nimero ( 6 seria representado por |;
') ; mais adiante, créanse simbolos especiais para
as distintas cifras.

e A operacion fundamental era a suma, que
se empregaba continuamente. A multiplicacién e a
divisién facianse por medio de sucesivas duplica-
ciéns e divisions entre 2.

e Empregaban nimeros non enteiros utili-
zando as chamadas fracciéns unitarias, € dicir,
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fracciéns que tefien por numerador a unidade.
Manexaban polo tanto nimeros da forma 1/n e
algunha fraccién especial distinta, como 2/3.
Calquera outra fraccién habia que descompofiela
como suma de unitarias, e para isto dispufian de
multiples tdboas.

e Tanto esta dltima limitacién como a ausen-
cia de notacién posicional foron claves para a
superioridade da matemdtica babilénica sobre a
exipcia.

Nos pobos mesopotdmicos:

e O soporte fisico era a taboifia de arxila, un
soporte moito méis sélido que o papiro dos exip-
cios. Consérvanse hoxendia milleiros de taboas
finas.

¢ O sistema de numeracion era de base sesa-
xesimal, un sistema moito menos empregado ao
longo da historia que o decimal. Ainda se conser-
van restos del, pensemos en cémo medimos hoxe ¢
tempo e os dngulos. Estes sistemas de medidz
débenlles a a sda existencia aos estudios astrond-
micos dos pobos mesopotdmicos.

e Empregaban s6 dous simbolos, un para o 1
e outro para o 10. Como cada niimero comprendi-
do entre 1 e 59 debia ser escrito cunha soa cifra.
escribian varios destes simbolos xuntos para repre-
sentalo.

e Tiflan unha notacién posicional; asi unhz
agrupacion de simbolos representaba as stas uni-
dades (nimeros entre 1 e 59), a seguinte agrupa-
cién representaba as stas decenas (nimeros entre
60 e 602-1), etc.

e Usaban tamén este sistema para represen-
tar os nimeros non enteiros. Non tifian, xa que
logo, ningunha limitacién 4 hora de empregar as
décimas, centésimas, milésimas,... (sempre en base



60). Isto permitia ter un algoritmo que resolvese
coa mesma facilidade, por exemplo, a operacion
32,75 x 0,327 que a 3275 x 327.

e Ademais da notacion posicional, a posibi-
lidade de empregar todo tipo de decimais, € a van-
taxe dunha base con tantos divisores como ten 60
(2,3,4,5,6,...), permitian resolver moitos problemas
aritméticos que non estaban ao alcance dos exip-
cios; un deles, do que falaremos en seguida, € o
cdlculo da raiz cadrada.

Non todo eran vantaxes no seu sistema. Habia
ous problemas: O primeiro deles era a ausencia de 0,
 que supuxo serias dificultades para distinguir nime-
os como 32 e 302. Normalmente o noso O substituia-
e por un espacio en branco, pero ds veces isto non
parece claro.

O segundo problema era que non existia un sim-
olo de separacion entre a parte enteira e a decimal, o
ue fai que sexa dificil distinguir entre nimeros como
na nosa notacién) 427; 42,7; 4,27, ... Era necesario
studiar o contexto para saber de qué nimero se trata-
a.

IETODO BABILONICO DA RAIZ CADRADA

Este método, que foi atribuido a Arquitas de
arento e a Her6n de Alexandria, é cofiecido tamén
olo nome de algoritmo de Newton, pero non hai nin-
unha ddbida de que € un froito da matematica meso-
otdmica.

Partimos dun nimero N ao que lle queremos cal-
ular a(s) sda(s) raiz(ces) cadrada(s), é dicir, atopar
utro nimero, x, tal que x 2 = N.

Facemos unha estimacion desta raiz, tomamos
in valor arbitrario, a. Para ver se acertamos ou non e,
n todo caso, para encontrar o erro cometido, calcula-
nos o nimero N/a.

Se o cociente fose a, entén: N/a = a, e 0 nime-
0 estimado € a solucidn.

Se pola contra Na=b#a = N=ab
esulta evidente que @ non € a solucién, e ademais,
anto mais proximos estean a e b mellor serd a nosa
stimacion. O verdadeiro valor de VN debe estar entén
entre a e b, polo que parece natural considerar a media
ritmética destes dous nimeros, fH_b. como unha apro-
ximacién mellor que a anterior. i

Se repetimos varias veces este proceso, € razoa-

ble pensar que obtcremos iz Don SShEERTEN
valor VN
Tomemos un valor por defecto, a. Posso oue

a2<N, existe un nimero ¢>0 tal que N=a+¢

N a’+c
Sendo a;=a, resulta h = — = —"°
a, a
S a; +b L€
eentén a,= ———=a+—-—
¥ T2 2a

Este valor de a, é o considerado habitualmente
como unha aproximacién de JN que serd tanto mellor
canto o sexa a; = a; ou, por dicilo doutro xeito, canto
MEenor sexa c.

Vexamolo en concreto con dias aproximacions
de J2 5

Tomando a;=a=1, resulta que c=N-a’=1 (aec
son iguais, non parece que sexa unha boa aproxima-

.z a, +
cion), b, = — a,=——-~L=1,5.

a, 5 2
A aproximacién, en efecto, non € boa, xa que
a,? = 2,25, perosi resulta mellor que a;=1.
Ademais € interesante observar que a, 2 > 2.
Volveremos sobre isto mdis adiante.
Afinemos madis. Tomemos agora a; = a = 1,4,
temos entén que ¢ = N—a 2= 0,04 e, polo tanto, b;=
N a,+b
— =1,428571.. e a,=—1—"=14142875..
a, 2
Agora a aproximacién € moito mellor que antes,
Xa que a,?2 = 2,00020408... e unha vez mais, ay? >2.

Fagamos agora unha aproximacién a J2 por
exceso, a; = a = 1,5. Considerando, como antes, s
dous sumandos, temos: ¢ = N-a? =-0,25 b;=

~ a, +b = g
L. 1,37 1 8- Ny =1 —1,416... que xa € unha
' 2
a
1

aproximacién aceptable de V2.

Xustificacion
Se a é unha aproximacién de/N

N =a? + c, resulta = ]
\/ﬁ:(a“ +c)/2

Desenvolvendo esta serie binémica (algo que,

e tomamos

evidentemente, non sabian os babilonios), obtemos:




0 /) 2

\/ﬁ =( a’+c )% =(%)a2y2 +(%)a2(%'l)c+(%)a2(lr

l.a + —
¢+ 3 6

1 ¢
s i

Pois ben, a aproximacién que nés tomamos ao
considerar a, €, en realidade, a que corresponde a
coller os dous primeiros sumandos desta serie infinita.

METODO ITERATIVO
(Que ocorre se non nos detemos no segundo
termo, a,?
Continuando, temos:
N a, +b,

b, =—=1,41176470588... € a,=
2 a 3
2

=1,4142156855..

Este tltimo valor aparece xa na taboa fina Yale
7289, como valor de V2. Tritase do nimero 1 + 24/60
+ 51/60° + 10/603, que coa notacién en base 60 dos
babilonios e transcribindoo a caracteres modernos,
escribiriamos 1;24,51,10.

O cadrado deste niimero é a3? = 2,000006006....
O erro é logo de ;6 millonésimas! (e atencién, unha vez
madis maior que 2).

Traballemos agora con outro nimero.
Calculemos V1000
ben afastado: a; = 1. Teriamos:
N 1+1000
b] =;1—=1000602 =
e continuariamos:
az = 251,2490091...;
as = 67,72532738...;
ay = 32,74526934...;
ag = 31,62278245...;

Observamos que:

partindo dun valor inicial

=500,5

ay = 127,6145582...;
ag = 41,24542608...;
ag = 31,64201587...;
aj = 31,6227766...

e Ainda que tomamos un valor de partida
moi erréneo, os termos da sucesion asociada a
V1000 parecen converxer a un nimero que seria do
tipo 31,6227...

® a, é maior que J1000 (como vén oco-
rrendo en todos os exemplos ata o de agora), e polo
tanto o seu cadrado é maior que /000. Ademais, a
partir dese momento a sucesién € decrecente € 0s
valores parecen ser maiores que J1000 :

Lot (1/2)-2(-1/2) P2y W2)(2)(32) s s (112).(4/2) (32).(-52) 74

3 4

63 +(%)a2(%-3)c3 +(%Ja2(% -4)C4..,=

24

e Se partimos dunha mellor aproximacion,
a; = 30 por exemplo, chegaremos madis rapida-
mente a ese 31,62..., Xxa que nese caso b; =

30 =333 ¢ estariamos xa situados 4 “altura” dos
az e by anteriores.

Se tomasemos para V1000 un valor inicial, a 14
por exceso, chegariamos 4 mesma situacion: a partir do
segundo termo a correspondente sucesion coincidiria
coa que se inicia co valor, por defecto, b; = 1000/a,.
Os restantes termos das ddas sucesiéns son iguais.

Parece deducirse, logo, que:

1. Independentemente do valor de a;, o segundo
termo é sempre maior que YN . A partir dese mo-
mento tamén son maiores todos os seguintes.

2. A partir do segundo termo a sucesién € decre-
cente.

3. Ainda que o primeiro termo da sucesién diste
moito de VN, a sucesién converxe sempre a ese niime-
1.

XUSTIFICACION DO METODO

Partimos de N>0, pois en caso contrario non
existe a raiz. Tomaremos ademais a;>0.

Escollido arbitrariamente o primeiro termo, a
partir del a sucesion definese por recorrencia:

sendo b, = i
a

n

I1+ n

an+l T

Se nalgtin momento a, = VN, os seguintes ter-
mos da sucesion serian todos iguais a , e esta sucesion
teria por limite JN .

Consideremos entdn a partir de agora que

a, # \/ﬁ Vn

1.- Como a;# JN, resulta que b; = Na;#a;:
entén:

(aj—b;)2=al+b2-2ah;>0 = ap? +b;? +2
ajb; >4 a;b; = (a; + b1)2 >4ab; =



2
i, +b .
1. > a;b; (tomando araiz cadrada e tendo

2 conta que a;, b;>0) =

a]TH)’>,/a,b,
a, +b,

En consecuencia, como a, = — 5 e N
a;b;, temos que a; > JN . 2

Estd demostrada a primeira hipétese: O segundo
rmo da sucesion é, sempre, unha aproximacion por
cceso de N .

Acabamos de ver, ademais, un resultado xa
iiecido: “Entre dous niimeros positivos distintos a
edia aritmética é maior que a xeométrica’.

Miiis ainda, supofiendo a,, > VN , temos
a, -JYN )2>0 = a,?-2a)/N +N >0
> a2+ N> 2a, VN = a,+Na,>2 VN

g (a, +2N/a" ) B \/IV

n+l —

7

que queda probado por recorrencia que non s6 a, >
senén que, a partir dese momento, todos os termos
»n maiores que VN .

Polo tanto, a sucesién {a,/ estd acoutada infe-
ormente por JN (a partir do segundo termo).

2]

2.- Vexamos agora o cociente Gl | wp> 2,
MOS: a,

a,. :l(a" +N/a")_l 1+—£

a 2 a 2 a’

n n n

como, para n>2

a,>IN = a2>N = Na,?<1, entén
2(1+N/a,2)< 1 = ay,;<a, Yn=2.

A sucesion €, a partir de a,, monédtona decre-
ente.

3.- Dos dous ultimos apartados, xa que a suce-
6n a, , az, ay... € mondtona decrecente e acoutada
iferiormente, salvo como maximo nun numero
nito de termos, deducimos que ten limite.

| = el

0 JN ... ag as ay

Quédanos sé o cdlculo deste limite.

as a

Como a,,;= (Gt Na,; e a, tende a L,
2

tomando limites na expresién anterior, resulta:
L=(L+N/L)2 = 2L=L+N/L = 2I? =12
N = [’°=N = L=IN (tomando s6 a solucién

positiva xa que a, > 0. ¥ =)
Resulta, logo. guc paz tndo valiw de a; > 0L 2
sucesion anterior COnverse a v
;Sempre podemeos aproximar 2 raiz dem
numero por este metodo!

¢(Que ocorre coa sucesion /b, }?

Dado que b, = Na,, , e a partir do segundo
termo se verifica a,, > a,,,;, enton N/a, ;> N/a,,
¢ dicir, b,,; > b,, € esta sucesion € entén mondtona
crecente (en realidade estrictamente crecente ) a partir
do segundo termo. Ademais, (sempre a partir de n=2)
a nova sucesion estd acoutada superiormente por VN,
en efecto, b, = N/a, < N/N = N . Polo tanto ten
limite, e resulta doado comprobar que tamén é VN

Para rematar este apartado, ainda que en
Mesopotamia non se traballaba con nimeros negati-
Vos, /que ocorreria se tomasemos a; < 0?

Considerando a sucesién de termo xeral ¢, = -
a,, teriamos como resultado {c,/ —/N e, en conse-
cuencia, {a,} — - JN .

Neste caso tamén b; < 0 e, polo tanto,
{b,) = - IN.

Resulta entén que segundo partamos dun valor
positivo ou negativo do primeiro termo, a;, obtemos a
solucién positiva ou negativa da raiz cadrada.

AS MEDIAS

A sucesion {a,/ esta definida, a partir do pri-
meiro termo, coa media aritmética, pero ao longo de
toda a exposicion anterior aparecen tamén as medias
xeométrica e harmonica. En efecto:

b,=N/a,= N=a,b,= N =.[a,b,
co que VN , o limite das sucesiéns {a,} € {b,}, € a
media xeométrica de calquera parella de termos que
se correspondan (ocupen a mesma posicion) nas ante-
riores sucesions.

Ademais xa que:

N ab, _ 2ap

n-n n-n

bn+1 L e i
a4 (an + bn )/2 an + bn

co que resulta que cada termo da sucesién {b,/, a par-
tir do segundo, é a media harménica dos termos que
ocupan o lugar anterior nas ddas sucesions.

Aparecen asi, no exposto ata agora, unha serie
de conecidas propiedades destas medias:




1. O producto da media aritmética pola harmo-
nica é o cadrado da xeométrica.

a, +bn 2apby / b :
o (an+b,,) = ( an n )

2

que é simplemente a expresién que manexamos conti-
nuamente a,,; b,,; = N.

2. A media aritmética é sempre maior que a
Xxeométrica.

En efecto, dende o segundo termo, a,,, calculado
como unha media aritmética, € maior que JN , media
xeométrica:

+b =
an+1 = _all_ZL > anbn i \/ﬁ

3.- A media harménica é a menor das tres, Xa
que b, < VN , a partir do segundo termo.

ARQUIMEDES E O CALCULO DE =

E dabondo cofiecido que Arquimedes estimou,
con gran precisién, o valor de 7. Na proposicién 3 da
stia obra A medida do circulo enuncia que:

“ A circunferencia dun circulo ¢ igual ao triplo
do didmetro e unha parte deste menor que a sétima, e
maior que dez setenta e un avos do didmetro” .

Para demostralo comeza calculando a relacién
entre o radio da circunferencia e a metade do lado do
hex4gono circunscrito, que € J3 , € que toma como
265/153. A partir deste dato, duplicando o nimero de
lados dos poligonos inscritos e circunscritos, ata che-
gar aos de 96 lados, acouta 7 entre os valores 3+10/71
e3+1/7.

Non se sabe con exactitude como chega a este
valor de 3 , Xa que Arquimedes non aporta ningin
dato, pero seguramente aplicando o método dos babi-
lonios. Suxerimos tres posibilidades:

1.- Chegando ata a, e axustando o resultado
despois, a;=a=17/10=1,7. Neste caso c=3-
1,72=0,11=11/100. Entén

V3 =a+c/2a=17/10+11/340

Agora ben, como este resultado € maior que 3
haberia que descontarlle ao valor de c=11/100=99/900
tomando por exemplo, c=98/900. Neste caso obte-
mos para o valor J3

1 98/900
2 1710

17/10 + = 265/153

2.- Tomando a; = 1,7 e chegando ata a3 toman-
do sempre catro cifras decimais. Teremos asi:

a;=17 b; = 1,7647

a,=17323 by=17318

e finalmente az = 1,7320 = 265/153

3.- Chegando tamén ata a3 con fraccidns, teria-
mos:

a; =17/10 b; = 30/17

a, = 589/340 by = 1020/589

e xa, az = 693721/400520 , fraccién irredu-
cible aproximadamente igual a 265/153.

ALGUNHAS ORIENTACIONS PEDAGOXICAS

No primeiro ciclo da ESO pode utilizarse esta
maneira de calcular a raiz cadrada dun xeito natural;
evidentemente debe utilizarse a calculadora para facer
as operacions cunha certa rapidez.

No segundo ciclo poden remarcarse na clase
algunhas cuestions:

e O concepto de media aritmética.

e A idea de sucesion.

e A idea de aproximacion e de erro.

¢ Unha idea intuitiva de limite.

No 1° curso de Bacharelato pédese profundar
mais en todo o anterior. Agds a serie binomial infinita
e, quizais, a formalizacién dalgunha demostracion,
todo o demais pode ser abordado sen dificultade.

Pode resultar interesante tratalo na clase como
unha unidade did4ctica en si. Resaltariamos enton:

e As orixes da matemadtica. Distintos siste-
mas de numeracién. O sistema sesaxesimal e as
stias vantaxes. Pervivencia actual do sistema.

¢ Os intentos de resolucién dun problema (a
raiz cadrada), elemental hoxendia, de forma natu-
ral e por medio de aproximaciéns. Importancia
histérica deste problema e utilizacién deste método
por Arquimedes para aproximar o valor de 7.

e O método de traballo (cientifico).



Importancia da experimentacién para ter unha idea
do que ocorre, facer conxecturas, comprobar e
demostrar estas conxecturas.

¢ Distintos tipos de medias e as relacions
entre elas.

e Conceptos sobre sucesiéns: acoutacion,
monotonia, limite,...

e O feito de que o comportamento dos pri-
meiros termos dunha sucesién, mesmo de calquera
numero finito de termos, non marca o seu caracter
(posible limite, acoutacidns,...), 0 que interesa € o
que ocorre “a partir dun certo momento” ou “mais
adiante deses termos”.

e Pédese mesmo resaltar o feito de que
unha sucesion de intervalos pechados encaixados:
[by., a1l [by, ay], [b3, a3]  tales que a sucesion
de lonxitudes tende a 0, definen un unico punto
( JN , neste caso).
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