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Definicion de funcion
Unha funcién real de variable real € unha correspondencia que a cada valor = (variable independente) dun
subconxunto D de R (chamado dominio) lle fai corresponder un tnico valor y € R (variable dependente).

Usase a notacion

1 Limites

Limite finito dunha funcién nun punto
lim f(z)=L < Ve>036>0:0< |z —xo| <0 = |f(z) - L| <e.

T—T0

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre 0 < |z — 2| < § entén |f(x) — L| < e.

Y
f(x)
L+e€
L+ /
L—¢
P g
o —0 29+

Limite finito dunha funcion en +oo
lim f(z) =L <= Ve>03IM >0:2>M = |f(z)—L|<e

T—0o0

Para todo € > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre z > M entén |f(z) — L| < e.

Y

Lte| \\\\

M

Operacions con limites

Se lim f(z)=Lje lim g(x) = Ly (L1, Ls € R, o € Rou =+ o) entdn:
TrT—xTo

T—rTo

o lim (f(z) +g(z)) = L1 + Lo,

T—>T0o

e lim (f(z) —g(z)) =Ly — Lo,

Tr—rxo

e lim (c¢f(x)) = cLq, paratodo c € R,

Tr—T0
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o lim (f(x))?® = L¥ se f(z) > 0. Ollo, 0° INDETERMINADO.

r—rxo
Limite infinito dunha funcién en x(

ILm fx)=400 <= Ve>0IM >0:0< |z —29| <e = f(z)> M.
x o

Para todo € > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre 0 < |z — | < e entén f(z) > M.

Limite infinito dunha funcién en +oco
lim f(z) =400 <= VM >03IN >0:2>N = f(x) > M.

T—>00

Para todo M > 0 existe N > 0 tal que se se cumpre = > N entén f(z) > M.

Adaptar as definiciéns para lim,_,,, f(2) = —o0, lim, o f(z) = —cc e lim,, _ f(z) = —c0.

1.1 Indeterminacions

Operacions con limites e indeterminacions

SUMA E RESTA
(+00) + (+00) = +00
(—00) + (—00) = —o00
(00) = (=00) = 00
(—00) = (+00) = —00
(50) + (—00) = (50) — (00) INDETERMINADO
PRODUTO
(+00) - (+00) = (=00) - (—00) = 400
(+00) - (—00) = (=00) - (+00) = —00
¢ (00) = (00) se ¢>0
¢-(00) =—00 se ¢<0
0-(c0),0-(—00) INDETERMINADO
COCIENTE

%: 0 se kK#0
% INDETERMINADO (posible = 00)

v INDETERMINADO
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_k
+o0

INDETERMINADO

818

POTENCIA

(+00)F = 400 se k>0
(+00)f =0 se k<0
(00)? - INDETERMINADO
ET° = 400,k =0 se k>1
ET° =0,k =400 se 0<k<l1
0°,1°° INDETERMINADO

1.2 Limites laterais
Limite lateral finito dunha funcién nun punto

lim+f(sc):L = Ve>030>0:xp<z<z0+0 = |f(z)—L|<e.

(E*}IO

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre o < & < xg + ¢ entén |f(x) — L| < e.

y
f(x)

Lo
Z'()-‘r(s

Limite lateral infinito dunha funcién nun punto
lim,_, + f(x) =00 <= VM >030>0:20 <z <x0+d = f(x)> M.
0

Para todo M > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre zg < = < zg + 0 entén f(z) > M.

Y

M

(@)

Zo
o+ 0
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Relacion entre limites e limites laterais

lim f(z) existe se e s6 se existen lim f(z)e lim f(x) e son iguais.
T—T0o

T—To T
lim f(z)=L < lim f(z)= lim f(x)=L.
T—T0 .L—).LJ +

JJ—).’IJU

Se lim f(z) # lim f(z)

I*}IO

entén lim f(x) non existe.
Tz T—To

1.3 Alguns limites frecuentes

Limites de funcions polinémicas

Nun punto

lm anz”™ 4+ ap_12™ '+ +aix +ag = anxy + an_lxg_l + -+ aixg + ao.
T—To

En 400

lm apz" +an_12" 4+ ax+ao = lim a,z™.
T—+00 r—

En —o0

m apz” + an 12" '+ +ax+ag =
r——0Q

lim a,z".
r——00
s e .z . sl 1 P(z) _ oo
Limites de funcions racionais: lim,_, 0@ = =
Utilizamos a igualdade

oy " an_12" - fax+ag
z—+00 by ™ + b1zt + -+ bz + by
ou dividimos pola maior potencia do denominador.

anpx”

i .
z—rtoo b, ™
e Sen > m o limite é 00,
.., Qn
e Sen =m o limite ¢ —,
n

e Se n < m o limite € cero.

) .z . . . P
Limites de funcions racionais: lim,_, % = g

Factorizamos P(z) = (z — x9)*Pi(z) e Q(z) = (x — 20)' Q1 () usando Ruffini e simplificamos a expresion.

31
limx

(x = 1) (2?2 +2+1)

. P+ax+1 3
= 1m = = 11mum — = .
=122 —1~~2->1 (z—1)(z+1) ~~ 221 x+1 2
IND ¢ IND ¢
o2 =222+ . (x — 1)z z(zx —1)
lm —m = lim ——— = = = 2.
a—1 22 -1 ~~asl(r—1)(z+1) ~~ -1 x+1
IND ¢ IND ¢
. -z . (=1 ) x
lim ——— = lim-—= = = lim .
e=122 =204+ 1~~~ a1 (2 —1)2 ~~ a1z —1
IND ¢ IND 2
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Limites de cocientes con funcions irracionais: %

Resolvémolos multiplicando numerador e denominador pola expresién conxugada da funcién que leve raiz.

2 2
- —~ 1
lim ——— % = lim (@ —2)yz+1)
el —1-1 >~ ol Vz—1)(/z+1)
IND 2
-1 1
R et (Vi)
z—1 x—1
= lim z(vz + 1)
rx—1
= 2.
Indeterminaciéns £
Resdlvense estudando os limites laterais.
. or? 41
lim =
z—0 €T N~~~
IND &
o241 1
lim = — = —00
z—0- T -0
241 1
lim vt = — =400
z—0+t X +0

2
non existe.

Polo tanto, lim
x—0 x
Indeterminacions 0 - co

Transformdmolas en indeterminaciéns do tipo % ou .

iig}i(f_mxfél a—4 (z—4)(Vz +2)

—4 1 1
—lim —2 "% _ lim =-

=i (x—4) (Ve +2) e—dJr+2 4

Indeterminacions co — oo

Transformdmolas en indeterminaciéns do tipo % ou .

/2 1— /2 1
T—00 T—00 Vi+1+z

1
z~>oo( ) z—=oo /2 + 1+ 2

Indeterminacions 1°°

Se limg ., f(x) =1elimg_,, g(x) = £oo entén

lim [f(2)]9®) = elime—eo (f(#)—1)g(2)

Tr—xQ

lim (1+2)%/* = &
z—0 ~~
IND 1%

2 2
A=lim(l+z—1)- = = lim — =2
x—0 x z—0 X
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lim (1 4 2)Y/7 = €2.

z—0
Infinitésimos equivalentes

f(z) é un infinitésimo en xg se lim f(x) =0
T—rT0

Dous infinitésimos en 2o f(x) e g(x) son equivalentes (f(z) ~ g(x)) se lim 1(@)

Se u(z) € un infinitésimo en = = 0 tense que sin u(z) ~ u(x), tanu(x) ~ u(z), 1 —cosu(zr) ~ "@2 , In(1+4
u(x)) ~ u(z)

No célculo de limites podemos substituir un infinitésimo por un equivalente se aparece multiplicando ou di-
vidindo (non sumando ou restando).

. sinbzx Y
lim = lim —
z—0 3z z—0 3z

5
3
Comparacion de infinitos

a

.
lim — =o00,10u0segundoa >b,a=>boua <b.
T—00 I

xT

lim — = 00,1 0u0segundoa >b,a=>boua <b.
Tr—r00 it
. log. x ozb
lim —8e? _ T =0(sec>1)
T—00 I r—o00 CT
. hz 1000
lim — = lim = 0.

2 Continuidade

Continuidade nun punto
Unha funcién f(z) é continua nun punto xy do seu dominio se

Jlim (@) = f(xo).
Isto significa tres cousas
e Existe f(xo),

e Existe lim f(x),

T—rT0o
e Ambos valores coinciden, é dicir, lim f(z) = f(zo).
T—xTo

Funcién continua pola esquerda nun punto
Unha funcién f(z) é continua pola esquerda nun punto zy do seu dominio se

lim_f(x) = f (o).

(L‘—)(L‘U

Funcién continua pola dereita nun punto
Unha funcién f(x) é continua pola dereita nun punto z do seu dominio se

lim_f(z) = f(xo).

ZL’*)IO

2.1 Descontinuidades

Descontinuidade evitable nun punto
Non existe f(zg) ou 3f (), 3 1i_{n f(z) eRe lim f(z)# f(xo).
T—T0o r—To
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Zo Zo

f ten unha descontinuidade evitable en z.

Descontinuidade de salto finito
Existen e son finitos os limites laterais pero son distintos:

3 lim_f(z) €R, lim f(z) # lim+ f(z).

+
Ty T—=x T—Tg

Lo

f ten unha descontinuidade de salto finito en x.

Descontinuidade de salto infinito
Existen os limites laterais e, cando menos, un deles é +00 :

lim f(z) =400 e/ou lim+ flx) = £c0.

I*}IO I*}IU

—

Zo

f ten unha descontinuidade de salto infinito en .

Propiedades das funcions continuas Se f e g son funcidns continuas en xy enton:

e [+ g é continua en xq,

e f — g é continua en x,

e cf é continua en xg, para todo ¢ € R,
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e fgé continua en xg,

é continua en xg, se g(zg) # 0.

Q |~

Se f é continua en xg e g é continua en f () entén a funcién g o f é continua en z.

Continuidade das funcions elementais

e A funcién polinémica P(z) = a,z™ + - - - + ap é continua en R;

. . P . . ..
e A funcién racional ﬁ ¢ continua no seu dominio;

e A funcién irracional {/P(z) é continua en R se n é impareen {z € R: P(x) > 0} se n é par;
e A funcién exponencial a® (1 # a > 0) é continua en R;

e A funcién logaritmica log, « (1 # a > 0) é continua en (0, 00);

e As funcidns sin x e cos x son continuas en R;

e A funcidns tan x é continua agds se x = %’T, k € Z;

e arcsin x, arccos x e arctan z son continuas no seu dominio;

e A composicién e as operacions aritméticas realizadas coas anteriores son continuas no seu dominio.

3 Teoremas de Bolzano, dos valores intermedios e de Weirstrass

Teorema 3.1 (Teorema de Bolzano) Sexa f : [a,b] — R unha funcion continua en [a,b]. Se f(a) - f(b) < 0 (ou
signo(f(a)) # signo(f(b))) enton existe c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Interpretacion xeométrica

Se a grifica da funcién f satisfai as hipéteses do teorema de Bolzano entdn existe, cando menos, un ¢ € (a, b)
no que a grafica corta ao eixe de abscisas.

Teorema 3.2 (Teorema dos valores intermedios) Sexa f : [a,b] — R unha funcion continua en [a,b)]. Se f(a) #
f(b) e k € calquera niimero intermedio entre f(a) e f(b) enton existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.

Interpretacion xeométrica
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Se f é continuae f(a) < k < f(b) entén existe, cando menos, un ¢ € (a, b) tal que f(c) = k.

Teorema 3.3 (Teorema de Weierstrass) Sexa f : [a,b] — R unha funcion continua en [a,b]. Enton existen
¢, d € [a,b] tal que f(c) < f(x) < f(d) para todo x € [a, b].

Interpretacién xeométrica

a d c b T

A funcién continua f no intervalo pechado [a,b] alcanza o seu minimo absoluto m en ¢ e 0 seu mdximo
absoluto M en d.

4 Derivada dunha funcién nun punto

Definicion de derivada nun punto
Chédmase derivada dunha funcién f nun punto zg, e dendtase por f/(zg), ao limite, se existe e € finito,

lim f(@) = f(zo) — lim flzo+h) — f(ffo).
T—T0 T — Xo h—0 h

Como o denominador do limite tende a cero, para que o limite exista e sexa finito, o numerador debe tender a
cero.

E dicir, f'(z0) existe e é finito = lim f(x) = f(x0).

T—xT0
f derivable en zy = f continua en x.

O contrario non € certo: f(x) = |x| é continua pero non é derivable en x = 0. COMPROBALO!

Derivada de /x a partir da definicién

lim ”“L Z D 2
h—0 0
i (Vz +h—2)Vr+h+Vx) — lim h
h—0 (\/{L‘—f— f) h—0 h(\/‘r-l,- f)
i VEHh=VO)Vr+h+Vr) 1 _ !
h—0 h(vVx +h+ /) —>O\/m—|—\/§ 2z
E dicir,
, _ 1
JC(JU)Z\/5 - f(x)—ﬁ-

Recta tanxente e normal

Se f é derivable en xg entén a recta tanxente en xg é

y = f(xo) = f'(zo)(x — x0).
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Se f € derivable en x( (con f'(x¢) # 0) entén a recta normal en x( é

1

y—f(xo):—m

(x — x0).

Se f é derivable en x con f/(z() # 0 ent6n a recta normal en xq é
T = Xg-
Derivada pola esquerda nun punto

Chémase derivada pola esquerda dunha funcién f nun punto xg, e dendtase por f'(z; ), ao limite, se existe e
¢ finito,

lim f(x) — f(z0) — lim f($0+h)—f(l‘o).

w—ay T — g h—0- h

Derivada pola dereita nun punto
Chdmase derivada pola dereita dunha funcién f nun punto zg, € denétase por f’ (:cg'), ao limite, se existe e é
finito,

oy J@) = f@o) _ . f@o+h) = flao)

PR T — T h—0+ h

Se unha funcién f é derivable en todos os puntos dun intervalo I a funcién
rel— f(x)
chdmase funcion derivada de f.
Se f’ € derivable, a sda derivada denétase por f” e chdmase derivada segunda de f.
Se f" é derivable, a stia derivada denétase por f’” e chamase derivada terceira de f.

Se f € derivable n veces, a derivada n-ésima denétase por f (),

fi(e) = %, f(@) = %,---,y' =9y =
~— Newton
Propiedades das derivadas o
Se f ¢ g son derivables en 7, entén:
o (f+9)(x0) = f'(x0) £ ¢'(20),
o (cf) (o) = cf'(x0), para todo ¢ € R,
o (f-9)(z0) = f'(x0) - (o) + f(x0) - ¢’ (o),
. (;)l(mo) _ f'(HCO)g(iUt;)(;J;fQ(%)g’(%)’ se g(xo) £ 0.

Se f é derivable en x e g é derivable en g(z() entén
(g0 f) (w0) = g'(f(0)) [ (x0).
A derivada da funcién inversa f~! de f é

Y (@) = e

frf=H )
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4.1 Derivabilidade de funcions a trozos

Derivabilidade dunha funcién a trozos I
Sexa f unha funcién continua en zg.

e Seexisten f'(zg5) = lim M, f(zd) = lim M
T—x Tr — X9 x~>10+ T — T
derivable en xq e f'(x) é ese valor comun.

, son iguais e finitos, enton f é

. _ . z) — f(x
e Senonexiste f'(z; ) = lim @) = f(zo) 0
T—x T — X9
ou son oo entén f non € derivable en xg.

Mot — 1 f(@)—f(=o) i fouai
u f'(zg) = lim,,_, .+ == ==%%, ou existen e non son iguais

Derivabilidade dunha funcién a trozos II
Sexa f unha funcién continua en z.

e Se lim f'(z) = lim_ f'(x) = L entén f é derivable en xg e f'(x¢) = L.
T—T TT)

e Se lim f'(x) # lim_ f'(x) entén f non é derivable en z.
T—T TT|

5 Teoremas de monotonia e curvatura
Definicion Unha funcién f dise:

e crecente en x se existe r > 0 tal que

—-sexg—r <z <zgentdn f(z) < f(xg), e

- sexg < <z +rentdn f(zg) < f(z).
e decrecente en g se existe r > 0 tal que

- sexo—r <z <zgentdn f(z) > f(xg), e
- sexy <z < xo+rentdn f(xg) > f(x).
Definicion Unha funcién f dise:

e estritamente crecente en xg se existe r > 0 tal que

- sexg—1r <z <mentdn f(x) < f(xg),e

- sexog < < o+ rentdn f(xg) < f(x).
e estritamente decrecente en x se existe r > 0 tal que

- sexg—r <z <zgentdn f(z) > f(xg), e
- sexy <z < xo+rentdn f(zg) > f(x).

Teorema 5.1 (Teorema de monotonia I) Sexa f unha funcion derivable nun punto x.

o se f'(xo) > 0 entdn f é estritamente crecente en x e
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o se f'(xo) < 0entdn [ é estritamente decrecente en xg, e

e se f'(xo) = 0 non podemos concluir nada.

Por exemplo, f(z) = a2 é estritamente crecente en z = 0 e, sen embargo, f(0) = 0.

Teorema 5.2 (Teorema de monotonia II) Sexa f : (a,b) — R unha funcion derivable no intervalo (a,b).

e se f' > 0en (a,b) enton f é estritamente crecente en (a,b), e
e se f' < 0en(a,b)enton f é estritamente decrecente en (a,b), e
o se f' =0en (a,b) enton f é constante en (a,b).

O contrario non € certo. f(z) = x® é estritamente crecente e, sen embargo, f’(0) = 0.

Maximos e minimos relativos
Definicion
Unha funcién f ten un maximo relativo en z se existe r > 0 tal que

€ (xo—rzo+71) = f(x) < f(2o0).

Unha funcién f ten un minimo relativo en x, se existe > 0 tal que
x € (xg—ryxog+1r) = f(x) > f(x0)-

Condiciéon necesaria de extremo relativo
Se f é derivable en x e ten en x( un extremo relativo (un maximo ou minimo relativo) entén f”(xg) = 0.

Criterio I para maximo/minimo relativo
Sexa f unha funcién derivable nun entorno (xg — r, 2o + ) de o tal que f'(zg) = 0.

e se f/(x) >0en (xg—r,20) e f'(x) <0en (xg,xo + r) entén f ten un maximo relativo en xg, e

e se f'(x) <O0en (xg —r,20) e f'(x) > 0en (xg,x9 + ) entén f ten un minimo relativo en xg.
Concavidade e convexidade
Definicion

Unha funcién f dise:

e convexa en x( se nun entorno de xy a grafica da funcién esta situada por encima da recta tanxente en xg, €
tal que

e cdncava en x( se nun entorno de xz( a grafica da funcién esta situada por debaixo da recta tanxente en .

f(z) = 2% é convexa e f(x) = —2% é concava.

Teorema 5.3 (Teorema de curvatura I) Sexa f unha funcion derivable diias veces en x.

e se f(xg) > 0 entdn f é convexa en g, e
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o se f""(xg) < 0entdn f € concava en xg, e

e se f"(x0) = 0 non podemos concluir nada.
Teorema 5.4 (Teorema de curvatura II) Sexa f : (a,b) — R unha funcion derivable diias veces no intervalo
(a,b).

e se [ > 0en (a,b) entén f é convexa en (a,b), e

e se f" < 0en(a,b)enton f é concava en (a,b), e

e se f/ =0en (a,b) entdén a grdfica de f é un segmento.

Criterio II para maximo/minimo relativo
Sexa f unha funcién derivable dias veces en xg.

e se f'(xg) =0e f”’(x9) > Oentén f ten un minimo relativo en z, e
e se f/(xg) =0e f”’(x9) < Oentén f ten un méaximo relativo en xg, €

e se f'(xo) = f”(x0) = 0 non podemos concluir nada.

Puntos de inflexion

Dise que x( € un punto de inflexién de f se f cambia a sda curvatura en x. E dicir, cambia de céncava a
convexa ou de convexa a concava.

Criterio I: Se f"(xg) = 0e f"(x0) # 0 entén x( é un punto de inflexién.

Criterio II: Se existe r > 0 tal que f”(x) < Oen (xg —7,20) e f’(x) > 0en (xg,zo + r) (ou f’(x) > 0en
(xog —r,20) € f"(x) < 0en (zg,x0 + 7)) entén x( é un punto de inflexion.

Problemas de optimizacion

Para calcular os mdximos e minimos absolutos dunha funcién f nun intervalo pechado [a, b] (que existen polo
teorema de Weierstrass) procedemos da seguinte maneira:

e Determinamos o0s puntos ¢y, ¢, - - - € (a,b) nos que f non é derivable,
e Determinamos os puntos di, ds, - - - € (a,b) nos que ' =0,
e Calculamos f(a), f(b), f(c1), f(c2),..., f(d1), f(d2),... e 0 menor é o minimo e o maior € 0 Maximo

(que se poden alcanzar en mdis dun punto).

6 Regra de I’Hopital

L . L .0 o0
E moi dtil para resolver indeterminaciéns do tipo o e —.
00

Regra de L’Hépital Se li_>m f(z) = lim g(z) = Oou lim f(z) = ooe lim g(x) = +oo e existe
T—Xo

T—xT0 T—T0 T—T0
!
lim F'@) enfon existe lim M e
T T0 g’(m) T T0 g(x)

g 20) _ 1y, 1)

r_)Ileo g(x) gcigclo g’(x)

)

onde xg € R ou z¢g = 0.
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7 Teoremas de Rolle e do valor medio

Teorema 7.1 (Teorema de Rolle) Sexa f : [a,b] — R unha funcion continua en [a, b e derivable en (a, b) tal que
f(a) = f(b). Entdn existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Interpretacion xeométrica

Se a funcién f satisfai as hipdteses do teorema de Rolle entén existe, cando menos, un ¢ € (a, b) tal que a recta
tanxente en x = c € paralela ao eixe OX (ten pendente cero).

Teorema 7.2 (Teorema do valor medio do caculo diferencial) Sexa f : [a,b] — R unha funcion continua en

(b) = f(a)
b—a

[a, b] e derivable en (a,b). Entdn existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = /

Interpretacion xeométrica

Se a funcién f satisfai as hipéteses do teorema do valor medio do cdlculo diferencial entdn existe, cando menos,
un ¢ € (a, b) tal que a recta tanxente en x = c é paralela 4 recta secante por (a, f(a)) e (b, f(b)).
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8 Integral indefinida
Definicién de primitiva Dise que F(z) Al unha primitiva de f(z) se F'(z) = f(x).
Nota Se F'(x) é unha primitiva de f(x) entén F'(x) + C tamén é unha primitiva de f(z).

Definicién de integral indefinida Chdmase integral indefinida dunha funcién f(z) e denétase por [ f(z)dz ao
conxunto de todas as primitivas de f(x). Se F'(x) é unha primitiva de f(x) entén

/ F@)dz = F(z) + C.
Propiedades da integral indefinida
o [t £ g@ndo = [ sz [ g
. /cf(x)dx:c/f(x)dx.

8.1 Algunhas técnicas de integracion

Integracion por partes
Lembrades que Un Dia Vin Unha Vaca Vestida De Uniforme?

/udv:uv—/vdu

Exemplo

/xcosxdw = xsinx—/sinmdmzxsinx—i—cosx—i—c.

{ux du = dx }

dv=cosxdr wv=sinz

P(z)
Q(x)

Caso 1: o denominador ten grao 1, é dicir, Q(x) = ax + b

Integracion de funcions racionais

e Se o grao do numerador é cero (P(z) é unha constante) entén temos

P P
/ dz = —In|az + b + C.
ar +b a

e Se o grao do numerador é maior ou igual que un entén facemos a divisién e escribimos

P(z) R
ax+b_C(I)+ax+b

onde o resto R € unha constante. Enton temos

/ Plw) dx:/C(cL‘)dx—i—/idm,
axr+b ar +b

onde [ C(z)dx é a integral dun polinomio e a outra faise como no caso anterior.

Caso 2: 0 denominador sé ten raices simples
Procédese realizando os seguintes pasos:
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e Se o grao do numerador é maior ou igual que o do denominador facemos a division e escribimos

Q) ~
onde o resto R(z) ten grao menor que Q(x). Entén temos

/gggdx:/C(x)dx—F/gEgd

e Factorizamos o denominador e obtemos Q(z) = (x — a1)(x — az2) - - - (x — ag).

R ,
e Descompoiiemos ng; en fraccions simples. E dicir, escribimos
x
Rx) A Ay,
Qz) z—a T —ag
e Obtemos Ay, -- , A e temos

g« e G- e ]2

onde a primeira € a integral dun polinomio e as restantes son logaritmos.

A
! d:zc+--~—|—/ i dx,
ay

Tr — ag

Caso 3: 0 denominador sé ten unha raiz multiple
Procédese realizando os seguintes pasos:

e Se o grao do numerador é maior ou igual que o do denominador facemos a division e escribimos

Q) ~
onde o resto R(z) ten grao menor que Q(x). Entén temos

[ agaye= fewse [ giie

e Factorizamos o denominador e obtemos Q(z) = (z — a)*.

R ,
e Descompoiiemos ngi en fraccidns simples. E dicir, escribimos
x
R(x A A
(@) _ A A
Qz) x—a (x —a)k
e Obtemos Ay, --, A e temos

gg;dxz/C(x)dx—i—/gE /C’ dx-l—/

onde a primeira € a integral dun polinomio, a segunda un logaritmos e as demais integrais de potencias.

Ay
d ——d
T + - +/($—a)k T,

Caso 4: o denominador sé ten raices reais simples e/ou multiples
Procédese como nos casos anteriores, posiblemente mesturando os dous tipos de fraccidns.
Caso 5: o denominador é da forma 2% + 1

e Se o grao do numerador é maior ou igual que o do denominador facemos a divisién e escribimos

Ff_(f; =C(z)+

onde o resto R(z) ten grao menor que 2. Entén temos

m?L“ /c d+/ ff)zd

R(z)
2 + a?
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Rz)

. . R .
e Se R ten grao cero (é unha constante) entén / 5 sdr = / —5 5 dx dd unha arcotanxente.
e +a r°+a

e Se R ten grao un, R(z) = mz + n entén

R(x) mx n
/x2+a2d:r= x2+a2dm+/—x2+a2dm’

dando a primeira integral un logaritmo e a segunda unha arcotanxente.

Integracion por cambio de variable
Usando a regra da cadea temos que

(fog)(z) = f(g(x))g (2).
E dicir,

[ Fatang@is = [(700/(@) = (fog)@) +C.
Ou sexa, se temos unha integral da forma
[ @)y 2)ds
escribindo t = g(x), dt = ¢'(x)dx, temos que
[ #ang @z = [ s
Exemplo
1
J

Facendo o cambio t = /= ou x = t? obtemos dx = 2tdt. Polo tanto,

1 2dt  2dt
dr= | —— = —— =2In|t+1|+C =2In|z? + 1|+ C.
/x+\/ix /t2+t i nle” 411+

9 Integral definida

Definicion de integral definida
Sexa f : [a,b] — R unha funcién continua e positiva. Chdmase integral definida da funcién f no intervalo

[a, b] (e dendtase por f; f(x) 4 drea A da rexién do plano limitada pola gréfica de f, o eixe de abscisas e as rectas
r=aex=>b

Interpretacion xeométrica

a b

Se f é unha funcién continua e negativa nun intervalo [a, b] ent6n f; f(z)de=—A:
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y¥
Se f é unha funcién continua nun intervalo [a, b] e cambia de signo entén fab flz)dr =A; — Ay + Az :

Ya

f()

8

10 Teoremas

Teorema 10.1 (Regra de Barrow) Sexa f : [a, b] — R unha funcion continua en [a, b] e sexa F(x) unha primitiva
de f(x). Entén

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

Teorema 10.2 (Teorema fundamental do calculo integral) Sexa f : [a,b] — R unha funcién continua en [a, b]
e sexa F(x) = [ f(t)dt. Enton F é derivable en (a,b) e F'(x) = f(x) para todo x € (a,b).

Teorema 10.3 (Teorema do valor medio do calculo integral) Sexa f : [a,b] — R unha funcién continua en
[a, b]. Enton existe ¢ € [a,b] tal que

b
/ f(@)dz = f(e)(b—a).

Interpretacion xeométrica
Ya Ya

f(z)

a c b z a c b x

Se f satisfai as hipéteses do teorema entdn existe ¢ € [a, b] tal que a drea do trapecio mixtilineo considerado
(a encerrada pola funcidn, o eixe de abscisas e as rectas ¢ = a e x = b) € igual 4 area do rectangulo de base b — a
e altura f(c).




