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Definición de función
Unha función real de variable real é unha correspondencia que a cada valor x (variable independente) dun

subconxunto D de R (chamado dominio) lle fai corresponder un único valor y ∈ R (variable dependente).

Úsase a notación

f : D → R
x → f(x)

1 Límites
Límite finito dunha función nun punto

lim
x→x0

f(x) = L ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que se se cumpre 0 < |x− x0| < δ entón |f(x)− L| < ε.

f(x)

x0

L

L+ ε

L− ε

x0 − δ x0 + δ

x

y

Límite finito dunha función en +∞
lim
x→∞

f(x) = L ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃M > 0 : x > M =⇒ |f(x)− L| < ε.

Para todo ε > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre x > M entón |f(x)− L| < ε.

L

L+ ε

L− ε

M
x

y

Operacións con límites

Se lim
x→x0

f(x) = L1 e lim
x→x0

g(x) = L2 (L1, L2 ∈ R, x0 ∈ R ou ±∞) entón:

• lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = L1 + L2,

• lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = L1 − L2,

• lim
x→x0

(cf(x)) = cL1, para todo c ∈ R,



Manuel Fernández López Matemáticas II IES María Sarmiento

• lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = L1L2,

• lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
L1

L2
, se L2 6= 0.

• lim
x→x0

(f(x))g(x) = LL2
1 , se f(x) > 0. Ollo, 00 INDETERMINADO.

Límite infinito dunha función en x0
lim
x→x0

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃M > 0 : 0 < |x− x0| < ε =⇒ f(x) > M.

Para todo ε > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre 0 < |x− x0| < ε entón f(x) > M.

Límite infinito dunha función en +∞
lim
x→∞

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀M > 0 ∃N > 0 : x > N =⇒ f(x) > M.

Para todo M > 0 existe N > 0 tal que se se cumpre x > N entón f(x) > M.

Adaptar as definicións para limx→x0
f(x) = −∞, limx→∞ f(x) = −∞ e limx→−∞ f(x) = −∞.

1.1 Indeterminacións
Operacións con límites e indeterminacións

SUMA E RESTA

(+∞) + (+∞) = +∞

(−∞) + (−∞) = −∞

(∞)− (−∞) =∞

(−∞)− (+∞) = −∞

(∞) + (−∞) = (∞)− (∞) INDETERMINADO

PRODUTO

(+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞

(+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞

c · (∞) = (∞) se c > 0

c · (∞) = −∞ se c < 0

0 · (∞), 0 · (−∞) INDETERMINADO

COCIENTE

0

k
= 0 se k 6= 0

k

0
INDETERMINADO (posible ±∞)

0

0
INDETERMINADO
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k

±∞
= 0

∞
∞

INDETERMINADO

POTENCIA

(+∞)k = +∞ se k > 0

(+∞)k = 0 se k < 0

(∞)0 · INDETERMINADO

k+∞ = +∞, k−∞ = 0 se k > 1

k+∞ = 0, k−∞ = +∞ se 0 < k < 1

00, 1∞ INDETERMINADO

1.2 Límites laterais
Límite lateral finito dunha función nun punto

lim
x→x+

0

f(x) = L ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : x0 < x < x0 + δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que se se cumpre x0 < x < x0 + δ entón |f(x)− L| < ε.

f(x)

x0

L

L+ ε

L− ε

x0 + δ

x

y

Límite lateral infinito dunha función nun punto
limx→x+

0
f(x) =∞ ⇐⇒ ∀M > 0 ∃δ > 0 : x0 < x < x0 + δ =⇒ f(x) > M.

Para todo M > 0 existe δ > 0 tal que se se cumpre x0 < x < x0 + δ entón f(x) > M.

f(x)
x0

L

x0

M

x0 + δ

x

y



Manuel Fernández López Matemáticas II IES María Sarmiento

Relación entre límites e límites laterais
lim
x→x0

f(x) existe se e só se existen lim
x→x−0

f(x) e lim
x→x+

0

f(x) e son iguais.

lim
x→x0

f(x) = L ⇐⇒ lim
x→x−0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = L.

Se lim
x→x−0

f(x) 6= lim
x→x+

0

f(x) entón lim
x→x0

f(x) non existe.

1.3 Algúns límites frecuentes
Límites de funcións polinómicas

Nun punto

lim
x→x0

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = anx
n
0 + an−1x

n−1
0 + · · ·+ a1x0 + a0.

En +∞

lim
x→+∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = lim
x→+∞

anx
n.

En −∞

lim
x→−∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = lim
x→−∞

anx
n.

Límites de funcións racionais: limx→x0

P (x)
Q(x) =

∞
∞

Utilizamos a igualdade

lim
x→±∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0

= lim
x→±∞

anx
n

bmxm
.

ou dividimos pola maior potencia do denominador.

• Se n > m o límite é ±∞,

• Se n = m o límite é
an
bn
,

• Se n < m o límite é cero.

Límites de funcións racionais: limx→x0

P (x)
Q(x) =

0
0

Factorizamos P (x) = (x− x0)kP1(x) e Q(x) = (x− x0)lQ1(x) usando Ruffini e simplificamos a expresión.

lim
x→1

x3 − 1

x2 − 1
=︸︷︷︸

IND 0
0

lim
x→1

(x− 1)(x2 + x+ 1)

(x− 1)(x+ 1)
=︸︷︷︸

IND 0
0

= lim
x→1

x2 + x+ 1

x+ 1
=

3

2
.

lim
x→1

x3 − 2x2 + x

x2 − 1
=︸︷︷︸

IND 0
0

lim
x→1

(x− 1)2x

(x− 1)(x+ 1)
=︸︷︷︸

IND 0
0

= lim
x→1

x(x− 1)

x+ 1
= 0.

lim
x→1

x2 − x
x2 − 2x+ 1

=︸︷︷︸
IND 0

0

lim
x→1

(x− 1)x

(x− 1)2
=︸︷︷︸

IND 0
0

= lim
x→1

x

x− 1
.
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Límites de cocientes con funcións irracionais: 0
0

Resolvémolos multiplicando numerador e denominador pola expresión conxugada da función que leve raíz.

lim
x→1

x2 − x√
x− 1− 1

=︸︷︷︸
IND 0

0

lim
x→1

(x2 − x)(
√
x+ 1)

(
√
x− 1)(

√
x+ 1)

= lim
x→1

x(x− 1)(
√
x+ 1)

x− 1
= lim

x→1
x(
√
x+ 1)

= 2.

Indeterminacións K
0

Resólvense estudando os límites laterais.

lim
x→0

x2 + 1

x
=︸︷︷︸

IND K
0

lim
x→0−

x2 + 1

x
=

1

−0
= −∞

lim
x→0+

x2 + 1

x
=

1

+0
= +∞

Polo tanto, lim
x→0

x2 + 1

x
non existe.

Indeterminacións 0 · ∞

Transformámolas en indeterminacións do tipo 0
0 ou ∞∞ .

lim
x→4

(
√
x− 2)

1

x− 4
= lim
x→4

(
√
x− 2)(

√
x+ 2)

(x− 4)(
√
x+ 2)

= lim
x→4

x− 4

(x− 4)(
√
x+ 2)

= lim
x→4

1√
x+ 2

=
1

4
.

Indeterminacións∞−∞

Transformámolas en indeterminacións do tipo 0
0 ou ∞∞ .

lim
x→∞

(
√
x2 + 1− x) = lim

x→∞

(
√
x2 + 1− x)(

√
x2 + 1 + x)√

x2 + 1 + x

lim
x→∞

(
√
x2 + 1− x) = lim

x→∞

1√
x2 + 1 + x

= 0

Indeterminacións 1∞

Se limx→x0
f(x) = 1 e limx→x0

g(x) = ±∞ entón

lim
x→x0

[f(x)]g(x) = elimx→x0
(f(x)−1)g(x)

lim
x→0

(1 + x)2/x =︸︷︷︸
IND 1∞

eλ

λ = lim
x→0

(1 + x− 1) · 2
x
= lim
x→0

2x

x
= 2
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lim
x→0

(1 + x)1/x = e2.

Infinitésimos equivalentes

f(x) é un infinitésimo en x0 se lim
x→x0

f(x) = 0

Dous infinitésimos en x0 f(x) e g(x) son equivalentes (f(x) ∼ g(x)) se lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1

Se u(x) é un infinitésimo en x = 0 tense que sinu(x) ∼ u(x), tanu(x) ∼ u(x), 1−cosu(x) ∼ u(x)2

2 , ln(1+
u(x)) ∼ u(x)

No cálculo de límites podemos substituir un infinitésimo por un equivalente se aparece multiplicando ou di-
vidindo (non sumando ou restando).

lim
x→0

sin 5x

3x
= lim
x→0

5x

3x
=

5

3
.

Comparación de infinitos

lim
x→∞

xa

xb
=∞, 1 ou 0 segundo a > b, a = b ou a < b.

lim
x→∞

ax

bx
=∞, 1 ou 0 segundo a > b, a = b ou a < b.

lim
x→∞

loga x

xb
= lim
x→∞

xb

cx
= 0 (se c > 1.)

lim
x→∞

lnx√
x

= lim
x→∞

x1000

2x
= 0.

2 Continuidade
Continuidade nun punto

Unha función f(x) é continua nun punto x0 do seu dominio se

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Isto significa tres cousas

• Existe f(x0),

• Existe lim
x→x0

f(x),

• Ambos valores coinciden, é dicir, lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Función continua pola esquerda nun punto
Unha función f(x) é continua pola esquerda nun punto x0 do seu dominio se

lim
x→x−0

f(x) = f(x0).

Función continua pola dereita nun punto
Unha función f(x) é continua pola dereita nun punto x0 do seu dominio se

lim
x→x+

0

f(x) = f(x0).

2.1 Descontinuidades
Descontinuidade evitable nun punto

Non existe f(x0) ou ∃f(x0),∃ lim
x→x0

f(x) ∈ R e lim
x→x0

f(x) 6= f(x0).
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x0
xa

f(x)− f(a)

straight line gradient =
f(x)−f(a)

x−a

x

y

x0
x

y

f ten unha descontinuidade evitable en x0.

Descontinuidade de salto finito
Existen e son finitos os límites laterais pero son distintos:

∃ lim
x→x±0

f(x) ∈ R, lim
x→x−0

f(x) 6= lim
x→x+

0

f(x).

x0 x

y

f ten unha descontinuidade de salto finito en x0.

Descontinuidade de salto infinito
Existen os límites laterais e, cando menos, un deles é ±∞ :

lim
x→x−0

f(x) = ±∞ e/ou lim
x→x+

0

f(x) = ±∞.

x0 x

y

f ten unha descontinuidade de salto infinito en x0.

Propiedades das funcións continuas Se f e g son funcións continuas en x0 entón:

• f + g é continua en x0,

• f − g é continua en x0,

• cf é continua en x0, para todo c ∈ R,
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• fg é continua en x0,

• f

g
é continua en x0, se g(x0) 6= 0.

Se f é continua en x0 e g é continua en f(x0) entón a función g ◦ f é continua en x0.

Continuidade das funcións elementais

• A función polinómica P (x) = anx
n + · · ·+ a0 é continua en R;

• A función racional P (x)
Q(x) é continua no seu dominio;

• A función irracional n
√
P (x) é continua en R se n é impar e en {x ∈ R : P (x) ≥ 0} se n é par;

• A función exponencial ax (1 6= a > 0) é continua en R;

• A función logarítmica loga x (1 6= a > 0) é continua en (0,∞);

• As funcións sinx e cosx son continuas en R;

• A funcións tanx é continua agás se x = kπ
2 , k ∈ Z;

• arcsinx, arccosx e arctanx son continuas no seu dominio;

• A composición e as operacións aritméticas realizadas coas anteriores son continuas no seu dominio.

3 Teoremas de Bolzano, dos valores intermedios e de Weirstrass
Teorema 3.1 (Teorema de Bolzano) Sexa f : [a, b]→ R unha función continua en [a, b]. Se f(a) · f(b) < 0 (ou
signo(f(a)) 6= signo(f(b))) entón existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.

Interpretación xeométrica

x

y

•a

bc

Se a gráfica da función f satisfai as hipóteses do teorema de Bolzano entón existe, cando menos, un c ∈ (a, b)
no que a gráfica corta ao eixe de abscisas.

Teorema 3.2 (Teorema dos valores intermedios) Sexa f : [a, b]→ R unha función continua en [a, b]. Se f(a) 6=
f(b) e k é calquera número intermedio entre f(a) e f(b) entón existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = k.

Interpretación xeométrica

x

y

•
a bc

k
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Se f é continua e f(a) < k < f(b) entón existe, cando menos, un c ∈ (a, b) tal que f(c) = k.

Teorema 3.3 (Teorema de Weierstrass) Sexa f : [a, b] → R unha función continua en [a, b]. Entón existen
c, d ∈ [a, b] tal que f(c) ≤ f(x) ≤ f(d) para todo x ∈ [a, b].

Interpretación xeométrica

x

y

a bd c

m

M

A función continua f no intervalo pechado [a, b] alcanza o seu mínimo absoluto m en c e o seu máximo
absoluto M en d.

4 Derivada dunha función nun punto
Definición de derivada nun punto

Chámase derivada dunha función f nun punto x0, e denótase por f ′(x0), ao límite, se existe e é finito,

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

.

Como o denominador do límite tende a cero, para que o límite exista e sexa finito, o numerador debe tender a
cero.

É dicir, f ′(x0) existe e é finito =⇒ lim
x→x0

f(x) = f(x0).

f derivable en x0 =⇒ f continua en x0.

O contrario non é certo: f(x) = |x| é continua pero non é derivable en x = 0. COMPROBALO!

Derivada de
√
x a partir da definición

lim
h→0

√
x+ h−

√
x

h
IND

0

0

lim
h→0

(
√
x+ h−

√
x)(
√
x+ h+

√
x)

h(
√
x+ h−

√
x)

= lim
h→0

h

h(
√
x+ h−

√
x)

lim
h→0

(
√
x+ h−

√
x)(
√
x+ h+

√
x)

h(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

1√
x+ h+

√
x
=

1

2
√
x

É dicir,

f(x) =
√
x =⇒ f ′(x) =

1

2
√
x
.

Recta tanxente e normal

Se f é derivable en x0 entón a recta tanxente en x0 é

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).
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Se f é derivable en x0 (con f ′(x0) 6= 0) entón a recta normal en x0 é

y − f(x0) = −
1

f ′(x0)
(x− x0).

Se f é derivable en x0 con f ′(x0) 6= 0 entón a recta normal en x0 é

x = x0.

Derivada pola esquerda nun punto
Chámase derivada pola esquerda dunha función f nun punto x0, e denótase por f ′(x−0 ), ao límite, se existe e

é finito,

lim
x→x−0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)
h

.

Derivada pola dereita nun punto
Chámase derivada pola dereita dunha función f nun punto x0, e denótase por f ′(x+0 ), ao límite, se existe e é

finito,

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)
h

.

Se unha función f é derivable en todos os puntos dun intervalo I a función

x ∈ I → f ′(x)

chámase función derivada de f.

Se f ′ é derivable, a súa derivada denótase por f ′′ e chámase derivada segunda de f.

Se f ′′ é derivable, a súa derivada denótase por f ′′′ e chámase derivada terceira de f.

Se f é derivable n veces, a derivada n-ésima denótase por f (n).

f ′(x) =
df

dx
, f ′′(x) =

d2f

dx2︸ ︷︷ ︸
Leibniz

, . . . , y′ = ẏ, y′′ = ÿ︸ ︷︷ ︸
Newton

, . . .

Propiedades das derivadas
Se f e g son derivables en x0 entón:

• (f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g′(x0),

• (cf)′(x0) = cf ′(x0), para todo c ∈ R,

• (f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0),

•
(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)
g(x0)2

, se g(x0) 6= 0.

Se f é derivable en x0 e g é derivable en g(x0) entón

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0).

A derivada da función inversa f−1 de f é

(f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))
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4.1 Derivabilidade de funcións a trozos
Derivabilidade dunha función a trozos I

Sexa f unha función continua en x0.

• Se existen f ′(x−0 ) = lim
x→x−0

f(x)− f(x0)
x− x0

, f ′(x+0 ) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)
x− x0

, son iguais e finitos, entón f é

derivable en x0 e f ′(x0) é ese valor común.

• Se non existe f ′(x−0 ) = lim
x→x−0

f(x)− f(x0)
x− x0

ou f ′(x+0 ) = limx→x+
0

f(x)−f(x0)
x−x0

, ou existen e non son iguais

ou son ±∞ entón f non é derivable en x0.

Derivabilidade dunha función a trozos II
Sexa f unha función continua en x0.

• Se lim
x→x−0

f ′(x) = lim
x→x+

0

f ′(x) = L entón f é derivable en x0 e f ′(x0) = L.

• Se lim
x→x−0

f ′(x) 6= lim
x→x+

0

f ′(x) entón f non é derivable en x0.

5 Teoremas de monotonía e curvatura
Definición Unha función f dise:

• crecente en x0 se existe r > 0 tal que

– se x0 − r < x < x0 entón f(x) ≤ f(x0), e

– se x0 < x < x0 + r entón f(x0) ≤ f(x).

• decrecente en x0 se existe r > 0 tal que

– se x0 − r < x < x0 entón f(x) ≥ f(x0), e

– se x0 < x < x0 + r entón f(x0) ≥ f(x).

Definición Unha función f dise:

• estritamente crecente en x0 se existe r > 0 tal que

– se x0 − r < x < x0 entón f(x) < f(x0), e

– se x0 < x < x0 + r entón f(x0) < f(x).

• estritamente decrecente en x0 se existe r > 0 tal que

– se x0 − r < x < x0 entón f(x) > f(x0), e

– se x0 < x < x0 + r entón f(x0) > f(x).

Teorema 5.1 (Teorema de monotonía I) Sexa f unha función derivable nun punto x0.

• se f ′(x0) > 0 entón f é estritamente crecente en x0 e
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• se f ′(x0) < 0 entón f é estritamente decrecente en x0, e

• se f ′(x0) = 0 non podemos concluir nada.

Por exemplo, f(x) = x3 é estritamente crecente en x = 0 e, sen embargo, f ′(0) = 0.

Teorema 5.2 (Teorema de monotonía II) Sexa f : (a, b)→ R unha función derivable no intervalo (a, b).

• se f ′ > 0 en (a, b) entón f é estritamente crecente en (a, b), e

• se f ′ < 0 en (a, b) entón f é estritamente decrecente en (a, b), e

• se f ′ = 0 en (a, b) entón f é constante en (a, b).

O contrario non é certo. f(x) = x3 é estritamente crecente e, sen embargo, f ′(0) = 0.

Máximos e mínimos relativos
Definición
Unha función f ten un máximo relativo en x0 se existe r > 0 tal que

x ∈ (x0 − r, x0 + r) =⇒ f(x) ≤ f(x0).

Unha función f ten un mínimo relativo en x0 se existe r > 0 tal que

x ∈ (x0 − r, x0 + r) =⇒ f(x) ≥ f(x0).

Condición necesaria de extremo relativo
Se f é derivable en x0 e ten en x0 un extremo relativo (un máximo ou mínimo relativo) entón f ′(x0) = 0.

Criterio I para máximo/mínimo relativo
Sexa f unha función derivable nun entorno (x0 − r, x0 + r) de x0 tal que f ′(x0) = 0.

• se f ′(x) > 0 en (x0 − r, x0) e f ′(x) < 0 en (x0, x0 + r) entón f ten un máximo relativo en x0, e

• se f ′(x) < 0 en (x0 − r, x0) e f ′(x) > 0 en (x0, x0 + r) entón f ten un mínimo relativo en x0.

Concavidade e convexidade
Definición
Unha función f dise:

• convexa en x0 se nun entorno de x0 a gráfica da función está situada por encima da recta tanxente en x0, e
tal que

• cóncava en x0 se nun entorno de x0 a gráfica da función está situada por debaixo da recta tanxente en x0.

f(x) = x2 é convexa e f(x) = −x2 é cóncava.

Teorema 5.3 (Teorema de curvatura I) Sexa f unha función derivable dúas veces en x0.

• se f ′′(x0) > 0 entón f é convexa en x0, e
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• se f ′′(x0) < 0 entón f é cóncava en x0, e

• se f ′′(x0) = 0 non podemos concluir nada.

Teorema 5.4 (Teorema de curvatura II) Sexa f : (a, b) → R unha función derivable dúas veces no intervalo
(a, b).

• se f ′′ > 0 en (a, b) entón f é convexa en (a, b), e

• se f ′′ < 0 en (a, b) entón f é cóncava en (a, b), e

• se f ′′ = 0 en (a, b) entón a gráfica de f é un segmento.

Criterio II para máximo/mínimo relativo
Sexa f unha función derivable dúas veces en x0.

• se f ′(x0) = 0 e f ′′(x0) > 0 entón f ten un mínimo relativo en x0, e

• se f ′(x0) = 0 e f ′′(x0) < 0 entón f ten un máximo relativo en x0, e

• se f ′(x0) = f ′′(x0) = 0 non podemos concluir nada.

Puntos de inflexión
Dise que x0 é un punto de inflexión de f se f cambia a súa curvatura en x0. É dicir, cambia de cóncava a

convexa ou de convexa a cóncava.

Criterio I: Se f ′′(x0) = 0 e f ′′′(x0) 6= 0 entón x0 é un punto de inflexión.

Criterio II: Se existe r > 0 tal que f ′′(x) < 0 en (x0 − r, x0) e f ′′(x) > 0 en (x0, x0 + r) (ou f ′′(x) > 0 en
(x0 − r, x0) e f ′′(x) < 0 en (x0, x0 + r)) entón x0 é un punto de inflexión.

Problemas de optimización
Para calcular os máximos e mínimos absolutos dunha función f nun intervalo pechado [a, b] (que existen polo

teorema de Weierstrass) procedemos da seguinte maneira:

• Determinamos os puntos c1, c2, · · · ∈ (a, b) nos que f non é derivable,

• Determinamos os puntos d1, d2, · · · ∈ (a, b) nos que f ′ = 0,

• Calculamos f(a), f(b), f(c1), f(c2), . . . , f(d1), f(d2), . . . e o menor é o mínimo e o maior é o máximo
(que se poden alcanzar en máis dun punto).

6 Regra de L’Hôpital

É moi útil para resolver indeterminacións do tipo
0

0
e
∞
∞
.

Regra de L’Hôpital Se lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0 ou lim
x→x0

f(x) = ±∞ e lim
x→x0

g(x) = ±∞ e existe

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
ent́on existe lim

x→x0

f(x)

g(x)
e

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
,

onde x0 ∈ R ou x0 = ±∞.
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7 Teoremas de Rolle e do valor medio
Teorema 7.1 (Teorema de Rolle) Sexa f : [a, b]→ R unha función continua en [a, b] e derivable en (a, b) tal que
f(a) = f(b). Entón existe c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0.

Interpretación xeométrica

x

y

•

y = f(c)

a bc

Se a función f satisfai as hipóteses do teorema de Rolle entón existe, cando menos, un c ∈ (a, b) tal que a recta
tanxente en x = c é paralela ao eixe OX (ten pendente cero).

Teorema 7.2 (Teorema do valor medio do cáculo diferencial) Sexa f : [a, b] → R unha función continua en

[a, b] e derivable en (a, b). Entón existe c ∈ (a, b) tal que f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Interpretación xeométrica

x

y

•
a bc

Se a función f satisfai as hipóteses do teorema do valor medio do cálculo diferencial entón existe, cando menos,
un c ∈ (a, b) tal que a recta tanxente en x = c é paralela á recta secante por (a, f(a)) e (b, f(b)).
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8 Integral indefinida
Definición de primitiva Dise que F (x) Ãl’ unha primitiva de f(x) se F ′(x) = f(x).

Nota Se F (x) é unha primitiva de f(x) entón F (x) + C tamén é unha primitiva de f(x).

Definición de integral indefinida Chámase integral indefinida dunha función f(x) e denótase por
∫
f(x)dx ao

conxunto de todas as primitivas de f(x). Se F (x) é unha primitiva de f(x) entón∫
f(x)dx = F (x) + C.

Propiedades da integral indefinida

•
∫
(f(x)± g(x))dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx,

•
∫
cf(x)dx = c

∫
f(x)dx.

8.1 Algunhas técnicas de integración
Integración por partes

Lembrades que Un Día Vin Unha Vaca Vestida De Uniforme?∫
udv = uv −

∫
vdu

Exemplo ∫
x cosxdx =︸︷︷︸ u = x du = dx

dv = cosxdx v = sinx


x sinx−

∫
sinxdx = x sinx+ cosx+ C.

Integración de funcións racionais
P (x)

Q(x)

Caso 1: o denominador ten grao 1, é dicir, Q(x) = ax+ b

• Se o grao do numerador é cero (P (x) é unha constante) entón temos∫
P

ax+ b
dx =

P

a
ln |ax+ b|+ C.

• Se o grao do numerador é maior ou igual que un entón facemos a división e escribimos

P (x)

ax+ b
= C(x) +

R

ax+ b

onde o resto R é unha constante. Entón temos∫
P (x)

ax+ b
dx =

∫
C(x)dx+

∫
R

ax+ b
dx,

onde
∫
C(x)dx é a integral dun polinomio e a outra faise como no caso anterior.

Caso 2: o denominador só ten raíces simples
Procédese realizando os seguintes pasos:
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• Se o grao do numerador é maior ou igual que o do denominador facemos a división e escribimos

P (x)

Q(x)
= C(x) +

R(x)

Q(x)

onde o resto R(x) ten grao menor que Q(x). Entón temos∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
C(x)dx+

∫
R(x)

Q(x)
dx.

• Factorizamos o denominador e obtemos Q(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− ak).

• Descompoñemos
R(x)

Q(x)
en fraccións simples. É dicir, escribimos

R(x)

Q(x)
=

A1

x− a1
+ · · ·+ Ak

x− ak
.

• Obtemos A1, · · · , Ak e temos∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
C(x)dx+

∫
R(x)

Q(x)
dx =

∫
C(x)dx+

∫
A1

x− a1
dx+ · · ·+

∫
Ak

x− ak
dx,

onde a primeira é a integral dun polinomio e as restantes son logaritmos.

Caso 3: o denominador só ten unha raíz multiple
Procédese realizando os seguintes pasos:

• Se o grao do numerador é maior ou igual que o do denominador facemos a división e escribimos

P (x)

Q(x)
= C(x) +

R(x)

Q(x)

onde o resto R(x) ten grao menor que Q(x). Entón temos∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
C(x)dx+

∫
R(x)

Q(x)
dx.

• Factorizamos o denominador e obtemos Q(x) = (x− a)k.

• Descompoñemos
R(x)

Q(x)
en fraccións simples. É dicir, escribimos

R(x)

Q(x)
=

A1

x− a
+ · · ·+ Ak

(x− a)k
.

• Obtemos A1, · · · , Ak e temos∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
C(x)dx+

∫
R(x)

Q(x)
dx =

∫
C(x)dx+

∫
A1

x− a
dx+ · · ·+

∫
Ak

(x− a)k
dx,

onde a primeira é a integral dun polinomio, a segunda un logaritmos e as demais integrais de potencias.

Caso 4: o denominador só ten raíces reais simples e/ou multiples
Procédese como nos casos anteriores, posiblemente mesturando os dous tipos de fraccións.

Caso 5: o denominador é da forma x2 + 1

• Se o grao do numerador é maior ou igual que o do denominador facemos a división e escribimos

P (x)

x2 + a2
= C(x) +

R(x)

x2 + a2

onde o resto R(x) ten grao menor que 2. Entón temos∫
P (x)

x2 + a2
dx =

∫
C(x)dx+

∫
R(x)

x2 + a2
dx.
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• Se R ten grao cero (é unha constante) entón
∫

R(x)

x2 + a2
dx =

∫
R

x2 + a2
dx dá unha arcotanxente.

• Se R ten grao un, R(x) = mx+ n entón∫
R(x)

x2 + a2
dx =

∫
mx

x2 + a2
dx+

∫
n

x2 + a2
dx,

dando a primeira integral un logaritmo e a segunda unha arcotanxente.

Integración por cambio de variable
Usando a regra da cadea temos que

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x).

É dicir, ∫
f ′(g(x))g′(x)dx =

∫
(f ◦ g)′(x) = (f ◦ g)(x) + C.

Ou sexa, se temos unha integral da forma ∫
f(g(x))g′(x)dx

escribindo t = g(x), dt = g′(x)dx, temos que∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt.

Exemplo ∫
1

x+
√
x
dx

Facendo o cambio t =
√
x ou x = t2 obtemos dx = 2tdt. Polo tanto,∫

1

x+
√
x
dx =

∫
2tdt

t2 + t
=

2dt

t+ 1
= 2 ln |t+ 1|+ C = 2 ln |x2 + 1|+ C.

9 Integral definida
Definición de integral definida

Sexa f : [a, b] → R unha función continua e positiva. Chámase integral definida da función f no intervalo
[a, b] (e denótase por

∫ b
a
f(x) á área A da rexión do plano limitada pola gráfica de f, o eixe de abscisas e as rectas

x = a e x = b.

Interpretación xeométrica

x

y

f(x)

a b

A =
∫ b
a
f(x)dx

Se f é unha función continua e negativa nun intervalo [a, b] entón
∫ b
a
f(x)dx = −A :



Manuel Fernández López Matemáticas II IES María Sarmiento

x

y

f(x)

a b

A = −
∫ b
a
f(x)dx

Se f é unha función continua nun intervalo [a, b] e cambia de signo entón
∫ b
a
f(x)dx = A1 −A2 +A3 :

x

y

f(x)

A1

A2

A3

10 Teoremas
Teorema 10.1 (Regra de Barrow) Sexa f : [a, b]→ R unha función continua en [a, b] e sexaF (x) unha primitiva
de f(x). Entón ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Teorema 10.2 (Teorema fundamental do cálculo integral) Sexa f : [a, b] → R unha función continua en [a, b]
e sexa F (x) =

∫ x
a
f(t)dt. Entón F é derivable en (a, b) e F ′(x) = f(x) para todo x ∈ (a, b).

Teorema 10.3 (Teorema do valor medio do cálculo integral) Sexa f : [a, b] → R unha función continua en
[a, b]. Entón existe c ∈ [a, b] tal que ∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a).

Interpretación xeométrica

x

y

f(x)

a bc

f(c)

x

y

f(x)

a bc

f(c)

Se f satisfai as hipóteses do teorema entón existe c ∈ [a, b] tal que a área do trapecio mixtilineo considerado
(a encerrada pola función, o eixe de abscisas e as rectas x = a e x = b) é igual á área do rectángulo de base b− a
e altura f(c).


