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@ Limites
@ Indeterminaciéns
@ Limites laterais
@ Alguns limites frecuentes

e Continuidade

e Teoremas de Bolzano, dos valores intermedios e de Weirstrass
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Concepto de funcion

Definicién de funcién

Unha funcién real de variable real € unha correspondencia que a cada
valor x (variable independente) dun subconxunto D de R (chamado
dominio) lle fai corresponder un Unico valor y € R (variable
dependente).
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Unha funcién real de variable real € unha correspondencia que a cada
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Usase a notacién
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Limite finito dunha funcién nun punto

le f(xX)=L <= Ve>036>0:0< |[x—X| <d = |f(x)—L|<e
0
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Limite finito dunha funcién nun punto

le f(xX)=L <= Ve>036>0:0< |[x—X| <d = |f(x)—L|<e
0

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre 0 < |x — Xp| < 9
entén |f(x) — L| <e.
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Limite finito dunha funcién nun punto

le f(xX)=L <= Ve>036>0:0< |[x—X| <d = |f(x)—L|<e
0

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre 0 < |x — Xp| < 9
entén |f(x) — L| <e.

y
f(x)
L+e
L ,//ZZ//
~L—¢ |
X0 X
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Limite finito dunha funcién nun punto

le f(xX)=L <= Ve>036>0:0< |[x—X| <d = |f(x)—L|<e
0

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre 0 < |x — Xp| < 9
entén |f(x) — L| <e.

y
f(x)
L+e
L /v‘/
~L—¢ |
X x
Xo—0Xg+9
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Limite finito dunha funcién en +oco

lim f(x) =L <= Ve>0IM>0:x >M = |f(x) - L| <e.

X—00
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Limite finito dunha funcién en +oco

lim f(x) =L <= Ve>0IM>0:x >M = |f(x) - L| <e.

X—00

Para todo ¢ > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre x > M entén
lf(x) — L| <e.
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Limite finito dunha funcién en +oco

lim f(x) =L <= Ve>0IM>0:x >M = |f(x) - L| <e.

X—00

Para todo ¢ > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre x > M entén
lf(x) — L| <e.

y
L+€ \
Ll I —
L—e¢
v 7 X
f(x)

ool

Manolo (Xunta) Matematicas Il Limites e continuidade 5/34



Operacidéns con limites

Se lim f(x) =Ly e lim g(x) = La (L1, L2 € R, Xxg € Rou =+ o0) entén:
X—Xo X—Xp
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Operacidéns con limites

Se lim f(x) =Ly e lim g(x) = La (L1, L2 € R, Xxg € Rou =+ o0) entén:
X—Xo X—Xp

@ lim (f(x)+ g(x)) = Ly + Lo,

X—Xp

ool
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Operacidéns con limites
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X—Xp

o lim (f(x) - g(x)) = Ly — La.
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Operacidéns con limites

Se lim f(x) =Ly e lim g(x) = La (L1, L2 € R, Xxg € Rou =+ o0) entén:
X—Xo X—Xp

@ lim (f(x)+ g(x)) = Ly + Lo,

X—Xp

o lim (f(x) - g(x)) = Ly — La.

X—Xg

° leo(cf(x)) = cLy, paratodo c € R,
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Operacidéns con limites

Se lim f(x) =Ly e lim g(x) = La (L1, L2 € R, Xxg € Rou =+ o0) entén:
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X—Xp

o lim (f(x) - g(x)) = Ly — La.

X—Xg

° leo(cf(x)) = cLy, paratodo c € R,

@ lim (f(x)-g(x)) = LiLy,

X—Xo
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Operacidéns con limites

Se lim f(x) =Ly e lim g(x) = La (L1, L2 € R, Xxg € Rou =+ o0) entén:
X—Xo X—Xp

@ lim (f(x)+ g(x)) = Ly + Lo,

X—Xp

o lim (f(x) - g(x)) = Ly — La.

X—Xg

° leo(cf(x)) = cLy, paratodo c € R,

@ lim (f(x)-g(x)) = LiLy,

X—Xo

00 _ L

Xl—r>r)](o g(X) Ly’ sel2#0.
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Operacidéns con limites

Se lim f(x) =Ly e lim g(x) = La (L1, L2 € R, Xxg € Rou =+ o0) entén:
X—Xo X—Xp

@ lim (f(x)+ g(x)) = Ly + Lo,

X—Xp

o lim (f(x) - g(x)) = Ly — La.

X—Xg

° leo(cf(x)) = cLy, paratodo c € R,

@ lim (f(x)-g(x)) = LiLy,

X—Xo

00 _ L

Xl—r>r)](o g(X) Ly’ sel2#0.

o lim (f(x))9®) = L2 se f(x) > 0. Ollo, 0° INDETERMINADO.

X—Xo
GLoe)
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Limite infinito dunha funcién en x,

le f(X) =400 <= Ve>03IM>0:0< |x —Xp| <e = f(x)> M.
0
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Limite infinito dunha funcién en x,

le f(X) =400 <= Ve>03IM>0:0< |x —Xp| <e = f(x)> M.
0

Para todo e > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre 0 < |[x — Xp| < €
enton f(x) > M.
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Limite infinito dunha funcién en x,

le f(X) =400 <= Ve>03IM>0:0< |x —Xp| <e = f(x)> M.
0

Para todo e > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre 0 < |[x — Xp| < €
enton f(x) > M.

Limite infinito dunha funcién en 4+oco
XIi_}m f(X) =400 <= VM>03IN>0:x >N = f(x) > M.
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Limite infinito dunha funcién en x,

le f(X) =400 <= Ve>03IM>0:0< |x —Xp| <e = f(x)> M.
0

Para todo e > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre 0 < |[x — Xp| < €
enton f(x) > M.
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Limite infinito dunha funcién en x,

le f(X) =400 <= Ve>03IM>0:0< |x —Xp| <e = f(x)> M.
0

Para todo e > 0 existe M > 0 tal que se se cumpre 0 < |[x — Xp| < €
enton f(x) > M.

Limite infinito dunha funcion en +oo

XIi_)m f(X) =400 <= VM>03IN>0:x >N = f(x) > M.

Para todo M > 0 existe N > 0 tal que se se cumpre x > N enton
f(x) > M.

Adaptar as definicions para limy_.x, f(x) = —oo, limy_, f(X) = —c0
elimy_,_ f(x) = —oc.
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@ Limites

@ Indeterminaciéns
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Operacidns con limites e indeterminacions

SUMA E RESTA

(+00) + (+00) = +o0
(—00) + (=00) = —o0
(00) = (=00) = o0
(—00) = (+00) = =0
(00) + (—00) = (00) — (00) INDETERMINADO
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Operacidns con limites e indeterminacions

PRODUTO

(50) - (+00) = (—00) - (—00) = +0¢
(+20) - (=00) = (—00) - (+00) = —o¢
¢ (00) = () se ¢>0
¢ (0)=-00 se c<O0
0-(0),0-(—oc) INDETERMINADO
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Operacidns con limites e indeterminacions

COCIENTE
% =0 se k#0
k :
0 INDETERMINADO (posible =+ o0)

g INDETERMINADO

k
LA
+oco
00
— INDETERMINADO
00
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Operacidns con limites e indeterminacions

POTENCIA

(400)f = +00 se k>0
(+00)f =0 se k<0
(50)° - INDETERMINADO
Kt® = 400, k¥ =0 se k>1
kT =0,kk™® =400 se 0<k<1

0%, 1 INDETERMINADO
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@ Limites

@ Limites laterais
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Limite lateral finito dunha funcién nun punto

|im+f(x)=L = Ve>030>0:x0<Xx< X+ = |f(X)—L|<e
X—)X0
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Limite lateral finito dunha funcién nun punto

|im+f(x)=L = Ve>030>0:x0<Xx< X+ = |f(X)—L|<e
X—)X0

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre xp < X < Xg + ¢
entén |f(x) — L| <e.
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Limite lateral finito dunha funcién nun punto

|im+f(x)=L = Ve>030>0:x0<Xx< X+ = |f(X)—L|<e
X—)X0

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre xp < X < Xg + ¢
entén |f(x) — L| <e.

f(x)

X0
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Limite lateral finito dunha funcién nun punto

|im+f(x)=L = Ve>030>0:x0<Xx< X+ = |f(X)—L|<e
X—)X0

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre xp < X < Xg + ¢
entén |f(x) — L| <e.

y
f(x)
L+e
L e
L—¢
X x
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Limite lateral finito dunha funcién nun punto

|im+f(x)=L = Ve>030>0:x0<Xx< X+ = |f(X)—L|<e
X—)X0

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se se cumpre xp < X < Xg + ¢
entén |f(x) — L| <e.

y
f(x)
L+e
L e
L—¢
Xo X
Xp + 6
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Limite lateral infinito dunha funcién nun punto

lim, ,+ f(x) =00 <= VM >030>0:x <x<X+d = f(x)>
M.
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Limite lateral infinito dunha funcién nun punto

lim, ,+ f(x) =00 <= VM >030>0:x <x<X+d = f(x)>
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r~

f(x)

Xo
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Limite lateral infinito dunha funcién nun punto

lim, ,+ f(x) =00 <= VM >030>0:x <x<X+d = f(x)>
M.

Para todo M > 0 existe 6 > 0 tal que se se cumpre xg < X < Xg + 0
enton f(x) > M.

f(x)

Xo
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Relacion entre limites e limites laterais

lim f(x) existe se e sO se existen lim f(x)e lim f(x) e son iguais.
X—Xo X=Xy x—xg

ool
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Relacion entre limites e limites laterais

lim f(x) existe se e sO se existen lim f(x)e lim f(x) e son iguais.
X—Xo X=Xy x—xg

lim f(x) =L < Im f(x)= lim f(x)=L.
X—Xo ( ) X=Xy ( ) x4+&f ( )

ool
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Relacion entre limites e limites laterais

lim f(x) existe se e sO se existen lim f(x)e I|m f(x) e son iguais.

X—=Xo X=Xy x—xg
lim f(x)=L < Ilim f(x)= lim f(x)= L.
X—Xo ( ) X=Xy ( ) x—xg ( )

Se lim f(x) # I|m f(x) enton I|m f(x) non existe.

X—}X0 X—)X0
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@ Limites

@ Alguns limites frecuentes
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Limites de funcidons polindémicas

Jim anX"+an 1 X"t faxtag = anx§+an 1 x0 ++aixo+ap.
0
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Limites de funcidons polindémicas

Jim anX"+an 1 X"t faxtag = anx§+an 1 x0 ++aixo+ap.
0

lim apx"+ ap_1x" "4+ +ax+a = lim apx"
X—+00 X—r+00
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Limites de funcidons polindémicas

Jim anX"+an 1 X"t faxtag = anx§+an 1 x0 ++aixo+ap.
0

lim apx"+ ap_1x" "4+ +ax+a = lim apx"
X—+00 X—r+00

lim apx" 4+ a,_1x" '+ +ax+a = lim apx".
X——00 X——00
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P(x)

Limites de funcions racionais: limy_,y, a0) =

Utilizamos a igualdade

anX"+ ap_1 X"+ 4 aix+ ap p anx”"
= liMy s oo .
bmx

lim
x—£00 by XM + b1 XM= + ... + bix + by

ou dividimos pola maior potencia do denominador.
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P(x)

Limites de funcions racionais: limy_,y, an) = .

Utilizamos a igualdade

anX"+ ap_1 X"+ 4 aix+ ap p anx”"
= liMy s too
bmx

lim
x—£00 by XM + b1 XM= + ... + bix + by

ou dividimos pola maior potencia do denominador.

@ Se n> mo limite é Lo,

an

b,’

@ Se n < mo limite é cero.

@ Se n= mo limite é
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P(x

Limites de funcions racionais: limy_,y, (X; =

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

ool
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P(x

Limites de funcions racionais: limy_,y, (X; =

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

ox3 =1
x—=1 X2 — 1~~~
IND §

ool
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P(x

Limites de funcions racionais: limy_,y, (X; =

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

xS 1  (x=1D(XP+x+1)

lim —— = Ilim =

=1 X2 =1~~~ x=1  (x=1)(x+1) ~~
IND § IND §

ool
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P(x

Limites de funcions racionais: limy_,y, (X; =

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

xS 1 (=D x+1) . x>+x+1 3

lim —— = lim - = ]

x—1 X2 — 1~~~ x—1 (X—1)(X+1) ~~ x—1 x +1 2
IND § IND §

ool
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P(x)

Limites de funcions racionais: limy_,y, )

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

xS 1 (=D x+1) . x>+x+1 3
lim ~5— = lim = =lm>1 " ="
x—1 X2 — 1~~~ x—1 (X—1)(X+1) ~~ x—1 x +1 2
IND § IND 2
X —2x2 4+ x
lim 5 =
x—1 xc —1 ~~
IND J
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P(x)

Limites de funcions racionais: limy_,y, )

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

xS 1 (=D x+1) . x>+x+1 3
lim —— = Ilim = =|lm-—=_.
x—1 X2 — 1~~~ x—1 (X—1)(X+1) ~~ x—1 x +1 2
IND § IND 2
_ox3—2x% 4+ x , (x — 1)%x
im—r-—— = Im-——F— =
=1 xX2—1 S~~~ x=1(x=1)(x+1)~~
IND J IND J
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P(x)

Limites de funcions racionais: limy_,y, )

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

xS 1 (=D x+1) . x>+x+1 3
lim —— = Ilim = =|lm-—=_.
x—1 X2 — 1~~~ x—1 (X—1)(X+1) ~~ x—1 x +1 2
IND § IND 2
xS —2x% 4 x . (x —1)%x _x(x—1)
im—e -+ = Im-—F-~>"—— = = — 2 =0.
=1 x2—1 ~~x=1(x—1)x+1)~~ x>1 x+1
IND J IND J
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P(x)

Limites de funcions racionais: limy_,y, )

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

xS 1 (=D x+1) . x>+x+1 3
lim —— = Ilim = =|lm—==
x—1 X2 — 1~~~ x—1 (X—1)(X+1) ~~ x—1 x +1 2
IND 3 IND 2
xS —2x% 4 x . (x —1)%x _x(x—1)
fim XX gy XX XX g
=1 x2—1 ~~x=1(x—1)x+1)~~ x>1 x+1
IND J IND J
. X2 — X
im —— =
x=1 X2 —2x +1~~
IND §
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P(x) _ 0
0

Limites de funcions racionais: limy_,y, ) =

(x — x0)¥P1(x) e Q(x) = (x — x0)' Qi (x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

Factorizamos P(x) =

x3 -1 (x —1)(x®+x+1) . x>+x+1 3
lim —— = Ilim = =|lm-—=_.
x—>1X2—1\/';x—>1 (X—1)(X+1) ~~ x—1 x +1 2

IND 0
3 2 2
. X° =2X X . x—1)x o X(x =1
lim X g XD =)
=1 x2—1 ~~x=1(x—1)x+1)~~ x>1 x+1
IND J IND J
lim x? — x o (x=1)x
x—1 X2 — 2x+1\/x—>1 (x —1)2 ~~
IND § IND 3
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Limites de funciéns racionais: limy._,y, % —

Factorizamos P(x) = (x — xo)*Py(x) e Q(x) = (x — Xo)'Qy(x) usando
Ruffini e simplificamos a expresion.

x5 -1  (x=1D(XP+x+1) x>+x+1 3

lim ——— = Ilim = =Ilm-—— =_.

x—1 X2 — 1 ~~ x—1 (x—1x+1) ~ x=1 x+1 2
IND 3 IND §

3_22 _12 1
“mx—x+x — Iimu - =1 M:O,
=1 x2—1 ~~x=1(x—1)x+1)~~ x>1 x+1

IND J IND J
: x% — x . (x—=1)x
lim ————+ = — = =lim :
=1 X2 —2X + 1~ x21 (X =12~~~  x51x-—1
IND § IND § @0t
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Limites de cocientes con funcidns irracionais: %

Resolvémolos multiplicando numerador e denominador pola expresién
conxugada da funcién que leve raiz.

ool
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Limites de cocientes con funcidns irracionais: %

Resolvémolos multiplicando numerador e denominador pola expresion
conxugada da funcién que leve raiz.

X2 — x

lim .
x=1 /X — 1 ~~
IND

olo
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Limites de cocientes con funcidns irracionais: %

Resolvémolos multiplicando numerador e denominador pola expresion
conxugada da funcion que leve raiz.

xR x(EET)
I =T o1 A (X=X 1)
IND%

ool
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Limites de cocientes con funcidns irracionais: %

Resolvémolos multiplicando numerador e denominador pola expresion
conxugada da funcién que leve raiz.

X2 - x (X T)

VT S R D)

x=1y/x—1-1

IND §
o x(x = 1) (vVx+1)
= lim
x—1 X —1
Matematicas Il Limites e continuidade 18/34
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Limites de cocientes con funcidns irracionais: %

Resolvémolos multiplicando numerador e denominador pola expresién
conxugada da funcion que leve raiz.

m =X (¢ —x)(VX+1)
T 1 — )I(I—>m1(f—1)(f+1)
K DR )
= Tfn;x(f+1)
= 2.
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Indeterminacions £

Resoélvense estudando os limites laterais.
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Resoélvense estudando os limites laterais.
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Indeterminacions £

Resoélvense estudando os limites laterais.

X241
lim =
x—0 X ~~
IND £
X241 1
lim = — = -0
x—0— X -0
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Indeterminacions £

Resoélvense estudando os limites laterais.

X%+ 1
lim =
x—=0 X ~~
IND £
X241 1
lim = = —00
x—0— X -0
2
X 1 1
lim + = = 400
Xx—0+ X +0
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Indeterminacions £

Resoélvense estudando os limites laterais.

X%+ 1
lim =
x—=0 X ~~
IND £
X241 1
lim = = —00
x—0— X -0
2
X 1 1
lim * = =400
x—0+ X +0
2
X 1 ,
Polo tanto, lim + non existe.
x—0
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Indeterminacions 0 - oo

Transformamolas en indeterminaciéns do tipo 8 ou .
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Indeterminacions 0 - oo

Transformamolas en indeterminaciéns do tipo g ou .

i T (WX =2)(VX+2)
fm (VX =2 = Jm, (x —4)(Vx+2)

ool
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Indeterminacions 0 - oo

Transformamolas en indeterminaciéns do tipo g ou .

i T (WX =2)(VX+2)
fm (VX =2 = Jm, (x —4)(Vx+2)

— lim x4 —im 1
_x—>4(X—4)(\/)7+2) Cx—od/Xx+2 4

ool
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Indeterminacions co — oo

Transformamolas en indeterminaciéns do tipo 8 ou 2.
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Indeterminacions co — oo

Transformamolas en indeterminaciéns do tipo % ou 2.

i (T4 X)
X0 VX2 +1+x

lim (VX2 +1—x)
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Indeterminacions co — oo

Transformamolas en indeterminaciéns do tipo % ou 2.

2 _ 2
im (VX2 11— x) = lim WX FT=0WxE+1+x)
X—00 X—00 1/x2+1_’_x

. 5 o
Xll_)moo(\/x +1—Xx) XI|_>moo TZJF +x
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Indeterminacions 1°°

Se limy_,x, f(X) =1 e limy_,x, g(x) = £oo entén

lim [f(x)]9%) = gliMmx—x(f(x)=1)9(x)
X—Xo

ool
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Indeterminacions 1°°

Se limy_,x, f(X) =1 e limy_,x, g(x) = £oo entén

lim [f(x)]9%) = gliMmx—x(f(x)=1)9(x)
X—Xo

lim(1+x)2/* = ¢
X—>O( ) ~~
IND 10

ool
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Indeterminacions 1°°

Se limy_,x, f(X) =1 e limy_,x, g(x) = £oo entén

lim [f(x)]9%) = gliMmx—x(f(x)=1)9(x)
X—Xo

lim (1 + x)2/* et
x—0
IND 1°
2
A=lim(1+x—1)-2=1im X =2
X— x—0 X

ool
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Indeterminacions 1°°

Se limy_,x, f(X) =1 e limy_,x, g(x) = £oo entén

lim [f(x)]9%) = gliMmx—x(f(x)=1)9(x)
X—Xo

lim (1 + x)2/* et
x—0
IND 1°
2
A=lim(1+x—1)-2=1im X =2
X— x—0 X

ool
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Infinitésimos equivalentes

f(x) é un infinitésimo en x se lim f(x) =0
X—Xg

ool

Manolo (Xunta) Matematicas Il Limites e continuidade 23 /34



Infinitésimos equivalentes

f(x) é un infinitésimo en x se lim f(x) =0
X—Xp

Dous infinitésimos en x; f(x) e g(x) son equivalentes (f(x) ~ g(x)) s
. f(x)

lim ——= =1

x—=xXo g(X)
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Infinitésimos equivalentes

f(x) é un infinitésimo en x se lim f(x) =0
X—Xo

Dous infinitésimos en xp f(x) e g(x) son equivalentes (f(x) ~ g(x)) s
. f(x)

lim —= =1

x—=xXo g(X)

Se u(x) é un infinitésimo en x = 0 tense que sin u(x) ~ u(x),

tan u(x) ~ u(x), 1 — cos u(x) ~ “2E In(1 + u(x)) ~ u(x)
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Infinitésimos equivalentes

f(x) é un infinitésimo en x se lim f(x) =0
X—Xo

Dous infinitésimos en xp f(x) e g(x) son equivalentes (f(x) ~ g(x)) s
. f(x)

lim —= =1

x—=xXo g(X)

Se u(x) é un infinitésimo en x = 0 tense que sin u(x) ~ u(x),

tan u(x) ~ u(x), 1 — cos u(x) ~ “2E In(1 + u(x)) ~ u(x)

No célculo de limites podemos substituir un infinitésimo por un
equivalente se aparece multiplicando ou dividindo (non sumando ou
restando).
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Infinitésimos equivalentes

f(x) é un infinitésimo en x se lim f(x) =0
X—Xo

Dous infinitésimos en xp f(x) e g(x) son equivalentes (f(x) ~ g(x)) s
. f(x)

lim —= =1

x—=xXo g(X)

Se u(x) é un infinitésimo en x = 0 tense que sin u(x) ~ u(x),

tan u(x) ~ u(x), 1 — cos u(x) ~ “2E In(1 + u(x)) ~ u(x)

No célculo de limites podemos substituir un infinitésimo por un
equivalente se aparece multiplicando ou dividindo (non sumando ou
restando).

jim S1OX _ jim X 3
x>0 33X  x—03x 3
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Comparacion de infinitos

a

X
lim — =00, 1 ou0segundo a>b,a=boua<b.
X—oo X

ool
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Comparacion de infinitos

a

X
lim — =00, 1 ou0segundo a>b,a=boua<b.
X—oo X

lim i:oo,1 ou0segundoa>b,a=boua<b.
Xx—o0 bX

ool
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Comparacion de infinitos

a

X
lim — =00, 1 ou0segundo a>b,a=boua<b.
X—oo X

lim i:oo,1 ou0segundoa>b,a=boua<b.

Xx—o0 bX
. log,x . xP
lim gg = lim — =0(sec> 1)
X—oo X x—oo CX
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Comparacion de infinitos

a

X

lim — =00, 1 ou0segundo a>b,a=boua<b.
X—o00 X

lim — =o00,10u0segundoa>b,a=boua<b.
X—o00 b

) b

lim gg = lim — =0(sec> 1)
X—00 X X—00

1000

. X

im — =i =0.
Xx—00 /X  Xx—oo 2%
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Continuidade nun punto

Definicién
Unha funcién f(x) € continua nun punto xp do seu dominio se

lim f(x) = f(xp).

X—Xp

ool
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Continuidade nun punto

Definicién
Unha funcién f(x) € continua nun punto xp do seu dominio se

lim f(x) = f(xp).

X—Xp

Isto significa tres cousas

ool
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Continuidade nun punto

Definicién
Unha funcién f(x) € continua nun punto xp do seu dominio se

lim f(x) = f(xp).

X—Xp

Isto significa tres cousas

@ Existe f(xp),

ool
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Continuidade nun punto

Definicién
Unha funcién f(x) € continua nun punto xp do seu dominio se

lim f(x) = f(xp).

X—Xp

Isto significa tres cousas

@ Existe f(xp),

@ Existe lim f(x),
X—Xp

ool
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Continuidade nun punto

Definicién
Unha funcién f(x) € continua nun punto xp do seu dominio se

lim f(x) = f(xp).

X—Xp

Isto significa tres cousas

@ Existe f(xp),

@ Existe lim f(x),
X—Xp

@ Ambos valores coinciden, é dicir, lim f(x) = f(xp).
X—Xo
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Continuidade lateral nun punto

Definicion

Unha funcién f(x) é continua pola esquerda nun punto xo do seu
dominio se
lim f(x) = f(xo)-

X—)X0

ool
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Continuidade lateral nun punto

Definicion

Unha funcién f(x) é continua pola esquerda nun punto xo do seu
dominio se
lim f(x) = f(xo)-

X—)X0

Definicién

Unha funcién f(x) é continua pola dereita nun punto x, do seu dominio
se
lim f(x) = f(xp).

+
X‘)X0

ool
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Descontinuidade evitable nun punto

Non existe f(xo) ou 3f(xo), 3)(I|_>rr)1(0 f(x)eRe Xll_r>r)1(0 f(x) # f(xp)-

ool
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Descontinuidade evitable nun punto

Non existe f(xo) ou 3f(xo), 3)(I|_>rr)1(0 f(x)eRe Xll_r>r)1(0 f(x) # f(xp)-

y y

/\

ool
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Descontinuidade evitable nun punto

Non existe f(xo) ou 3f(xo), 3)(I|_>rr)1(0 f(x)eRe Xll_r>r)1(0 f(x) # f(xp)-

y y

/\

| X0 X Xo X

f ten unha descontinuidade evitable en xj.

ool
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Descontinuidade de salto finito

Existen e son finitos os limites laterais pero son distintos:

3 lim f(x) e R, lim f(x)# lim f(x).

+ - +
X—)X0 X—)XO X*}X0

ool
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Descontinuidade de salto finito

Existen e son finitos os limites laterais pero son distintos:

3 lim f(x) e R, lim f(x)# lim f(x).

+ - +
X—)X0 X—)XO X*}X0

N

X0 X

ool
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Descontinuidade de salto finito

Existen e son finitos os limites laterais pero son distintos:

3 lim f(x) e R, lim f(x)# lim f(x).

+ - +
X—)X0 X—)XO X*}X0

N

f ten unha descontinuidade de salto finito en xg.

X0 X

ool
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Descontinuidade de salto infinito

Existen os limites laterais e, cando menos, un deles é +oo :

lim f(x) =200 e/ou lim f(x) = +oc.

- +
X=X, X—Xg
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Descontinuidade de salto infinito

Existen os limites laterais e, cando menos, un deles é +oo :

lim f(x) =200 e/ou lim f(x) = +oc.

- +
X=X, X—Xg

—

X0 X

ool
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Descontinuidade de salto infinito

Existen os limites laterais e, cando menos, un deles é +oo :

lim f(x) =200 e/ou lim f(x) = +oc.

X=Xy x—x;
y
I\
X0 X
f ten unha descontinuidade de salto infinito en xg. o=
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Propiedades das funcions continuas

Se f e g son funcions continuas en x; entén:

ool
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Propiedades das funcions continuas

Se f e g son funcions continuas en x; entén:

@ f+ g é continua en x,

ool
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Propiedades das funcions continuas

Se f e g son funcions continuas en x; entén:

@ f+ g é continua en x,

@ f— g é continua en xy,

ool
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Propiedades das funcions continuas

Se f e g son funcions continuas en x; entén:
@ f+ g é continua en x,
@ f— g é continua en xy,

@ cf é continua en Xy, para todo ¢ € R,

ool
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Propiedades das funcions continuas

Se f e g son funcions continuas en x; entén:

@ f+ g é continua en x,
@ f— g é continua en xy,
@ cf é continua en Xy, para todo ¢ € R,

@ fg é continua en xg,
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Propiedades das funciéns continuas

Se f e g son funcions continuas en x; entén:
@ f+ g é continua en x,
@ f— g é continua en xy,
@ cf é continua en Xy, para todo ¢ € R,

@ fg é continua en xg,

f
) g € continua en Xxp, se g(xp) # 0.
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Propiedades das funciéns continuas

Se f e g son funcions continuas en x; entén:

@ f+ g é continua en x,
@ f— g é continua en xy,
@ cf é continua en Xy, para todo ¢ € R,

@ fg é continua en xg,

f
) g € continua en Xxp, se g(xp) # 0.

Se f é continua en xp e g é continua en f(xp) entén a funcién go f é
continua en Xxp.
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

ool
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

@ A funcién racional gg{% € continua no seu dominio;

ool
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

P(x)

@ A funcién racional ax)

€ continua no seu dominio;

@ A funcién irracional {/P(x) é continua en R se n é impar e en
{x eR: P(x) >0} sené par;

ool
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

P(x)

@ A funcién racional ax)

€ continua no seu dominio;

@ A funcién irracional {/P(x) é continua en R se n é impar e en
{x eR: P(x) >0} sené par;

@ A funcién exponencial a* (1 # a > 0) é continua en R;

ool
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

P(x)

@ A funcién racional ax)

€ continua no seu dominio;

@ A funcién irracional {/P(x) é continua en R se n é impar e en
{x eR: P(x) >0} sené par;

@ A funcién exponencial a* (1 # a > 0) é continua en R;

@ A funcion logaritmica log, x (1 # a > 0) é continua en (0, oo);

ool
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

P(x)

an € continua no seu dominio;

@ A funcién racional

@ A funcién irracional {/P(x) é continua en R se n é impar e en
{x eR: P(x) >0} sené par;

@ A funcién exponencial a* (1 # a > 0) é continua en R;
@ A funcion logaritmica log, x (1 # a > 0) é continua en (0, oo);

@ As funcions sin x e cos x son continuas en R;
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

P(x)

an € continua no seu dominio;

@ A funcién racional

@ A funcién irracional {/P(x) é continua en R se n é impar e en
{x eR: P(x) >0} sené par;

@ A funcién exponencial a* (1 # a > 0) é continua en R;
@ A funcion logaritmica log, x (1 # a > 0) é continua en (0, oo);
@ As funcidns sin x e cos x son continuas en R;

@ A funciéns tan x é continua agas se x = &I k € z;
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

@ A funcién racional PEX% € continua no seu dominio;

@ A funcién irracional {/P(x) é continua en R se n é impar e en
{x eR: P(x) >0} sené par;

@ A funcién exponencial a* (1 # a > 0) é continua en R;

@ A funcién logaritmica log, x (1 # a > 0) é continua en (0, );
@ As funcidns sin x e cos x son continuas en R;

@ A funcibns tan x é continua agas se x = 2 T keZ,

@ arcsin x, arccos x e arctan x son continuas no seu dominio;
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Continuidade das funciéns elementais

@ A funcion polinémica P(x) = anx” + - - - + ap € continua en R;

@ A funcién racional PEX% € continua no seu dominio;

@ A funcién irracional {/P(x) é continua en R se n é impar e en
{x eR: P(x) >0} sené par;

@ A funcién exponencial a* (1 # a > 0) é continua en R;

@ A funcién logaritmica log, x (1 # a > 0) é continua en (0, );
@ As funcidns sin x e cos x son continuas en R;

@ A funcibns tan x é continua agas se x = 2 T keZ,

@ arcsin x, arccos x e arctan x son continuas no seu dominio;

@ A composicién e as operaciéns aritméticas realizadas coas
anteriores son continuas no seu dominio.
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Teorema de Bolzano
Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Se f(a) - f(b) < 0
=0

(ou signo(f(a)) # signo(f(b))) entdn existe ¢ € (a, b) tal que f(c)
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Teorema de Bolzano

Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Se f(a) - f(b) < 0
(ou signo(f(a)) # signo(f(b))) entdn existe ¢ € (a, b) tal que f(c) =0

Interpretacion xeométrica

y
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Teorema de Bolzano

Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Se f(a) - f(b) < 0
(ou signo(f(a)) # signo(f(b))) entdn existe ¢ € (a, b) tal que f(c) =0

Interpretacion xeométrica

y

Se a gréfica da funcién f satisfai as hipéteses do teorema de Bolzano

enton existe, cando menos, un ¢ € (a, b) no que a grafica corta ao
eixe de abscisas.
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Teorema dos valores intermedios

Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Se f(a) # f(b) e k
é calquera numero intermedio entre f(a) e f(b) entdn existe ¢ € (a, b)
tal que f(c) = k.
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Teorema dos valores intermedios

Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Se f(a) # f(b) e k
é calquera numero intermedio entre f(a) e f(b) entdn existe ¢ € (a, b)
tal que f(c) = k.

Interpretacion xeométrica

y
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Teorema dos valores intermedios

Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Se f(a) # f(b) e k
é calquera numero intermedio entre f(a) e f(b) entdn existe ¢ € (a, b)
tal que f(c) = k.

Interpretacion xeométrica

y

a c b X

Se f é continua e f(a) < k < f(b) entén existe, cando menos, un
c € (a,b) tal que f(c) = k.
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Teorema de Weierstrass

Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Enton existen
¢, d € [a, b] tal que f(c) < f(x) < f(d) para todo x € [a, b].

ool
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Teorema de Weierstrass

Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Enton existen

¢, d € [a, b] tal que f(c) < f(x) < f(d) para todo x € [a, b].

Interpretacion xeométrica

y
M
m
a d c X
Manolo (Xunta) Matematicas Il
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Teorema de Weierstrass

Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua en [a, b]. Entén existen
¢, d € [a, b] tal que f(c) < f(x) < f(d) para todo x € [a, b].

Interpretacion xeométrica

y
M

a d c b X

A funcién continua f no intervalo pechado [a, b] alcanza o seu minimo
absoluto m en ¢ e 0 seu maximo absoluto M en d.
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