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DISTRIBUCIÓNS DE PROBABILIDADE

Na práctica para calcular probabilidades o método máis frutífero é combinar a experimentación coa teoría. Isto faise, por exemplo, cando os resultados experimentais se axustan a certos modelos teóricos. Neste tema verémos os dous modelos de distribución  de  probabilidade máis coñecidos. Empezamos estudando as variables aleatorias.

VARIABLES ALEATORIAS

En moitos experimentos asociamos un número a cada un dos resultados do experimento. É dicir, a cada punto do espazo mostral facémoslle corresponder un número; esta correspondencia chámase variable aleatoria.
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EXEMPLO 1. Supoñamos que se lanzan ó aire simultaneamente tres moedas, o espazo mostral asociado a este experimento é o seguinte:    { ccc , cc+ , c+c , c++ , +cc , +c+ , ++c , +++ }
Se a cada resultado lle asociámos o número de caras temos unha variable aleatoria. Na táboa seguinte mostrámos o valor que toma esta variable en cada un dos puntos do espazo mostral:

	ccc
	cc+
	c+c
	c++
	+cc
	+c+
	++c
	+++

	3
	2
	2
	1
	2
	1
	1
	0


Como vemos, a nosa variable só toma os valores 0, 1, 2, e 3.
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EXEMPLO 2.- Lánzase unha frecha cara un branco circular.

O conxunto de tódolos resultados posibles é o de tódolos puntos do branco. Nun experimento deste tipo desexamos moitas veces coñece-la probabilidade de que a frecha toque o branco nalgún círculo concéntrico co propio branco.

Este suceso pódese describir dunha maneira moi sinxela mediante a variable aleatoria que asigna a cada un dos puntos do branco a súa distancia ao centro. Así, por exemplo, se X denota esta variable aleatoria, escribimos: P( X ( 2 ) para designar a probabilidade de que a distancia ao centro sexa menor ou igual a dous, é dicir, a probabilidade de que a frecha caia nun circulo de radio 2.
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EXEMPLO 3 Se lanzamos un dado ao aire e anotámos os resultados que se obteñen, o espazo mostral vén dado por  E = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }

A aplicación:
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é unha variable aleatoria definida sobre o espazo mostral E.


EXEMPLO 4.- Sexa E o conxunto de tódolos galegos. Considerémos as variables aleatorias:
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VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Se ben o concepto de variable aleatoria discreta é máis xeral, nós usaremos este termo unicamente para referírmonos ás variables aleatorias que toman un número finito de valores (ou numerable)
Sexa X unha variable aleatoria discreta e sexan x1, x2, ...., xn tódolos  posibles valores que pode tomar dita variable. Escribiremos: P(X=xi), para designa-la probabilidade de que a variable tome o valor xi.

A función que asocia a cada valor xi a probabilidade correspondente chámase función de masa de probabilidade, ou, simplemente, función de probabilidade da variable aleatoria. Así, se f denota a función de probabilidade da variable aleatoria X, tense:

f(xi) = P(X=xi)

EXEMPLO 5: Sexa X a variable aleatoria “numero de caras” do exemplo 1. Esta variable toma os valores 0, 1, 2 e 3 e é inmediato calcular as probabilidades respectivas. 

Por exemplo, P(X=2) é a probabilidade de que saian dúas caras, e dicir, a probabilidade do suceso {cc+, c+c, +cc } que evidentemente, é igual a 3/8. Podemos calcula-las restantes probabilidades do mesmo xeito e obtemos:

P(X=0)=1/8   P(X=1)=3/8   P(X=2)=3/8   P(X=3)=1/8

Polo tanto, a función de probabilidade, vén dada pola seguinte táboa:

	xi
	f(xi)

	0
	1/8

	1
	3/8

	2
	3/8

	3
	1/8


A función de probabilidade dinos como están distribuídas as probabilidades segundo os diferentes valores da variable aleatoria.

Isto vese mellor facendo unha representación gráfica coma a seguinte:



EXEMPLO 6: Lánzanse dous dados e sexa X a variable aleatoria que dá a suma dos puntos obtidos. Achar a función de probabilidade da variable e construír unha gráfica para esa distribución de probabilidade.

Solución:

En cada un dos lanzamentos a probabilidade é 1/36, polo tanto, é sinxelo calcula-las probabilidades para os distintos valores da variable aleatoria. Por exemplo, unha suma de puntos igual a 5 corresponde ó suceso: { (1,4), (2,3), (3,2), (4,1) }. logo a probabilidade  P(X = 5) =  4/36 = 1/9.

Os posibles valores da variable X son 2, 3, 4,........, 12. Calculando as probabilidades correspondentes vemos que a función de probabilidade vén dada pola seguinte táboa:

	xi
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	f(xi)
	1/36
	2/36
	3/36
	4/36
	5/36
	6/36
	5/36
	4/36
	3/36
	2/36
	1/36


A gráfica correspondente a esta distribución de probabilidade é a que debuxamos a continuación



PROPIEDADES.

A principal propiedade é : se X é unha variable aleatoria discreta que toma valores x1, x2, x3,.....,xn. entón : 
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 xa que 

P(X = x1) + P(X = x2) +.........+ P(X = xn) = P [(X = x1) ( (X = x2) (.........( (X = xn)] = 1

posto que con seguridade X ten que tomar un deses valores e a probabilidade do suceso seguro é: P(E) = 1


A función masa dános as probabilidades para os diferentes valores da variable, é dicir as probabilidades : P(X = xi).

Para cada número real x, a probabilidade de que unha variable aleatoria X tome calquera valor menor ou igual que x denótase : P(X ( x).

Coñecendo estas probabilidades pódense calcular facilmente as probabilidades doutros moitos sucesos. Isto faise a miúdo usando as funcións de distribución.


Definición. Se X é unha variable aleatoria, a función F definida para todo número real x por

 F(x) = P(X ( x)    chámase función de distribución da variable aleatoria X.

No caso dunha variable discreta F(x) = P(X ( x) = 
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EXEMPLO 7 Considerémos a variable aleatoria do exemplo 5. Como esta variable só toma os valores 0,1,2,e 3, é moi doado calcula-las probabilidades P(X ( x).

A función de distribución está definida como se indica na seguinte táboa:

	x
	F(x) = P(X ( x)

	x < 0
	0

	0 ( x < 1
	1/8

	1 ( x < 2
	1/2

	2 ( x < 3
	7/8

	3 ( x
	1


Xa que :

· Se x < 0 ;  F(x) = P(X ( x) = (é o suceso imposible xa que X non toma valores menores que 0) =
= P(() = 0

· Se 1 ( x < 2;  F(x) = P(X ( x) = (se x é un número entre [1,2) os valores que toma a variable e que son menores que ese x son o 0 e o 1) = P( X = 0 ou X =1) = P(X = 0) + P(X = 1) = 1/8 + 3/8 = 4/8 = 1/2  

 Analogamente razonaríamos as que quedan:

· Se 2 ( x < 3;  F(x) = P(X ( x) = P( X = 0 ou X =1 ou X =2 ) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X =2) = 1/8 + 3/8 + 3/8 = 7/8

· Se 3 ( x ;  F(x) = P(X ( x) = P( X = 0 ou X =1 ou X =2 ou X = 3) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X =2) + 
P(X = 3) = 1/8 + 3/8 + 3/8 + 1/8= 8/8 =1 ( é o suceso seguro xa que con seguridade X toma un valor menor ou igual que tres )

Observa que para calcular o seguinte valor de F(x) imos acumulando as probabilidades anteriores

A gráfica da función presenta o seguinte aspecto típico, gráfica escalonada:


PROPIEDADES   (da función de distribución dunha variable aleatoria discreta)

1) Monótona non decrecente : x < y ( F(x) ( F(y)

2) 0 ( F(x) ( 1

3) F(+() = 1

4) F(-() = 0

5) Continua pola dereita en todo x

6) En cada un dos valores xi que toma a variable X, ten unha descontinuidade de salto, de amplitude o valor P (X = xi)


CARACTERÍSTICAS DUNHA VARIABLE ALEATORIAS

.

Sexa X unha variable aleatoria discreta que pode toma‑los valores x1, x2, .....,xn con probabilidades respectivas: p1, p2, .......,pn. Isto é: P(X = xi) = pi  temos :

	A esperanza matemática de X, tamén chamada media, denótase por E(X) ou tamén (
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	A varianza de X, que se denota Var(X), ou tamén (2
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A varianza tamén se pode calcular así : 
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	A raíz cadrada positiva da varianza chámase desviación típica e denótase por (


EXEMPLO 13 ‑Considerémo‑la variable aleatoria X =" número de caras " no lanzamento de 3 moedas. Xa vimos (exemplo 5) que a función de masa de probabilidade vén dada pola seguinte táboa:

	xi
	pi

	0
	1/8

	1
	3/8

	2
	3/8

	3
	1/8


Polo tanto a Esperanza é:
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e a Varianza: 
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DISTRIBUCIÓN BINOMIAL (Exemplo dunha V.A. discreta)

Supoñamos que se lanza un dado dez veces e queremos saber a probabilidade de obter tres "cincos". Este experimento consiste na realización de 10 probas coas seguintes características:


1 En cada proba só se consideran dous sucesos: o suceso A=" obter un cinco " e o seu contrario.


2 As probas son independentes: A probabilidade de A non cambia dunha proba á seguinte.


Hai moitas situacións que se axustan perfectamente a estas características. En xeral, temos n probas independentes e en cada unha delas un suceso A ten unha probabilidade p de ocorrer. 0 suceso A acostúmase chamar éxito e o seu contrario, fracaso

No noso exemplo o éxito é " obter un cinco " e a súa probabilidade é p = 1/6.


Se considerámo‑la variable aleatoria que dá o número de éxitos nas n probas, temos unha variable discreta que pode toma-los valores 0,1,2, ....n,. A distribución de probabilidade correspondente a esta variable chámase distribución binomial.
Escribiremos : 
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para representa‑la distribución binomial correspondente a n probas e con probabilidade p de éxito en cada unha delas. Chamaremos q á probabilidade dun fracaso, é dicir. q = 1-p
Daquela, se X designa a variable aleatoria " número de éxitos " nunha distribución binomial B(n,p), temos que a probabilidade de r éxitos en n probas é :
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Exemplo de acordo con esta fórmula para calcula-la probabilidade de obter 3 cincos en 10 lanzamentos dun dado

Teríamos unha variable aleatoria 
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, xa que a probabilidade dun éxito é 
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A esperanza e a varianza dunha distribución binomial veñen dadas polas seguintes fórmulas:
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EXEMPLO 16 A probabilidade de que un, tirador dea no branco é 0, 2 en cada disparo. Se fai 10 disparos ¿ cal é a probabilidade de que dea no branco polo menos dúas veces ?.

Solución: Se tomamos como éxito acertar no branco, temos unha binomial con n=10 e p = 0,2. Para calcula‑la probabilidade pedida considerámos o suceso contrario, é dicir " acertar menos de dúas veces" . é dicir acertar unha ou dúas veces. A súa probabilidade é:
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Se buscamos na táboa da binomial para n = 10, r = 0 e p = 0´2 obtemos 0´1074 que é o valor de P(X = 0)

Se buscamos na táboa da binomial para n = 10, r = 1 e p = 0´2 obtemos 0´2684 que é o valor de P(X = 1)

Por conseguinte, a probabilidade de que o tirador dea no branco dúas ou máis veces será:

1-0,3758 = 0,6242, xa que son sucesos contrarios acertar menos de dúas veces e acertar dúas ou máis veces


EXEMPLO 17 ‑ Nun proceso de fabricación a probabilidade de que unha unidade producida pase o control de calidade é do 90%. Nun lote de 8 unidades, ¿ cal éa probabilidade de que todas pasen o control de calidade?. ¿ E de que o pasen alomenos seis?. 

Solución: Trátase de calcular, para a binomial B(8 ; 0,9) as seguintes probabilidades, xa que O suceso éxito é “pasar o control”, e a súa probabilidade é do 90%, é dicir 
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Se queremos buscar este valor nas táboas da binomial veremos que o valor p = 0´9 non está, xa que só chega ata p = 0´5. Entón teríamos que aplicar a seguinte propiedade dos números combinatorios: 
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, polo tanto 
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, e teríamos que 
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, cantidade que si xa esta nas táboas con n = 8, p = 0´1 e r = 0


b) 
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Tódolos sumandos pódense calcular con facilidade usando a calculadora, ou ben as táboas usando se é necesario a propiedade citada no apartado anterior.


EXEMPLO 18 ‑Se lanzamos un par de dados 30 veces, ¿ cal é o número esperado de veces en que se obterá unha suma igual a 7 ?.

Solución: Temos que achar a esperanza matemática da variable aleatoria X=" número de setes en 30 lanzamentos". 

O lanzar dous dados hai, en total, 36 resultados posibles, xa que para o primeiro dado hai 6 posibilidades, e para cada unha destas hai outras seis posibilidades para o segundo dado.En total 6x6 = 36.  En 6 destes 36 casos a suma dos puntos é 7, a saber:    (1,6) , (2,5) , (3,4) , (4,3) , (5,2) , (6,1)

Polo tanto, a probabilidade de éxito, é dicir, obter unha suma igual a 7 nun lanzamento é:
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Trátase , entón, dunha distribución binomial con n=30 e p= 1/6  Daquela: 
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