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De acordo cos seus estatutos, a Universidade de Vigo ten como un dos seus fins
«contribuir ao progreso e ao benestar da sociedade mediante a producion, a trans-
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diciéns de vida das persoas, constitle unha fiestra clave para as linguas minora-
das. Todos os desvelos que implica a divulgacion cientifica tefien como finalidade
afondar no elo que a universidade establece coa sociedade, a quen se debe. Por iso,
tamén é responsabilidade das cientificas e cientificos axudar a protexer o patrimo-
nio inmaterial que supdn unha lingua en situacién de vulnerabilidade.

Con estas guias practicas pretendemos achegarnos a ese fin, pois estan pensadas
e desenadas para usalas nos centros de educaciéon secundaria de Galicia. Asemade,
desexamos que sirvan para divulgar alguns dos resultados da investigacion levada

a cabo na Universidade de Vigo, en diversos ambitos e areas de conecemento.

Queremos agradecer a axuda que a Unidade de Cultura Cientifica da Universidade
de Vigo nos proporcionou coas suas suxestions e ideas, alén da eficaz comunicacion
cos grupos de investigacion da Universidade de Vigo. E este agradecemento non
podemos Mmais que estendelo as persoas que forman parte dos grupos que elabora-
ron estas guias.. Sen o seu traballo, entusiasmo, dedicacidn e paciencia, este proxec-
to, gue agardamos que tefa continuidade nos préximos anos, non teria sentido.

Fernando Ramallo
Director da Area de Normalizacién LingUistica
Universidade de Vigo






1 INTRODUCION XERAL

AOS PROBLEMAS DE
REPARTIMENTOS

E ben sabido que poden chegar a xurdir
importantes desavinzas entre familiares
cando toca repartir herdanzas ou cando
se pretende establecer taxas para pagar
a hora de levar a cabo un determinado
plan publico. Estipular a cantidade de
dioxido de carbono que se pode emitir
& atmosfera ou, mesmo, a distribucién
de vacinas son exemplos ben actuais
de conflitos dificiles de resolver entre
paises, como tamén o é a adxudicacion
dos escanos dun parlamento entre os
partidos politicos en funcién dos votos
recibidos. Estas situacions tefien en
comun que o ben que se vai repartir non
é abondo para satisfacer plenamente
as demandas de cada persoa ou ente
peticionario. Dar unha solucion acaida
a este tipo de problemas leva ocupando
a humanidade ao longo da historia e
non resulta tarefa sinxela pois, evidente-
mente, dependendo das circunstancias,
unhas propostas de repartimento seran
mais desexables ca outras polas partes
en litixio.

Un problema de demandas (de repar-
timento) ten lugar cando temos que
distribuir unha cantidade fixa entre un
conxunto de demandantes cos mes-
mos dereitos que reclaman diferentes
cantidades e de xeito que esa canti-
dade inicial da que dispofhemos non
chega para cubrir todas as peticidons. A
cuestion &, pois, a seguinte: como elixir
un repartimento de maneira razoable
e xusta?



exemplo sinxelo. Un

grupo de amigas decide mer-

car a escote un agasallo para Rosalia,
gue esta de aniversario. Encarganse
de ir ao comercio Sabela e Xoana, que,
ademais de pagar a suUa parte, adian-
tan 80 euros (20 euros que pon Sabela
e 60 que pon Xoana). Despois da festa,
cadagquén entrégalles o dineiro a
Sabela e a Xoana pero,cando se xuntan
e van repartir os 80 euros totais, danse
de conta de que sé tefien 50 euros.
Perderon parte dos cartos! Como fan
Sabela e Xoana para repartiren o que
gueda? Xa que parece |6xico admitir
gue ningunha deberia de pofier mais
cartos, tratase de atopar dous ndme-
rosx, y =0 tales que x + y =50.

Unha primeira proposta poderia con-
sistir en repartir a partes iguais, € dicir,
25 euros para cadaquén, pero, claro, iso
significa que Sabela recupera mais do
gue adiantou e Xoana perde 35 euros.
Probablemente esta division non sexa
do agrado de Xoana!

Fagamos, logo, unha segunda pro-
posta de repartimento: que tanto
Sabela coma Xoana leven cantida-
des 0 mais semellantes posibles e de
maneira que ningunha reciba Mmais do
gue puxo. Asi, unha levaria 20 euros e a
outra 30. Convéncevos mais?

Se tentamos que as perdas sexan o mais
parecidas posible, sen que ningunha
tefa que pofer cartos do seu peto, a
particion seria do seguinte xeito: 5 euros
para Sabela e 45 para Xoana.

Por se ainda lle queredes dar mais voltas
ao problema, ai vai unha cuarta suxes-
tidn: que repartan os 50 euros de que
dispofhen de xeito proporcional & canti-
dade que avanzaron. Como Xoana puxo
tres veces mais cartos, levara o triplo de
euros ca Sabela. E dicir, 37,5 euros fronte
al2,5.

Outra proposta mais consiste en que,
nun primeiro momento, tanto Sabela
coma Xoana deixen para a outra o que
non queren para si propia. E dicir, a
Sabela corresponderianlle 50 euros
menos o gue pide Xoana, e a Xoana,
50 euros menos o que solicita Sabela.
Como no caso de Sabela esa diferenza é
negativa, neste primeiro paso do repar-
timento non levaria nada, mentres que
Xoana recuperaria 30 euros. Como ainda
guedan 20 por dividir, repartimos esa
cantidade a partes iguais entre elas.
Polo tanto, Sabela quedaria finalmente
con 10 euros, e Xoana, con 40.



Como podedes imaxinar, estas pro-
postas de repartimento non son, por
suposto, as Unicas posibles. Podedes
tentar vos achegar algunha mais. Algo
adaptado, o caso que vimos de tratar
aparece xa nos antigos textos do Tal-
mud (libro sagrado da relixion xudia)
e conécese como o problema da

tunica en disputa (contested garment
problem). Hai dous homes, un deles
demanda a metade da tuUnica, e o outro,
a tunica enteira. Na lei escrita do Tal-
mud, o que demanda a metade debe
recibir a cuarta parte e o outro as tres
cuartas partes restantes. Non & unha
reparticion equitativa, pero sera xusta?

Nos textos do Talmud podemos atopar tamén outras situacions interesantes. Por
exemplo, un home, ao morrer, déixalles en herdanza 100 zuz (antiga moeda de prata
xudia) as suas tres esposas, mais tamén débedas de 100, 200 e 300 zuz, respectiva-
mente. Canto se lle debe asignar a cada muller? E se a herdanza é de 200 zuz, canto

lle asignamos a cadaquén? Que ocorre cando o herdo ascende a 300 zuz? Sen nin-

gun tipo de explicacion, no propio Talmud propdnense solucions para os tres casos:

Se o herdo é de 100 zuz, cada demandante percibird 100/3 zuz.

Se a herdanza ascende a 200 zuz, as asignacions seran de 50, 75 e 75 zuz, res-

pectivamente.

Se deixou 300 zuz en herdo, recibiran 50, 100 e 150 zuz, respectivamente.

Que criterio credes que empregaron
para repartiren deste xeito? No primeiro
caso, o repartimento faise de maneira
igualitaria (como na primeira das pro-
postas feitas a Sabela e a Xoana). No ter-
ceiro, o legado distribUese de xeito pro-
porcional as peticions (como na cuarta
proposta do exemplo anterior). Pero
gue ocorre no segundo dos casos? Cal
foi o criterio elixido? Ao considerar as
tres situacions de maneira conxunta, o

asunto semella ser ainda mais miste-
rioso: hai un mecanismo que permita
chegar a solucion proposta no Talmud
que cubra os tres casos? Esta pregunta
permaneceu sen resposta durante mais
de 2000 anos e non foi ata 1985 cando
se deu cunha soluciéon que permitise
explicar os tres problemas de vez. Pois
si, asi de complicados resultan as veces
certos problemas de repartimentos.



Como xa dixemos, ponerse de acordo en
cal é a division mais acaida en cada cir-
cunstancia non sempre é doado!

En xeral, os problemas de deman-
das poden tratarse de distintos xeitos.
Por unha banda, poédese realizar unha
achega directa, comezando por definir
unha regra (un repartimento) e con-
frontando a solucién por ela suxerida
en diferentes circunstancias cos resulta-
dos agardados que nos poden parecer
razoables segundo as nosas experien-
cias ou expectativas.

Por outra, é posible estudalos a través dunha aproximacion axiomatica, é dicir, a
partir de propiedades ou de axiomas desexables que nos leven as regras estableci-
das para o repartimento. Por ultimo, tamén se poden empregar métodos propios
da teoria de xogos, convertendo o problema nun xogo coalicional e estudando as
suUas soluciéons. Nesta unidade didactica exponeremos

formalmente varias das regras de reparti-

mento Mmais conecidas e veremos, a tra-

vés de exemplos sinxelos e de activida-

des, algunhas das suas propiedades

basicas.



2. AFONDANDO

NO PROBLEMA

O modelo matematico empregado para rea-
lizar un estudo formal de problemas como os
vistos nos exemplos anteriores € relativamente
sinxelo. Partimos dunha cantidade E =0 que hai
gue repartir entre n demandantes. Cada deman-
dante reclama unha certa cantidade positiva
(mesmo pode non pedir nada) e de xeito que a
suma de todas esas demandas individuais iguala
ou supera a cantidade inicial disponible E. Pode-
mos, daqguela, xuntar todas as peticiéons nunha tira
de numeros (un vector en R"), d=(d,,..,d ), que
denominaremos vector de demandas, verificando
d,+..+d _zE. De xeito abreviado, escribiremos o
problema como (E,d).

Unha asignacion (ou repartimento) para o pro-

blema (E,d) € un vector x=(x,,..,x ) tal que para

-
cada coordenada / se ten que O<x,=d, e, ademais,
x,+..+x _=E. Ou sexa, ningun ou ningunha deman-

dante ten que pofer cartos nin recibe mais do que

N

»‘ dade inicial.

reclama e nada sobra da canti-

,//



Denotaremos por X(E,d) o conxunto de todas as posibles asignaciéns para
(E,d). Da ecuacion x +..+x =E deducimos que cada unha das coordena-
das do vector x queda perfectamente determinada ao cofecer as restantes.
Por exemplo, se cofecemosx ,..,x , ,, obtemos x_sen maisquefacerarestax =E-
X ==X E dicir, durante unha primeira fase, podemos «esquecer» esa coorde-
nada x_ (ou calquera das outras).

EXEMPLO

Para o primeiro dos problemas expostos na introduciéon, a cantidade inicial
da que se dispéon é E=50, o numero de demandantes é n=2, e o vector de
demandas, d=(d,,d,)=(20, 60). Os vectores (20, 30), (5,45), (12,5; 37,5) e (10, 40)
son asignacioéns para o problema (E,d) e o conxunto de asignacions é:

X(E,d)={(x,,x,) ER:x,+x,=50;0<x,<20,0<x,<60}.

Algins exemplos de repartimento




No problema de repartimento da herdanza, cando esta é de 100 zuz, temos
que E=100, n=3 ed=(d,,d,,d,)=(100,200,300).0O conxunto de asigna-
cions para (E,d) € agora o subconxunto de R3,

X(E,d)={(x,,x,,x;) ER>:x +x ,+x,=100;
0=x,£100,0=x,=200, 0=x,<300}.

O Conuirns di SRR & nka dis ClES 00 HHrReing

i

E dicir, o conxunto de asignaciéns
€ unha das caras do tetraedro de
vértices (0,0,0), (100, 0,0), (0,100, 0)
e (0,0,100). Concretamente, € o
triangulo equilatero de vértices
(100,0,0), (0,100,0) e (0,0,100). O
baricentro (ou centroide) deste
triangulo pode obterse como a
media dos seus vértices e resulta
100 100 100

ser , , .Coémpre
( 3 3 3 ) P

observar que o centroide do trian-

gulo (resaltado en cor vermella
na figura de abaixo) coincide coa
asignacion elixida polo Talmud

para este problema.



Posto que a terceira das coordenadas de cada vector de X(E,d) é do xeito
x,=100-x,-x,, tamén podemos considerar o conxunto de asignacions
proxectado no plano (& dicir, «kesquecendo» a terceira das coordenadas de
cada punto do conxunto):

X(E,d),,..=1(x,,x,) €ER:0<x,<100;

O0=x,=200;,0=x +x,<100}.

O conxunto de asignaciéns e o
baricentro, ainda que esta vez
proxectados no plano, aparecen
na seguinte figura:

Comuunbo ce asignacions proxsctada



EXEMPLO

Cando a herdanza é de 300 zuz, o problema (E,d) é un problema de deman-
das con E=300, n=3 e vector de demandas o mesmo ca o do anterior exem-
plo, isto &, d=(d,,d,,d,)=(100,200,300). O conxunto X(E,d) non € agora
unha cara completa do tetraedro; nesta ocasion tratase do subconxunto de R*
dado por:

Os vértices do conxunto son, polo

tanto, (100, 200, 0), (0,200,100),

(0,0,300) e (100,0,200). A solu-

cion proposta no libro do Talmud

(50,100,150) aparece marcada en

cor vermella e resulta ser, mais

unha vez, o centroide do conxunto /
de asighacions. S

Obviamente, tan s6 somos quen de facer repre-
sentacions graficas no plano ou no espazo
e, daquela, para representar graficamente o
conxunto de asignacions dun problema de
demandas, este ha de ter, como maximo,
tres demandantes. Se n=3, poderemos ver
o conxunto X(E,d) no espazo ou, tal e como
fixemos nun dos exemplos anteriores, unha
proxeccion del no plano. Ainda que no caso de
catro demandantes non é posible representar
o conxunto de asignacions, para termos unha
idea de como é podemos proxectalo no espazo
«esquecendo» algunha das catro coordenadas

dos puntos.

15



EXEMPLO

Consideremos un problema de demandas, con catro demandantes, no que
E=16 eovectordedemandaséd=(2, 5, 7,19). O conxunto de asignacions vén
dado por:

Para termos unha imaxe de tal conxunto, deixaremos de lado unha cal-
guera das catro coordenadas dos puntos, por exemplo a cuarta. Por ser
x,=16-x,-x,~x, € 0=x,<19, temos que 0<16-x,-x,-x,<19 ou, equivalente-
mente, O<x +x,+x,<16. E dicir, cando prescindimos da derradeira das coorde-
nadas, a proxeccion no espazo do conxunto de asignacions vén dada por:

Fixémonos en que, nesa descricion do conxunto X (E,d) a cuarta parella de

prox?

inecuacions é redundante, non engade ningunha restricion mais as xa esta-
blecidas polas outras tres. Polo tanto, temos:



A proxeccion no espazo do conxunto de asignacions é, entdn, un paralelepi-

pedo rectangular (ortoedro):

Sen cambiar o vector de demandas, pero
considerando desta vez que a cantidade ini-
cial da que se dispdén é E=20, a proxeccion
do conxunto de asignacidons sera un poliedro
diferente ao obtido anteriormente. Observe-

mMos en primeiro lugar que:

17



Imos, de novo, «esquecer» a cuarta coordenada
de cada punto de X(E,d). Agora ben, nesta oca-

sion x,=20-x,-x,-x, e, daquela, temos que
0<20-x,-X,-x,<19. E dicir, 1sx,+x,+x,<20.

Polo tanto, a proxeccion do conxunto de asigna-
cions vén dada por:

X(E,d) =

prox

O=<x,<5;0=x,<7;1<x,+Xx,+x,<20}.

Da mesma maneira ca no exemplo anterior,
a desigualdade x,+x,+x,<20 ¢é superflua.
Porén, agora hai que ter tamén en conta que
1<x,+Xx,+x, ahoradedescribir a proxeccion do
conxunto de asignacions:

E dicir, de entre
todos os puntos
do ortoedro tan
sO estan na pro-

xeccién do con- o AP i
xunto de asigna- w1 12 A
f .-"f -
cions os situados 24/ - 0
por riba do plano 0 — .
2 —— o
— 4 . - i 10
X FX,+x =1 6 i iy

14



Nas seguintes figuras pddese ver a forma que ten o conxunto de asignacions

dun problema de repartimentos onde variamos a cantidade que se vai

repartir mantendo as demandas iniciais. Cantas maneiras distintas hai de

cortar un ortoedro!

Ewd d= {2 57 19}

Ew=g d= {2 57 10}

Ew s dw= {2 57, 19}

Emd dui2 57 19

E=8d=(2 57, 19)

Ewld dw={2 57T, 19}
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Unha regra de asignacion (ou, simplemente, unha regra) € unha funcién que a
cada problema (E,d) lle adxudica unha Unica asignacién no conxunto X(E,d).
Unha regra pode interpretarse como un mecanismo de division da cantidade ini-

cial entre os e as demandantes. Aceptar de mellor ou de peor grado a reparticion

determinada por unha ou outra regra dependera, como non, das circunstancias

en que se atopen as persoas reclamantes no momento de levala a cabo. As veces,
as regras vefien dadas explicitamente (ben a través dunha féormula, ben mediante
unha construcion xeométrica) ou, de maneira implicita, a través dun algoritmo.

Imos repasar algunhas das mais conecidas.

habitual de
gue
as cantidades adxudicadas

Un xeito moi
repartimento ¢é facer

sexan proporcionais as can-
tidades Esta
regra, quizais a mais cofe-

demandadas.

cida de todas, recibe o nome
de e xa
foi estudada polo mesmo
Aristoteles, para quen pro-
porcionalidade equivalia a

igualdade.

A regra proporcional adoita
entenderse como un xeito de
division igualitaria e a canti-
dade asignhada a cada deman-
dante i pode calcularse por
medio da féormula

O principio de proporcionalidade ten moitas
aplicacions practicas, non necesariamente nun
problema no que conxuntamente se demanda
mais do que se ten. A Lei da propiedade horizon-
tal, por exemplo, utiliza o principio de propor-
cionalidade para sufragar os gastos dos servizos
comuns nunha comunidade de propietarias/os.
No ambito da politica tamén temos exemplos de
proporcionalidade. Para elixir as e 0s represen-
tantes no Congreso dos Deputados téfense en
conta 52 circunscricidons electorais, correspon-
dentes as 50 provincias espanolas mais Ceuta
e Melilla. A cada provincia asignanselle inicial-
mente dous escanos, mentres que as duas cida-
des auténomas tefien garantido un/unha repre-
sentante cada unha, co que 102 escanos xa estan
dados de principio. Os outros 248 escanos distri-
buense proporcionalmente a poboacién de cada
circunscricion. Mais adiante trataremos o repar-
timento de escanos a partidos politicos segundo
os resultados das eleccions co conecido método
D'Hondt.



Outro exemplo mais vén do pagamento
de impostos na declaracion da renda.
Para saber canto pagadeimpostos cada
contribuinte, primeiro seleccidénase o
tramo ao que pertence, que depende
basicamente dos ingresos anuais. Logo,
aplicase a porcentaxe correspondente a
ese tramo para determinar a taxa que
debe pagar.

Tamén é posible facer repartimentos inversa-

mente proporcionais, sen mais que aplicar o prin-
cipio de proporcionalidade aos inversos das can-
tidades de partida.

EXEMPLO

Por medio de calculos sinxelos obtemos que as asignacidéns propostas

pola regra proporcional para os tres problemas descritos no Talmud son

\
(50, 100, 50), (100, 200, 100)
373 33 \

e (50,100,150), respectivamente.

NN



A segunda das regras que imos describir, conecida co nome
de , esta definida para problemas con sé
dous ou duas demandantes, € dicir, cando n=2 e d=(-
d,,d,). O proceso de asignacion proposto por esta regra
baséase no feito de gque, nun primeiro momento, cada
demandante lle concede & outra/o a parte da cantidade

disponible que non desexa para si propio, se tal cantidade
€ non-negativa, e cero, noutro caso. Ou sexa, a primeira
persoa reclamante recibe a maior das cantidades entre O
e E-d,, e a segunda, a maior cantidade entre O e E-d .
Estas cantidades son os dereitos minimos de cada recla-
mante. A continuacion, repartese o resto a partes iguais
entre os dous peticionarios ou peticionarias.

EXEMPLO

Xa vimos na introduciéon un primeiro exemplo de
como repartir segundo esta regra: Sabela e Xoana soli-
citaban 20 e 60 euros, respectivamente, dun total de
50. Logo, o minimo dereito de Sabela é O, e 0 de Xoana,
30. Polo tanto, a asignacién proposta pola regra con-
cede e divide para resolver esta situacion é (10,40). Se
o recurso inicial fose, por exemplo, 70, entdn Sabela e
Xoana recibirian nun primeiro momento os seus dere-
itos minimos, 10 e 50 euros, respectivamente. A conti-
nuacion, os 10 euros restantes repartense igualitaria-
mente e a asignacion final sera (15,55). Nesta segunda
situacion, o conxunto de asignacions é o segmento
de vértices (10,60) e (20,50), cuxo centroide &, precisa-
mente, o punto (15,55).

O interese da regra concede e divide radica en que
moitas das regras definidas para resolver conflitos do
tipo que nos ocupa coinciden con ela no caso de que
0 Nnumero de demandantes sexa exactamente dous.



A regra das ganancias igualitarias

Se en vez de propofer unha division igualitaria en termos relativos (igualdade por
unidade demandada), como suxire a regra proporcional, imos cara a unha division
igualitaria en termos absolutos, pofiendo tan sé como condicién que ninguén per-
ciba mais do que solicita, temos unha nova proposta de asignacion: a reora das
ganancias igualitarias.

Esta regra, que xa foi descrita polo médico, rabino e tedlogo da Idade Media
Maimodnides no século xiI, favorece demandantes con pedimentos mais baixos. Un
xeito de calcular o vector de asignaciéns determinado pola regra das ganancias
igualitarias € comezar dividindo en partes iguais a cantidade de que se dispdn e ir
facendo axustes cada vez que un ou unha das demandantes acade a totalidade da
sUa peticion. Se ninguén chega a recibir a sua demanda completa, estamos ante
unha division igualitaria. Se alguén acada ou supera o demandado despois de rea-
lizar a primeira divisidon, entdn axustase o percibido & sUa demanda e repitese o
proceso coa cantidade que queda por repartir tendo en conta o resto de persoas
demandantes. ContinUase deste xeito ata esgotar a cantidade inicial de maneira
gue ninguén perciba mais do solicitado inicialmente.

EXEMPLO

Se E=100 e d=(100,200,300), a regra das
ganancias igualitarias outdrgalle de xeito claro
100 a cada demandante.

Se mantemos as demandas pero aumentamos a
cantidade da que se dispén a E=450, a primeira

division asignarialle 150 unidades monetarias a
cadaquén. Como a primeira demanda, d,=100, é

menor ca esa adxudicacion inicial, as 50 unida-
des de mais repartirianse igualitariamente entre
as outras duas persoas demandantes. A asigna-
cion seria finalmente (100,175,175).
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Co punto de vista oposto ao subxacente na regra das ganancias igualitarias defi-

nese a

. Nesta ocasion, téntase igualar as perdas coa

restricion, iso si, de que ninguén reciba unha cantidade negativa (€ dicir, gue non

teAa que pofer cartos do seu peto). Esta solucidon, que tamén aparece xa proposta

por Maimonides, favorece demandantes con maiores peticions.

O xeito de repartir suxerido pola regra das perdas igualitarias pode descri-

birse da seguinte maneira: distriblese a partes iguais entre as n deman-
dasacantidadeC=d.,+..+d - E.

Se algunha das demandas, pohamos
por caso d, € mais pequena ca %
o/a demandante correspondente non
recibe nada e a diferenza d- %
repartese igualitariamente entre as

restantes demandas.

ContinUase este proceso ata que a asignacion de todas as persoas demandantes

sexa non-negativa.

Se E=450 e

d =(100,200,300),
teriamos que

C =600-450=150.
Como E:SO, a
regra das perdas
igualitarias reco-
menda a asignacion

(50,150, 250).

EXEMPLO

Se E=200, enton C=600-200=400. Como a primeira

) 400
demanda, 100, € menor ca ;

a primeira demandante non levaria nada,

100—- —400
5 400 3
asegunda quedariacon200- -

2 =50

100- ﬂ)

400 (

e a terceira 300- =150.

3

E dicir, o vector de asignaciéns determinado pola regra

das perdas igualitarias para este problema & (0,50, 150).



Imos describir agora unha regra dese-
Aada para acomodar as soluciéns pro-
postas no Talmud para os tres proble-
mas de herdanzas que describimos na
introducion. Estaregra,nomeadaxa que
logo , foi proposta en
1985 polo matematico e premio Nobel
de Economia Robert J. Aumann e polo
matematico Michael B. Maschler. A idea
subxacente é que ninguén obtena Mais

da metade do que reclama, sempre e

cando a cantidade inicial disponible
E sexa inferior @ metade da cantidade
total solicitada por todos os e as deman-
dantes, D=d +..+d , e, no caso contrario,
que ninguén perda mais da metade
do seu pedimento. Asi, pois, esta regra
resulta ser un hibrido entre a regra das
ganancias igualitarias e a regra das per-
das igualitarias.

Entén, a proposta de asignacién determinada pola regra do Talmud é:

A regra das ganancias
igualitarias, consideran-
do como dereitos a me-

tade do demandado,
d d ad

1 n

2:(21"'72)1

sempre que E <

A regra das perdas iguali-
tarias, considerando como

dereitos a metade do de-

d
mandado, 5 =

sempre que E =

5

EXEMPLO

Vexamos que, para os tres exemplos descritos no Talmud, a regra homonima

proporciona, efectivamente, as soluciéns propostas polos sabios antigos no

libro. Lembremos que a suma das demandas &, nos tres casos, D=600.

Nos dous primeiros casos, cando £=100 ou E=200, a cantidade para repar-

. D e .
tir € menor ca 7:300, polo que cada demandante percibird a asigna-

cion suxerida pola regra das ganancias igualitarias para o mesmo valor de

d , 1
E e demandas 7:(50,100,150). E dicir, ( z ,

(50,75,75) se E =200.

00 100 100

) se E=100 ou

3
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Cando E =300, temos que EZT e, para obter a cantidade que lle corresponde
a cada demandante, podemos proceder usando calquera das duas alternati-

vas expostas na definicion da regra:

A asignacion suxerida pola
regradasgananciasigualitarias
para o problema con E=300 e

d
demandas ST (50,100,150).

Ou sexa, o vector de asigna-

ciéns (50,100,150).

A asignacion suxerida pola
regra das perdas igualitarias

para o problema con E=300 e

d

demandas 72 (50,100,150).

Ou sexa, o vector de asigna-

cions (50,100,150).

Imos supofer que as e os reclamantes chegan un por
un e, a medida que van chegando, van percibindo todo
o0 que demandan, mentres a cantidade inicial non
se esgote. Para eliminar os efectos producidos polo
principio «quen primeiro chega primeiro se servey,
faremos a media das cantidades adxudicadas a cada
persoa peticionaria en cada unha das posibles ordes
de chegada. Esa media é a asignacion proposta pola
denominada . Podedes
comprobar que as asignaciéns obtidas seguindo unha
orde dos ou das demandantes son os puntos extremos
do conxunto de repartimentos, gue tamén se chaman
vectores de contribucions marxinais.




EXEMPLO

No problema de Sabela e de Xoana,
sO hai duas posibles ordes de che-
gada. Se primeiro chega Sabela, o
repartimento sera (20,30), mais, de
ser Xoana quen chegue primeiro,
a asignacion sera (0,50). A media
destas duas asignacions danos,
pois, a cantidade proposta pola
regra das chegadas aleatorias:
% ((20,30)+(0,50))=(10,40).

Demandante 1

Orde de chegada: (1, 2, 3) 100
Orde de chegada: (1, 3, 2) 100
Orde de chegada: (2, 1, 3)
Orde de chegada: (2, 3, 1)
Orde de chegada: (3, 1, 2)
Orde de chegada: (3, 2, 1)

o O O O

Nos problemas do Talmud, como
son tres as reclamantes, hai seis
posibles ordes de chegada: (1,2,3),
(1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2)
e(3,2,1). Se, por exemplo, que-
remos resolver o caso no que a
cantidade inicial € de 200 unida-
des monetarias, as adxudicacions
en cada orde serian, respectiva-
mente: (100,100,0), (100,0,100),
(0,200,0), (0,200,0), (0,0,200) e
(0,0,200).

Demandante2 Demandante 3

100 0
0 100
200 0
200 0
0 200
0 200
200

As medias das cantidades percibidas polas tres demandantes son e

500 500
6

D

, respectivamente. E dicir, a asignacion final suxerida pola regra

100 250 250

das chegadas aleatorias para o problema é ( T ,

3 3

27



28

Na sua obra Sobre o equilibrio dos planos, Arquimedes de Siracusa introduce o
concepto de centro de masas e presenta métodos de calculo do centro de masas
para figuras tales como triangulos ou paralelogramos. Imos rematar este pequeno
percorrido por algunhas das mais cofecidas regras de asignacion cunha de mar-
cado caracter xeométrico, moi intuitiva, e que proporciona dun xeito natural unha
escolla no conxunto de asignaciéns para o problema (E,d): a que propdn como
solucion do problema o propio centroide do conxunto X(E,d). Parece unha idea
sinxela, pero de todas as regras que estudamos aqui € a mais nova.

Esta maneira de repartir trata de forma ecuanime todas as posibles asignacions do
conxunto de repartimentos para perseguir unha xustiza colectiva. Se a regra das
chegadas aleatorias era unha media das asignacidns obtidas nas n! posibles ordes
de chegada, a € a media do conxunto de asigna-
cions baixo a premisa de gque todas as asighacions do conxunto son igualmente
probables.

EXEMPLO

No caso de dous ou dUas demandantes, como xa vimos anteriormente, o
conxunto de asignacions € o segmento

Sen perda de xeneralidade, podemos suponer que as demandas estan orde-

nadas en orde crecente, é dicir, . O punto medio dese segmento é:




Fixddevos en que, neste
caso, a regra da media
das asignhacions propon
sempre a mesma atribu-
cion ca a regra concede
e divide, a regra do Tal-
mud e a regra das che-
gadas aleatorias. Cando
O Nnumero de deman-
dantes € maior ca dous,
nalgunhas ocasiéns as
asignacioéns  propostas
por certas regras tamén
coinciden co centroide
do conxunto de asigna-
cions, pero a maioria das
veces non €& asi. Vimos

anteriormente exemplos
nos gue esta coinciden-
cia se daba e outros nos
que non.

Agora ben, non sempre é
tan sinxelo obter o centro
xeomeétrico do conxunto
de asignhacions,
ocorre Nno caso en que
O nuUmero de deman-

como

dantes € 2. En xeral, para
calcular o centroide de
X(E,d) podemos empre-
gar un método xeomé-
trico xa proposto polo
propio Arquimedes que

consiste en descompo-
Aer o conxunto en varias
pezas gque non compar-
tan entre elas volume
ningdn e para as que
sexa sinxelo obter tanto o
volume coma o centroide.
Esta € a idea que subxace
no seguinte exemplo
de calculo da regra da
media das asignacions
e que permite adivifhar
a maneira de describir
algun algoritmo para o
seu calculo en problemas
con maior numero de
demandantes.

EXEMPLO

Retomemos o exemplo do Talmud no que E=200. O conxunto das asigna-

ciéns para este problema é:

X(E,d)={(x,,x,,x;) €ER*: x +x,+x,=200;
O=x,2100;0=<x,=200;0=x,<300}.

(200, 0, 0)
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O conxunto de asignacions proxectado no plano (se esquecemos, como xa dixemos
anteriormente, a terceira das coordenadas de cada punto) é:

Conxunto de asignacidns proxectado

200
\
\
180
1 \
A representacién grafica deste 14 N
conxunto e as atribuciéns suxeri- - \\\

das pola regra da media das asig- . \
nacions (en cor vermella) e pola
regra do Talmud (en azul) amo-

sanse na seguinte figura:

a Pt 40 &0 B0 100 120 140 160 180 200

Para obter a solucién proposta pola regra da media das asignacions empregare-
mMos alguns conecementos basicos de alxebra e de xeometria. Comezaremos calcu-
lando as duas primeiras coordenadas e, a partir delas, a terceira.

O triangulo mais grande
gue aparece na figura é
un  triangulo rectangulo

de lado 200 e ten por area

200x200
A =————=20000; o seu 100=100
2 At:#:SOOO
baricentro (ou centroide) esta
situado no punto de coorde- 400 100
200 200 C.=( :
nadasCT:(T,T). ‘ 3 3

Xa que logo, a area do conxunto de asignaciéons € a diferenza entre as areas dos

dous triangulos, é dicir, A, ., =A ~A =15000. Polo método de descomposicion de

Arguimedes sabemos que se verifica a relacion A_xC =A xC +A x C, onde

X(E,d)

C=(C,,C,) denota o punto correspondente ao centroide do conxunto X (E, d)

prox”



Polo tanto, cada unha das duas coordenadas de C pode obterse facilmente do seguinte

xeito:
20000 x 229 _ 5000 « 220
) 3 3 4000000 - 2000000 400
a o 15000 : 45000 ~ 9
0 100
e 2000 T 4000000 - 500000 700
" 15000 ) 45000 "o

A terceira coordenada é, entdn,

200_400__700::700.
9 9 9

En definitiva, a asignacion proposta pola regra

da media das asignacions para este problema é

400 700 700

9 ' 9 ' 9

A xeito de resumo, rematamos esta primeira aproximacion a algunhas das regras de
asignacion cunha taboa que amosa as cantidades percibidas por cada demandante
para cada un dos tres problemas propostos no libro do Talmud.

Cando E =100
Propor- Ganancias  Perdas Chegadas Mediadas
. . . . .. Talmud . . .
cional igualitarias igualitarias aleatorias asignacions
Demanda 1 =100 16,6667 33,3333 0 33,3333 33,3333 33,3333
Demanda 2 =200 33,3333 33,3333 0 33,3333 33,3333 33,3333
Demanda 3 = 300 50 33,3333 100 33,3333 33,3333 33,3333
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Cando E =200

Propor-

cional

Demanda 1=100
Demanda 2 =200

Demanda 3 =300 100

Cando E =300

Propor- Ganancias
cional

Demanda 1=100 50

Demanda 2 =200 100

Demanda 3 = 300 150

Unha vez repasadas as
regras de repartimento
basicas dos problemas
de demandas, cabe pre-
guntarse gue principios
basicos sustentan cada
unha delas. Un axioma
€ unha propiedade que
seria  desexable que
tivese un método de
reparticion. Por exemplo,
parece razoable pedir
gue dous individuos que
demandan o mesmo
reciban o mesmo. Neste

caso diremos gue a regra

33,3333
66,6667

Ganancias Perdas
. .. ... Talm
igualitarias igualitarias
66,6667 0 50
06,6667 50 75
66,6667 150 75
Perdas
. |, .. . Talmu
igualitarias igualitarias
100 O 50
100 100 100
100 200 150

€ simétrica. Outra pro-
piedade vai na lina dos
dereitos minimos que
ten cada demandante
antes de repartir. Unha
regra
minimos se nun primeiro
paso asigna eses dereitos
e logo reparte o restante.

satisfai dereitos

Tamén podemos pen-
sar que, se algunha das
demandantes pide mais
do que hai para repar-
tir, podemos truncar tal
canti-

demanda pola

dade inicial. Falase entén

ud

Chegadas Media das
aleatorias asignacions
33,3333 44 4444
83,3333 777778
83,3333 777778
q Chegac!as Media glas
aleatorias asignaciéns
50 50
100 100
150 150

do axioma de deman-
das irrelevantes para as
regras que reparten a

cantidade inicial entre
as demandas truncadas.
A listaxe de axiomas que
podemos definir € moi
grande, e formulan ideas
gue recollen diferentes
formas de xustiza, equi-
dade,

Mmoi interesante!

solidariedade. E



A clave esta non s6 en se as regras satis-
fan os axiomas, sendén tamén en saber
gue conxunto deles caracterizan as
regras. E dicir, supofilamos que ti cres
gue hai un conxunto de axiomas que
debe cumprir a regra para utilizala no
teu problema; entdn pode ocorrer que
ou ben non hai ningunha regra nesas
condiciéns, ou hai mais dunha, ou existe
unha Unica regra con todos os requisi-
tos. Neste Ultimo caso, falamos de que
eses axiomas caracterizan a regra. Por
poner un exemplo, a regra concede e
divide pddese caracterizar cos tres axio-
Mmas antes mencionados: simetria, dere-
itos minimos e demandas irrelevantes.
Ou sexa, a Unica regra de repartimento
para dous ou duas demandantes que
satisfai as propiedades de simetria, dere-
itos minimos e demandas irrelevantes é
a regra concede e divide.

Finalizamos falando brevemente da
teoria de xogos, unha disciplina ini-
ciada durante a segunda guerra mun-
dial co traballo de John von Neumann e
Oskar Morgenstern. Grazas a ela mello-
rou enormemente a maneira de tomar
decisions estratéxicas e tamén en cues-
tions de benestar social. No contexto de
problemas de repartimento podemos
asociar un xogo coalicional a cada pro-
blema de repartimento, de xeito que
se pode calcular para cada subgrupo
de demandantes ou coalicions o que
levarian do estado inicial se todos os
membros que non intervefien na coali-
cién son atendidos exactamente co que
piden. Deste maneira, podemos usar as
solucions da teoria de xogos para 0 N0so
problema de repartimento. Hai diversas
solucioéns, entre elas as mais cofecidas
son o core do xo0go, o valor de Shapley, o
nucléolo e outra mais nova, o core-cen-
ter. Pois ben, o valor de Shapley coincide
co repartimento da regra das chegadas
aleatorias, o nucléolo co repartimento
da regra do Talmud e o core-center coa

regra da media das asignacions.
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Son moitas as aplicacions dos proble-
mas de demandas a cuestiéns relacio-
nadas co noso dia a dia. Imos referirnos
a tres delas. A primeira € a reparticion
de escanos entre os distintos partidos
politicos en funcién dos votos recibidos
nun proceso electoral. Sen dubida, este
método de repartimento mantén pen-
dentes as e os analistas nas noites elec-

Tantoadistribucidn derepresentantesa
cada circunscricion electoral en funcion
da suUa poboacién coma a asignacion
de escanos aos partidos politicos en
funcién dos votos recibidos son proble-
mas de repartimento cunha particulari-
dade moi especial respecto aos outros
problemas que tratamos: os resultados
teflen que ser ndmeros enteiros. Este
feito (non poder asignar dous escanos
e medio ou un oitavo de escano) condi-
ciona a definicién das regras de repar-
timento.

torais, polas implicacions que ten para
formar os gobernos das nosas institu-
ciéns democraticas. As dldas seguintes
atinxen e preocupan non s6 aos gober-
nos dos paises, sendn a toda a poboa-
cion mundial: a distribucion das emi-
sions de gases de efecto invernadoiro e
o repartimento de vacinas.

O método de reparticion de escanos
mais utilizado en Europa é o sistema
D'Hondt, en lembranza do xurista belga
Victor D’'Hondt (1841-1901), que o presen-
tou no ano 1878. A denominacion téc-
nica desta regra de repartimento enteiro
€ o método dos divisores naturais e, en
realidade, foi introducido por Thomas
Jefferson (1743-1826), terceiro presidente
dos Estados Unidos de América, para
repartir o numero de representantes
correspondente a cada un dos estados
da unién na Camara de Representantes
dos Estados Unidos no ano 1794.

A forma de proceder é a seguinte. En
cadacircunscricion, ordénanse, de maior
a menor, os votos obtidos polos partidos.
A continuacion, excluense do reparti-
mento todos os partidos que non aca-
den unha porcentaxe minima dos votos
validos emitidos (todos agas os nulos).




Dependendo do tipo de eleccidn, esta
barreira oscila entre 0 3 % nas eleccions
xerais ao Parlamento espanol e 0 5 %
nas eleccions autonémicas ou munici-
pais. Unha vez que temos a listaxe de
partidos que superan a barreira minima,
aplicase o método D'Hondt: dividese o

numero de votos obtidos por cada par-
tido entre os numeros naturais 1, 2, 3...
ata alcanzar o numero de escanos da
circunscricion. Os escanos asignanse-
lles aos partidos que tefien os maiores
cocientes nas divisions.

EXEMPLO

Consideremos as eleccions municipais de maio de 2019 no concello de Tui, ao

gue lle corresponden 17 escanos. Os resultados na noite electoral, no escruti-

nio inicial, foron os que se presentan na primeira fila da taboa que se mostra.

Todos os partidos superaron o 5 % esixido. Ao facer as divisions das que fala-

bamos antes, obteriamos os datos da seguinte taboa. En cor laranxa escura

podedes ver 0s escanos que se repartirian e entre parénteses esta a orde de
asignacion; por exemplo, o primeiro escano iria para o PSOE, dado que 4382 é

O Mmaior cociente das divisions.

PSOE PP C's BNG C21 Marea
1 4382 (1) 1460 (4) 1241(5) 1002(7) 929(8) 494 (16)
2 2191 (2) 730 (11) 621(13) 501 (15) 465 247
3 1461 (3) 487 A4 334 310 165
4 1096 (6) 365 310 251 232 124
5 876 (9) 292 248 200 186 99
6 730 (10) 243 207 167 155 82
7 626 (12) 209 177 143 133 71
8 548 (14) 183 155 125 16 62
9 487 (17) 162 138 m 103 55
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Repartindo deste xeito,
o PSOE obteria 9 repre-
sentantes, o PP, C'se o
BNG terian 2, mentres
que C21 e Marea que-
darian con 1.

O dato curioso € que a xunta electoral, logo de revisar as
reclamacioéns, considerou como validos dous votos que
inicialmente foran contados como nulos. Deste xeito, no
reconto definitivo, concedeulles 1 voto mais tanto ao PP
coma ao BNG. Ao calcular de novo polo método D'Hondlt,
o PP gana un escano que perde o PSOE.

A distribucion definitiva queda tal e como se describe no grafico. Logo, ese ou

esa representante decidiuse por un Unico voto. Un exemplo inmellorable para

ilustrar que cada voto conta!

-

0

PSOE

Votos

Na vixésimo primeira Conferencia Inter-
nacional sobre Cambio Climatico, orga-
nizada en Paris no ano 2015, os paises
integrantes da Convencion Marco das
Nacions Unidas sobre o Cambio Clima-
tico (CMNUCC) chegaron a un pacto
histérico para combater o cambio cli-
matico e reducir o quecemento global.
O denominado Acordo de Paris ten por
obxectivos manter o aumento da tem-

-Marea

4382

PSOE

1000

2000 3000 4000 5000
PP C’s BNG C21 MAREA
1461 1241 1003 929 494

peratura global media por debaixo dos
dous graos Celsius e esforzarse por limi-
tar ese aumento a un grao e medio. No
acordo recofnécese, ademais, que asi
descenderian de xeito moi significativo
tanto orisco coma o impacto docambio
climatico, e convense na necesidade de
reducir a emisién a atmosfera de gases
de efecto invernadoiro.



Agora ben, para acadar os obxectivos
do Acordo de Paris, as emisions de CO,
a atmosfera tenen que descender un
76 % cada ano ata 2030, no caso de
guerermos acadar o limite desexable
dos 1,5 graos Celsius, ou un 2,7 %, de
colocarmos o limite nos 2 graos.

Sexamos optimistas e pensemos que
todos os esforzos van dirixidos a acadar
0 obxectivo dos 1,5 graos Celsius. Como
repartimos entre os paises ese des-
censo do 7,6 % anual das emisidns de
didxido de carbono? Posto que a can-
tidade de CO, enviada & atmosfera se
pode medir en, por exemplo, quilotone-
ladas (kt), unha solucion pode ser con-
siderar a cuestion como un problema

de demandas, establecendo como
cantidade inicial o numero E de quilo-
toneladas disponibles e como deman-
dantes os diferentes paises. O ano 2014
€ o ultimo do que puidemos obter
datos completos das emisions, polo
que tomaremos estas como as corres-
pondentes tamén ao ano 2020. A xeito
de exemplo, tan sé colleremos as seis
rexions do mundo que mais CO, emiti-
ron nese ano: a China, os Estados Uni-
dos, a India, a Union Europea, o resto do
continente asiatico e Rusia. Un traballo
mais elaborado consideraria un recu-
brimento de toda a Terra por rexiéons. As
emisions correspondentes a estas seis
zonas recollense na seguinte taboa:

. Estados . Unién Resto de )
China . India ) Rusia
Unidos Europea Asia
E(r;'fft ?S 10291926 5225412 2232729 2095334 1848538 1736984

Asi pois, 0 numero total de quilotone-
ladas de didxido de carbono enviadas
a atmosfera nesas seis rexions en 2020
foi de 23 430 923. Se desexamos reducir
nun 7,6 % esa cantidade durante 2021, o
total de emisiéns permitidas para este
ano descende ata, aproximadamente,
as 21 650 173 kt. Se, como é de suponer,
cada un deses seis territorios solicita
poder seguir emitindo a mesma canti-
dade de CO, canoano anterior, estamos
diante dun problema de demandas
no que E = 21 650 173 kt, as entidades

demandantes son cada un dos seis
territorios e o vector de demandas é o
formado polas cantidades recollidas na
anterior taboa. Para este problema de
demandas, cada unha das regras intro-
ducidas anteriormente proporcionara-
Nnos un vector no que se recollen as asig-
nacions de emisidns recomendadas
para cada zona, para o ano 2021. Cada
unha das columnas da taboa seguinte
€ o vector das asignacions proposto
polas seis regras que definimos para o
problema en cuestion.
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Proporcio- Ganancias  Perdas Chegadas Mediadas
. .| . Talmud . . -
nal igualitarias igualitarias aleatorias asignacions

China 9509 740 8 511176 9995134 9995134 9993675 9995 134
Esrf%(izs 4828281 5225412 4928620 4928620 4927161 4928 620
India 2063042 2232729 1935937 1935937 1934 478 1935 937
Union

1936 089 2095334 1798542 1798542 1797083 1798 542
Europea
Ezsato 9 1708049 1848538 1551746 1551746 1550287 1551746
Rusia 1604973 1736984 1440192 1440192 1447 487 1440192

Se as rexiéns respec- Continuando con este

tan o acordado, cum-

proceso

nos

restan-

prirase o obxectivo para
O primeiro ano. Porén,
o0 acordo é moito mais
ambicioso e esixe que,
no ano 2022, as emisiéons
sexan, mais unha vez, un
7.6 % inferiores s do ano
2021. Asi a cousa, temos
que resolver un novo
problema de deman-
das onde, nesta ocasion,
E=20 047 759,82 kt (o
92,4 % de 21 650 173) e o
vector de demandas € o
mesmo ca odo problema
inicial.  Analogamente,
cada unha das regras
descritas dara un vector
de asignacions que nos
indicara cales deberian
ser as emisions de cada
unha desas rexidns no
ano 2022.

tes anos, e resolvendo
de cada vez o corres-
pondente problema de
demandas,
das seis zonas tera cofe-

cada unha

cemento de cal é a can-
tidade maxima de gas
gue pode enviar cada
ano a atmosfera para,
asi, cumprir co Acordo de
Paris. Fixadevos en que,
para o ano 2030, a can-
tidade total maxima de
diéxido de carbono per-
mitida descendeu ata os
10 629 408 kt. De respec-
taren o pactado, cumpri-
ranse os obxectivos do
Acordo de Paris.




Nas seguintes graficas vemos a evolucion das emisions de CO, permitidas a cada

rexion en funcién da regra de repartimento elixida para resolver o problema. Obser-
vade que no eixe X estan os dez anos: comeza en 2021 e remata en 2030.
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Aseméllanse? Sen fixarse
Mmoito vemos que a gra-
fica da regra das ganan-
cias igualitarias & moi
distinta das outras. Lem-
brade que mesmo peque-
nas diferenzas poden ser
determinantes para con-

seguir os obxectivos.

Tal e como avanzamos
ao principio desta uni-
dade, os repartimentos
propostos non son, en
xeral, igualmente acepta-

dos por todas as entida-
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des demandantes. Neste

caso particular, obser-
vando as graficas, deduci-
mMos que a evolucion nas
emisions permitidas aos
diferentes paises €& ben
diferente segundo a regra
de repartimento elixida, e
a escolla dunha ou outra
regra para resolver o pro-
blema dependerd, segura-
mente, tanto de intereses
econémicos coma do tipo
de politica medioambien-

tal coa que se traballe.
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Unha andlise rdpida dos resultados
deixa ver que, por exemplo, no caso da
regra das perdas igualitarias, a India,
a Union Europea, Asia e Rusia xa non
poderian emitir CO, no ano 2030, men-
tres que a China e os Estados Unidos
poderian seguir enviando a atmos-
fera unha gran cantidade deste gas de
efecto invernadoiro durante ese ano. E
de imaxinar que este repartimento non
vai ser do agrado de todos os paises e,
polo tanto, o Mais |6xico parece ser des-
cartar esta regra. Observamos tamén
gue a regra das ganancias igualitarias
lles permite a India, @ Unién Europea, a
Asia e a Rusia seguir emitindo as mes-
mas cantidades de CO, durante os dez
anos e so lles esixe esforzos & China e a
Rusia, polo que tampouco parece esta
unha regra aceptable por todas as par-
tes en conflito.

O resto das regras de repartimento
semellan presentar un comportamento
similar e calquera das catro pode parecer
axeitada para resolver o problema. Asi e
todo, coémpre sublifar unha diferenza
importante entre elas: a regra propor-
cional e a regra das chegadas aleatorias
permitenlles a China e aos EUA emitir
Nno ano 2030 mais cantidade de didxido
de carbono da que lles autorizan a regra
do Talmud e a regra da media das asig-
nacions, mentres que a regra propor-
cional e a regra das chegadas aleatorias
son mMais esixentes coas rexions menos
contaminantes. Asi pois, dependendo
de a que paises se lles queira imponer
un esforzo maior, escolleremos unha
ou outra desas catro regras para facer
a asignacion final: se entendemos que
son 0s paises mMais contaminantes os
que mais esforzos tefen que realizar,
usaremos a regra do Talmud ou a regra
da media das asignacidns, mais se, por
seren economicamente mais podero-
sos, finalmente se € mais permisivo
con eles e se lles esixe un menor
esforzo, empregarase para a
reparticion a regra propor-
cional ou a regra das che-

gadas aleatorias.



A crise orixinada pola pandemia do
coronavirus (covid-19) orixinou novas
situacions nas que se ha repartir un
ben escaso entre diferentes deman-
dantes. Asi ocorre, por exemplo, co
repartimento de vacinas que estamos
vivindo nestes dias. Polo de agora non
hai vacinas abondo para toda a poboa-
ciéon mundial, e a decisidon de a quen lle
dar as doses existentes € un problema
moi importante de cara a controlar a
enfermidade.

Evidentemente, este problema afecta
a calquera rexion do mundo, pero
imolo exponer dende a perspectiva de
Espana. A este pais chega cada semana
unha cantidade de vacinas para distri-
builas entre as 17 comunidades auto-
nomas, Ceuta e Melilla. Estes territorios
solicitanlle ao goberno central as vaci-
nas necesarias para inmunizaren a sua
poboacién e, como non é factible co
Nnumero de doses disponfibles vacinar
toda a xente, o Goberno ten que decidir

cantas lle envia a cada comunidade.

Formularemos o problema dende dous
puntos de vista. No primeiro deles
imos supofer que cada comunidade
demanda unha cantidade de vaci-
nas igual & sda poboacién. Cando lle
cheguen as doses, o goberno autond-
mico decidira a quen vacinar primeiro.
Deste xeito, cada semana, o goberno
central terd un problema de reparti-
mento onde se correspondera coa can-
tidade de vacinas que acaba de recibir

e o vector de demandas sera un vector
coa poboacidén de cada comunidade.
Dependendo da estratexia de vacina-
cion do goberno central, aplicarase
unha regra ou outra e o0 proceso rema-
tard cando os 19 territorios disponan de
vacinas para toda a poboacion.

Outro punto de vista consiste en ter en
conta grupos de poboacion de vacina-
cion preferente. Como é ben sabido,
debido a diferentes factores de risco,
hai persoas que se han vacinar antes
ca outras e esta situacidén pode con-
siderarse & hora de facer o reparti-
mento. O primeiro grupo de risco € o
formado polas e polos conviventes nas
residencias de persoas maiores. En vez
de repartir as vacinas en funcidén da
poboacion total, o Estado pode decidir
levar a cabo unha primeira distribu-
cion en funcién da poboacién que viva
nese tipo de residencias, polo que cada
rexion demandara esa cantidade de
vacinas. Unha vez vacinado ese grupo,
teriase en conta o segundo en impor-
tancia e cada comunidade cambiaria
as sUas demandas iniciais por unhas
novas que se corresponderian coa
poboacién pertencente a este segundo
fatado. E seguiriase asi ata inmunizar
a totalidade da poboacion. Facendo o
repartimento deste xeito, conseguiriase
gue non houbese comunidades onde
se vacinase xente de entre 30 e 50 anos,
mentres gue noutras ainda quedase
poboacion maior sen recibir a sua dose.
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Asi pois, cada semana, o goberno cen-
tral terd un problema de repartimento
Nno que E se corresponde coa cantidade
de vacinas disponibles para eses sete
dias e o vector de demandas cambiara
en funcién de a que grupo corresponda
vacinar. Isto beneficiaria comunidades
mais envellecidas, como Galicia, que
teflen mais risco ca outras nas que a
poboacion é mais nova.

Unha vez delimitado o problema, o
seguinte paso é resolvelo coas diferen-
tes regras e decidir cal € a mais axeitada
para tal situacion. Como non cofece-
Mos 0 NUmero de vacinas que van che-
gar semanalmente, imos supofer que
€ un numero constante: a media do
numero de vacinas que chegaron ata o
de agora.

Para o primeiro dos supostos, onde as
demandas son sempre as mesmas,
resolvendo o problema coa regra das
perdas igualitarias conséguese ter
inmunizada a poboacion das comuni-
dades grandes antes ca a poboacion
das mais peguenas, gque tefen que
agardar moito mais. Porén, como cabe-
ria esperar, se resolvemos coa regra das
ganancias igualitarias, temos o resul-
tado inverso: conséguese a inmunidade
antes para as comunidades pequenas e
son as grandes as que deben de agar-
dar. Co resto de regras, os cambios
son pouco significativos e consegue a
inmunidade todo o territorio case ao

mesmo tempo.

Se temos en conta 0s grupos prioritarios
de vacinacion, o comportamento das
regras € 0 mesmo ca 0 exposto No para-
grafo anterior. E dicir, rematariamos
primeiro coas comunidades pequenas
se usamos a regra das ganancias iguali-
tarias, ou coas mais grandes de empre-
garmos a regra das perdas igualitarias;
o proceso finalizaria ao mesmo tempo
de elixirmos calquera das outras regras.
Agora ben, se queremos inmunizar en
primeiro lugar os grupos de risco, non
serve darlle prioridade a unha comuni-
dade por ter menos habitantes xa que,
ao ter sé vacinado un fatado, non se
conseguiria a inmunidade de rabano.
Semella, pois, |oxico repartir as vacinas
entre as comunidades de xeito pro-
porcional a poboacién de cada grupo
de risco. Unha vez feito iso, cando xa
s6 guede por vacinar a poboacién non
considerada de risco, seria factible vol-
ver usar o razoamento do paragrafo
anterior e repartir as vacinas mediante
a regra das perdas igualitarias para aca-
dar a inmunidade de rabafio por zonas,
0 que permitiria volver @ normalidade
en certos territorios.

Na actualidade, as vacinas estanse a
repartir de xeito proporcional a poboa-
cion total de cada comunidade e, des-
pois, cada goberno autondmico decide
gue grupos de risco inmunizar. Este
exemplo serve de mostra para reflexio-
nar sobre as implicaciéns que pode ter o
criterioderepartimento elixido,etamén
gue as circunstancias que rodean o pro-
blema condicionan a eleccion da regra
mMais axeitada en cada momento.



3. ACTIVIDADES
DIDACTICAS

O problema do repartimento da tudnica consiste en que dous
homes demandan parte dunha tunica. Un deles demanda a
metade, ainda que non é divisible, e o outro demanda a peza
de roupa enteira.

Introducion

Que se che ocorre facer para dividir a peza de roupa? Que divi-

sidn proporias segundo o teu propio criterio?

Formula o correspondente problema de repartimento e descri-
Tarefa be o conxunto de asignacions.

Calcula o repartimento recomendado polas diferentes regras e

compara esas asighacions coa que ti propuxeches. Cal das re-

gras che parece mais axeitada para repartir?

Mellorar a comprension dos conceptos expostos na unidade
didactica.

Obxectivos Empregar unha linguaxe matematica basica para formalizar
ideas.
Inventar solucidns para problemas e defendelas en publico.

Curso/idade Alumnado de educacion secundaria obrigatoria.

Duracion Unha hora.

Disciplinas - . . . -

. . Matematicas, economia e ciencias sociais.

implicadas

Metodoloxia Resolver individualmente o problema proposto e discutir a so-
de traballo lucion acadada co resto do alumnado.

Fontes de A informacidn proporcionada nas anteriores seccions da unida-

informacion de, libros con contidos basicos de matematicas e a reflexion.
Avaliacién Valoracion da implicacion do alumnado na tarefa.

Comprobar os propios resultados cos do resto de companei-
ras e companeiros e cos obtidos empregando o software libre

CLIEE da libraria de R denominada ClaimsProblems, disponible en:

actividades

osibles .
P Procurar exemplos de problemas de repartimentos nos que o

ben inicial non sexa divisible.
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Introducion

Tarefa

Obxectivos

Curso/idade
Duracién

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacién

Avaliacion

Segundo o criterio inicial que establezamos para repartir o ben
inicial do que se dispdn, empregaremos un tipo de reparticion
ou outro.

Supofnamos que se trata de repartir 6000 euros de beneficios
entre tres traballadores ou traballadoras dunha empresa.

Se o tempo que levan traballando na empresa é de 2,3 e 6 anos,
cal seria o repartimento se decidimos asignar o beneficio pro-
porcionalmente a antiguidade na empresa?

De querermos repartir os beneficios tendo en conta o nume-
ro de erros que os traballadores ou traballadoras cometeron ao
longo do ultimo ano, parece mais razoable pensar nunha repar-
ticidn inversamente proporcional. Se, pofiamos por caso, come-
teron 2,3 e 6 erros, respectivamente, cal seria a asignacion final?

Mellorar a comprensién do principio de proporcionalidade
directa e inversa.

Reafirmar o principio de proporcionalidade estudado nos
cursos da ESO para relacionalo con outras formas de reparti-
mento.

Empregar unha linguaxe matematica basica para formalizar
ideas.

Alumnado de educacion secundaria obrigatoria.

15 minutos.
Matematicas, economia e ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto e discutir a solu-
cion acadada co resto do alumnado.

A informacién proporcionada nas anteriores seccidéns da unida-
de, libros con contidos basicos de matematicas e a reflexion.

Valoracion da implicacion do alumnado na tarefa.




Introducion

Tarefa

Obxectivos

Curso/idade
Duracion

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacién

Avaliacion
Outras

actividades
posibles

A partir da representacién grafica do conxunto de asignaciéns
recuperamos moitisima informacién sobre o correspondente
problema de demandas.

Que numero de demandantes ten o problema cuxo conxunto
de asighaciéns amosa en cor amarela a figura? Canto vale cada
unha das demandas? Cal é o valor da cantidade inicial E?
Describe coas tUas propias
palabras o conxunto de
asignacions e tenta expre-
sar tal conxunto de maneira
formal.
Propén razoadamente unha
solucidn para este problema
de demandas e discute a
sUa idoneidade co resto de
estudantes da clase. Com-
parade as vosas propostas
coas asignhacions recomendadas polas regras introducidas na
unidade didactica.

Mellorar a comprension dos conceptos expostos na unidade
didactica.
Empregar unha linguaxe matematica basica para formalizar

ideas.
Inventar solucidns para problemas e defendelas en publico.

Alumnado de educacion secundaria obrigatoria.

Unha hora.
Matematicas, economia e ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto e discutir a solu-
cion acadada co resto do alumnado.

A informacidn proporcionada nas anteriores seccions da unida-
de, libros con contidos basicos de matematicas e a reflexion.

Valoracion da implicacion do alumnado na tarefa.

Comprobar os propios resultados e os do resto de companeiras
e companeiros cos obtidos empregando o software libre da li-
braria de R denominada ClaimsProblems, disponible en:
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Introducion

Tarefa

Obxectivos

Pode ocorrer que diferentes problemas de demandas tefian un
mesmo conxunto de asignacidns proxectado, o cal non significa
gue, necesariamente, a asignacion proposta por unha determi-
nada regra tefa que ser a mesma para cada un deles.

Como na actividade anterior, imos partir da representacion gra-
fica (neste caso da proxeccion no plano) do conxunto de asig-
nacions X(E,d) e tentaremos imaxinar varios problemas de de-
Mmandas que se correspondan cos datos proporcionados.

Que numero de demandantes ten o problema cuxo conxunto de
asignacions proxectado no plano amosa en amarelo a figura?

i3 Prowiccldn do conkundo da aslgaatiing para caios problemas

Describe coas tUas propias palabras a proxeccién do conxunto
de asignacions e tenta expresar tal conxunto de maneira formal.
Canto vale a area dese poligono?

Enuncia dous problemas de demandas cuxo conxunto X(E,d)
sexa, precisamente, o da figura. Podes conxecturar que caracte-
risticas tenen en comun todos os problemas de demandas que
tefen como conxunto de asignacions o dado?

Propon razoadamente unha solucion para eses problemas e dis-
cute o axeitado delas co resto de estudantes da clase. Obtén, de
duas maneiras distintas, a asignacion recomendada pola regra
da media das asignacions.

Mellorar a comprensiéon dos conceptos expostos na unidade
didactica.

Relacionar os conceptos aprendidos con outros de caracter
xeomeétrico estudados nos cursos de matematicas.

Ser capaz de conxecturar propiedades xerais a partir de casos
particulares.

Empregar unha linguaxe matematica basica para formalizar
ideas.

Inventar solucidons para problemas e defendelas en publico.



Curso/idade
Duracién

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacion

Avaliacion

Outras
actividades
posibles

Alumnado de educacidn secundaria obrigatoria.

Unha hora.
Matematicas, economia e ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto e discutir a solu-
cion acadada co resto do alumnado.

A informacion proporcionada nas anteriores seccions da unida-
de, libros con contidos béasicos de matematicas e a reflexion.

Valoracién da implicacién do alumnado na tarefa, dos resulta-
dos obtidos e da capacidade de defensa en publico deles.

Comprobar os propios resultados e os do resto de companeiras
e companeiros cos obtidos empregando o software libre da li-
braria de R denominada ClaimsProblems, disponible en:
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Introducion

Tarefa

Obxectivos

Curso/idade
Duracion

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacioén

Avaliacion

Outras
actividades
posibles

Se 0 numero de demandantes dun problema de demandas
(E,d) é tres e, ademais, d ,+d <E=<d,, entdn a proxeccion no
plano do conxunto de asignacions X(E,d) € un rectangulo de
lados d, ed,.

Se son catro as persoas demandantes e d.,+d +d,<E<d,, a
proxeccion de X(E,d) en R*é un paralelepipedo rectangular
(ortoedro) de lados d,, d, e d,.

Bosquexa a proxeccion do conxunto de asignacions para o pro-
blemaconn=3, E=5ed=(1,2,6) e repite o exercicio para o
casonoquen=4, E=10e d=(2,3,5,11).

Propon de maneira razoada unha solucion para cada un dos
problemas e discute a sUa idoneidade co resto de estudantes
da clase. Comparade as vosas propostas coas asignacions reco-
mendadas pola regra do Talmud, pola regra das chegadas alea-
torias e pola regra da media das asignacions.

Tenta conxecturar cales son as solucions propostas por estas tres
regras para problemas cun nimero calquera de demandantes e
nos que a cantidade inicial para repartir E € un nUmero maior ou
igual ca a suma de todas as demandas menos a maior € menor
ou igual ca a maior delas.

Mellorar a comprensiéon dos conceptos expostos na unidade
didactica.

Relacionar os conceptos aprendidos con outros de caracter
xeomeétrico estudados nos cursos de matematicas.

Ser capaz de conxecturar propiedades xerais a partir de casos
particulares.

Alumnado de educacidn secundaria obrigatoria.

Unha hora.
Matematicas, economia e ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto e discutir a solu-
cion acadada co resto do alumnado.

A informacioén proporcionada nas anteriores seccions da unida-
de, libros con contidos basicos de matematicas e a reflexion.

Valoracién da implicacién do alumnado na tarefa, dos resulta-
dos obtidos e da capacidade de defensa en publico deles.

Comprobar os propios resultados e os do resto de companeiras
e companeiros cos obtidos empregando o software libre da li-
braria de R denominada ClaimsProblems, disponible en:



Introducion

Tarefa

Obxectivos

Curso/idade
Duracion

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacioén

Avaliacion

Outras
actividades
posibles

Unha variacion no valor da cantidade inicial pode afectar tanto
a formma coma a medida (area ou volume) do conxunto de asig-
nacions.

Consideremos o vector de demandas d = ( 4, 6,9). Bosquexa a
proxeccion no plano do conxunto de asignacions para 0s pro-
blemmascon E=2, E=5,E=7, E=10 e E=12.

Cales son os vértices de cada un deses conxuntos? Cal € o valor
da area do poligono obtido en cada caso? Onde esta situado o
centro de masas de cada unha das figuras?

Que podes conxecturar sobre a variacion da cantidade asignada
a cada demandante pola regra da media das asighacions ao ir
aumentando o valor de E?

Mellorar a comprensiéon dos conceptos expostos na unidade
didactica.

Relacionar os conceptos aprendidos con outros de caracter
xeomeétrico estudados nos cursos de matematicas.

Ser capaz de conxecturar propiedades xerais a partir de casos
particulares.

Empregar unha linguaxe matematica basica para formalizar
ideas.

Alumnado de educacidn secundaria obrigatoria.

Unha hora e media.
Matematicas, economia e ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto e discutir a solu-
cion acadada co resto do alumnado.

A informacion proporcionada nas anteriores seccions da unida-
de, libros con contidos basicos de matematicas e a reflexion.

Valoracién da implicacién do alumnado na tarefa, dos resulta-
dos obtidos e da capacidade de defensa en publico deles.

Comprobar os propios resultados e os do resto de companeiras
e companeiros cos obtidos empregando o software libre da li-
braria de R denominada ClaimsProblems, disponible en:
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Introducién

Tarefa

Algunhas das propiedades para as regras estan relacionadas
coa variacion dalguns dos parametros que definen o problema
(da cantidade inicial, dalgunha das demandas ou, mesmo, do
Nnumero de demandantes). Son propiedades de monotonia.
Obviamente, para un mesmo vector de demandas d, a asig-
nacion proposta polas distintas regras para cada demandante
dependera do valor da cantidade inicial E. Que ocorre se, por
exemplo, aumenta o valor de E? Hai algunha relacion entre as
asignacions propostas por unha determinada regra antes e des-
pois de tal cambio?

Consideremos o vector de demandas d=(3,5). Para podermos
falar dun problema de demandas, E ten que ser maior ou igual
ca cero e menor ou igual ca a suma de todas as demandas. E di-
cir, E ten que variar entre O e 8. Podemos pensar cada unha das
coordenadas do vector de asignacions proposto por calquera re-
gra como unha funciéon de E. Por exemplo, a primeira das per-
soas demandantes recibird, segundo a regra concede e divide,
unha cantidade entre O e 3. Para os infinitos valores de E entre O
e 8, esa cantidade esta representada na seguinte grafica

Primeira coordenada da asignacion (enine 0 & 3)

o 3 4 5 8
Valor de E (entre 0 & 8)

Bosquexa a grafica que representa a cantidade asignada pola
regra concede e divide a segunda demandante para cada valor
de Eentre O e 8.

A vista das duas graficas, que podes avanzar sobre a variacion
do que lle corresponde a cada peticionaria/o a medida que o
valor da cantidade inicial da que se dispdn aumenta?



Obxectivos

Curso/idade
Duracion

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacioén

Avaliacion

Outras
actividades
posibles

Mellorar a comprension dos conceptos expostos na unidade
didactica.

Relacionar os conceptos aprendidos con outros de caracter
xeomeétrico estudados nos cursos de matematicas.

Ser capaz de conxecturar propiedades xerais a partir de casos
particulares.

Empregar unha linguaxe matematica basica para formalizar
ideas.

Alumnado de educacidn secundaria obrigatoria.

Unha hora.
Matematicas, economia e ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto e discutir a solu-
cion acadada co resto do alumnado.

A informacion proporcionada nas anteriores seccions da unida-
de, libros con contidos béasicos de matematicas e a reflexién.

Valoracién da implicacion do alumnado na tarefa, dos resulta-
dos obtidos e da capacidade de defensa en publico deles.

Comprobar os propios resultados e os do resto de companei-
ras e companeiros cos obtidos empregando o software libre
da libraria de R denominada ClaimsProblems, disponible en:

Empregar esa mesma libraria para explorar o comportamento
do resto de regras diante do aumento da cantidade disponible
E.
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Introducion

Tarefa

Unha regra de repartimento pode interpretarse como unha
mManeira «desexable» para as persoas demandantes de dividiren
unha certa cantidade inicial £ que non abonda para compracer
todos os pedimentos. Como € de supofer, aceptar de mellor ou
de peor grado a reparticidén asignada por unha ou outra regra
dependera das circunstancias nas que se atopen as demandan-
tes no momento de se levar a cabo. Asi pois, decidir que regra
empregar en cada situacion convértese nunha cuestion de es-
pecial importancia.

Supofamos que un taller de reparacién de automaobiles, con ca-
tro persoas empregadas, esta en bancarrota. Tanto polo labor
realizado coma polo tempo traballado na empresa, a cantida-
de para percibir como indemnizacién por cada integrante do
cadro de persoal € diferente: a persoa encargada do taller teria
que recibir 14 000 euros, mentres que as outras tres deberian de
cobrar 5000, 3000 e 2000 euros, respectivamente. Para pagarlle
as indemnizacions ao persoal, o taller s6 dispdn de 15 000 euros.
Que cantidade lles asigna aos catro membros do persoal cada
unha das cinco primeiras regras descritas na unidade?
Comproba que a proxeccion no espazo do conxunto de asigna-
ciéns do problema é a seguinte:

G000

4000

wod /7 e

Cal € o volume do conxunto de asignacions proxectado? Empre-
ga a representacion anterior para calcular a cantidade proposta
pola regra da media das asignacions.

Se o taller fose da tUa propiedade, cal deses repartimentos elixi-
rias ti para satisfacer as demandas das empregadas e emprega-
dos?



Obxectivos

Curso/idade
Duracion

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacioén

Avaliacion

Outras
actividades
posibles

Mellorar a comprension dos conceptos expostos na unidade
didactica.

Relacionar os conceptos aprendidos con outros de caracter
xeomeétrico estudados nos cursos de matematicas.

Ganar habilidade cos calculos matematicos.

Entender as diferenzas conceptuais entre as regras.

Ser capaz de tomar unha decisién en funcién das ideas indivi-
duais.

Alumnado de educacién secundaria obrigatoria.

Duas horas.
Matematicas, economia e ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto e discutir a solu-
cién acadada co resto do alumnado.

A informacién proporcionada nas anteriores seccions da unida-
de, libros con contidos basicos de matematicas e a reflexion.

Valoracién da implicacién do alumnado na tarefa, dos resulta-
dos obtidos e da capacidade de defensa en publico deles.

Comprobar os propios resultados e os do resto de companeiras
e companeiros cos obtidos empregando o software libre da li-
braria de R denominada ClaimsProblems, disponible en:
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Introducion

Tarefa

Obxectivos

Curso/idade
Duracién

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacion

Avaliacion

Outras
actividades
posibles

O repartimento de bens indivisibles (cantidades enteiras) ten un
tratamento matematico distinto dos problemas de demandas
xerais. A adxudicacion de escanos a partidos politicos en funcion
dos votos recibidos nun proceso electoral é unha destas situa-
ciéons. Nesta unidade resaltamos a importancia que pode ter un
sO voto na eleccion de representantes a un organo de goberno.

Con axuda dunha folla de célculo resolve a reparticidén de esca-
nos do concello de Tui no ano 2019.

Mellorar a comprension dos conceptos expostos na unidade
didactica.
Entender o método D’'Hondt.

Alumnado de educacidn secundaria obrigatoria.

Unha hora.

Matematicas, economia e ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto.

A informacioén proporcionada nas anteriores secciéns da unida-
de, leis electorais publicadas no DOG e no BOE, paxinas web con
datos de eleccidéns autondmicas, estatais...

Valoracién da implicacién do alumnado na tarefa, dos resulta-
dos obtidos e da capacidade de defensa en publico deles.

Procurar os datos precisos para resolver a reparticion de repre-
sentantes dos distintos partidos no teu concello nas ultimas
eleccions municipais. Comprobar que os teus resultados son
Os correctos.

Buscar na lei electoral vixente como se efectla a asignacion de
representantes no parlamento (galego ou espanol) as circuns-
cricions electorais (provincias) en funcion da sda poboacion.
Buscar outros métodos de repartimento de escanos, distintos
do método D'Hondt, usados noutros paises.



Introducion

Tarefa

Obxectivos

Curso/idade
Duracién

Disciplinas
implicadas

Metodoloxia
de traballo

Fontes de
informacioén

Avaliacion

Outras
actividades
posibles

Nun problema, os aspectos gue non son matematicos tamén

inflien & hora de decidir que método de repartimento se esco-

lle. Velaqui un par de exemplos:
Primeiro problema. Tres executivas dunha empresa cobran
unha prima mensual de 1500, 2000 e 2500 euros, respectiva-
mente. A crise econdmica obriga a empresa a reducir este tipo
de incentivos salariais. Se a empresa dispdn de 4500 euros
para pagar as gratificacions das tres, canto cres que deberia
recibir cada unha?
Segundo problema. Tres xubiladas reciben unha pensidn
mensual de 1500, 2000 e 2500 euros, respectivamente. A crise
demografica obriga o goberno a reducir as pensions. Se dis-
pdén dun total de 4500 euros para pagar a pension das tres,
canto cres que deberia recibir cada unha?

Propdn un repartimento para cada un dos casos e compara a tda
resposta coas asignacions suxeridas polas regras estudadas.

Comparar os repartimentos dos individuos sen formacién no
tema cos propostos polas diferentes regras.

Analizar se o contexto do propio problema condiciona a forma
de repartir.

Alumnado de educacidn secundaria obrigatoria.

Media hora.
Matematicas, economia, ciencias sociais.

Resolver individualmente o problema proposto e comparar coas
asignacions das principais regras.

Ainformacidén proporcionada nas anteriores seccidons da unidade.

Valoracion da implicacion do alumnado na tarefa.

Pensar noutros enunciados posibles e propofer novos proble-
mas sen cambiar as demandas nin o total para repartir.
Analizar se o alumnado elixe coherentemente a mesma regra
de repartimento para resolver unha listaxe de problemas con
diversas demandas e recurso inicial.

Comprobar os propios resultados e os do resto de companei-
ras e companfeiros cos obtidos empregando o software libre
da libraria de R denominada ClaimsProblems, dispofible en:
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Asignacion: cantidade que se recibe despois do proceso de repartimento.

Axioma: afirmaciéon tan evidente e clara que é admitida sen necesidade de demostra-
cion. No contexto dos problemas de demandas € a expresion matematica dunha
intuicion que temos sobre como unha regra debe comportarse ante un determi-
nado tipo de situacidns.

Bancarrota: creba producida nunha empresa que deixa débedas pendentes.

Baricentro: punto de interseccién das medianas dun tridngulo.

Centro de masas: punto xeométrico dun conxunto que recolle todo o seu comporta-
mento dinamico.

Centroide: centro de masas cando sobre o conxunto se considera unha densidade
uniforme.

Dereitos minimos: cantidades que lles corresponden as demandantes de seren aten-
didas todas as peticiéns do resto.

Demandante: persoa ou ente a quen se lle debe certa cantidade.

Escano: lugar ocupado por un membro dun parlamento.

Media: valor dunha serie de magnitudes gque serve para representar o conxunto.

Modelo matematico: forma matematica de describir un problema para analizalo.

Poliedro: corpo sdlido limitado por caras poligonais.

Proporcion: relaciéon que existe entre un elemento e o total dun conxunto.

Regra de asignacioén: procedemento para dividir a cantidade inicial entre as e os
demandantes nun problema de repartimentos.

Repartimentos enteiros: solucidns enteiras (sen decimais) para problemas nos que
non é posible dividir os recursos para repartir.

Segmento: parte dunha recta comprendida entre dous puntos.

Sistema D’Hondt: método para asignarlles escanos a partidos politicos en funcién dos
votos recibidos nunhas eleccions.

Teoria de xogos: area das matematicas que tenta, entre outras cousas, modelar e
estudar determinadas situacions tratandoas como un problema de caracter xeral
e propofendo soluciéns matematicas (por exemplo, propostas de reparticiéon no
caso de problemas de demandas) que posuan certas propiedades razoables e
xustas.

Xogo coalicional: forma matematica de modelar problemas nos que a cooperaciéon
entre axentes é determinante.
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0. O NOSO EQUIPO

INVESTIGADOR

Somos Miguel A. Miras Calvo, lago Nunez Lugilde, Carmen Quinteiro Sando-
mingo e Estela Sanchez Rodriguez, persoal docente e investigador da Univer-
sidade de Vigo con formacidn en diversas especialidades matematicas: alxebra,
analise matematica e estatistica e investigacion operativa. O noso actual traballo
de investigacion desenvolvese fundamentalmente no campo da teoria de xogos.
Estudamos a xeometria, as propiedades matematicas das solucions e algorit-
Mos para o seu calculo, co obxectivo de mellorar o seu conecemento e axudar
na toma de decisions en problemas complexos. Somos autores de varios artigos
especializados relacionados co tema tratado nesta guia. Nun deses artigos estu-
damos a regra da media das asignacions, proposta por nés. Descubrir as pro-
piedades que cumpre e achar formas de calculo eficiente non esta sendo unha
tarefa doada mais, como adoita ocorrer, o dificil sempre resulta mais gratificante.
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